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PREFÁCIO 


Nesta décima edição de Cálculo, mantivemos aqueles aspectos das edições anteriores que 
levaram ao sucesso desta série: continuamos buscando a compreensão do estudante sem sa- 
crificar a precisão matemática, e os conjuntos de exercícios são cuidadosamente projetados 
de modo a evitar surpresas desagradáveis que podem desestruturar uma classe de Cálculo. 

Todas as modificações introduzidas nesta décima edição foram revisadas cuidadosa- 
mente por um grupo de destacados professores, tanto usuários de edições anteriores, quanto 
não usuários. A missão desse grupo de professores foi a de garantir que as mudanças não alte- 
rassem aqueles aspectos que atraíram os usuários das edições anteriores e, ao mesmo tempo, 
apresentar novidades que pudessem atrair novos usuários. 

A seguir, algumas características do livro: 


Flexibilidade Esta edição foi construída com uma flexibilidade planejada para servir um 
amplo espectro de filosofias do Cálculo, desde a mais tradicional até a mais “reformista”. Os 
recursos computacionais podem ser enfatizados, ou não, e a ordem de muitos tópicos pode ser 
permutada livremente para acomodar as necessidades específicas do professor. 


Rigor O desafio de escrever um bom livro de Cálculo está em equilibrar corretamente o 
rigor e a clareza. Nosso objetivo é apresentar a mais rigorosa Matemática possível num trata- 
mento introdutório. Quando a clareza e o rigor colidem, escolhemos clareza; contudo, acre- 
ditamos que é importante o estudante entender a diferença entre uma demonstração precisa 
e um argumento informal, de modo que informamos o leitor quando os argumentos apresen- 
tados são informais ou para motivação. A teoria envolvendo argumentos de € e ô aparece em 
seções separadas, podendo ser estudada ou não, de acordo com a preferência do professor. 


Regra dos quatro A “regra dos quatro” diz respeito à apresentação dos conceitos dos 
pontos de vista verbal, algébrico, visual e numérico. De acordo com a filosofia pedagógica 
atual, sempre que indicado, utilizamos essa abordagem. 


Exercícios Cada conjunto de exercícios desenvolvido para esta edição foi planejado vi- 
sando à prática do aluno. Exercícios com respostas proporcionam a verificação imediata do 
conhecimento adquirido, exercícios de compreensão focam os conceitos principais e os iden- 
tificados com um ícone requerem a utilização de recursos tecnológicos, como calculadora 
gráfica ou sistemas computacionais. 


Aplicabilidade do cálculo Um dos objetivos primários desta edição é o de estabelecer 
relações do Cálculo com o mundo real e com a experiência própria do estudante. Esse tema é 
mantido ao longo de exemplos e exercícios. 


Preparação profissional Este texto foi escrito num nível matemático que prepara os 
estudantes para uma variedade de carreias profissionais que requeiram um fundamento mate- 
mático sólido, incluindo as engenharias, várias ciências e a administração. 


xii 


Prefácio 


Revisão de trigonometria Muitos alunos são atormentados por deficiências em Trigo- 
nometria, de modo que incluímos uma revisão substancial de Trigonometria no Apêndice B. 


Apêndice de equações polinomiais Como muitos estudantes têm dificuldades em 
resolver equações polinomiais, o Apêndice C traz uma revisão do Teorema da Fatoração, do 
Teorema do Resto e do procedimento para encontrar raízes racionais. 


Princípios do cálculo de integrais O tradicional capítulo de Técnicas de Integração é 
denominado “Princípios do Cálculo de Integrais” para refletir uma abordagem mais moderna 
do material. Esse capítulo enfatiza métodos gerais e o papel de recursos computacionais no 
lugar de truques específicos para calcular integrais complicadas ou obscuras. 


Materiais adicionais 


Os materiais adicionais foram especialmente desenvolvidos para o aluno potenciali- 
zar seu estudo e para o professor enriquecer as suas aulas, e estão disponíveis no site 
www.grupoa.com.br. 


Para o aluno Procure por este livro no site do Grupo A e, depois de cadastrado, acesse 
livremente os seguintes materiais: 


Em inglês Em português 

Additional Materials Colisão com Cometa 

Graphing Video Tutorial Iteração e Sistemas Dinâmicos 

Student Study Guide Kabum, o Homem Bala 

Web Appendices Modelando Furacões 
Planejamento de Estradas de Ferro 
Robótica 


Para o professor Cadastre-se no site do Grupo A, busque por este livro, clique no link 
Material para o Professor e acesse os seguintes materiais (em inglês): 

Student Solutions Manual 

The Student Study Guide 

Instructor's Solutions Manual 

Instructor's Manual 

Computerized Test Bank 

Printable Test Bank 

PowerPoint Presentations 


Image Gallery 
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xviii As raízes do cálculo 


AS RAÍZES DO CÁLCULO 


As excitantes aplicações atuais do Cálculo têm raízes que re- 
montam ao trabalho do matemático grego Arquimedes, mas a 
descoberta dos princípios fundamentais do Cálculo foi feita in- 
dependentemente por Isaac Newton (inglês) e Gottfried Leib- 
niz (alemão) ao final do século XVII. O trabalho de Newton e 
de Leibniz foi motivado por quatro grandes classes de proble- 
mas científicos e matemáticos daquela época: 


e Encontrar a reta tangente a uma curva arbitrária num 


aceleração e a velocidade num dado instante, encontrar 
a distância percorrida pelo objeto num determinado pe- 
ríodo de tempo. 


Newton e Leibniz encontraram uma relação fundamen- 
tal entre os problemas de determinar uma reta tangente a uma 
curva e o de determinar a área de uma região. A descober- 
ta dessa relação é considerada a “descoberta do Cálculo”. 
Embora Newton tivesse visto a relação entre esses dois pro- 


dado ponto. 


e Encontrar a área de uma região, o comprimento de uma 
curva e o volume de um sólido arbitrários. 


e Encontrar os valores máximo e mínimo de uma quanti- 
dade — por exemplo, as distâncias máxima e mínima de 
um planeta ao Sol ou o alcance máximo possível de um 


projétil variando o ângulo de disparo. 


e Dada uma fórmula para a distância percorrida por um 
objeto num certo tempo especificado, encontrar a velo- 
cidade e a aceleração desse objeto num dado instante. 
Reciprocamente, dada uma fórmula que especifique a 


[Imagem: domínio público de http://commons.wikimedia.org/ 
wiki/File:Hw-newton.jpg. A imagem foi fornecida por cortesia 
da Biblioteca da Universidade do Texas em Austin. ] 


blemas dez anos antes de Leibniz, este publicou seu traba- 
lho vinte anos antes daquele, numa circunstância que levou 
a um conflituoso debate sobre quem teria sido o autêntico 
descobridor do Cálculo. Esse debate envolveu a Europa du- 
rante meio século, com os cientistas do continente europeu 
apoiando Leibniz e os da Inglaterra, Newton. O conflito foi 
extremamente infeliz, porque a notação inferior de Newton 
barrou muito o desenvolvimento científico na Inglaterra, e o 
continente, por sua vez, perdeu por quase cinquenta anos o 
benefício das descobertas de Newton em Astronomia e na Fí- 
sica. Apesar disso tudo, Newton e Leibniz foram admiradores 
sinceros do trabalho um do outro. 


ISAAC NEWTON (1642-1727) 


Newton nasceu na aldeia de Woolsthorpe, na Inglaterra. Seu pai faleceu antes 
de seu nascimento e sua mãe criou-o na fazenda da família. Quando jovem, 
mostrou pouca evidência de seu brilho como adulto, exceto por um talento pou- 
co comum com aparelhos mecânicos; aparentemente, ele construiu um relógio 
movido a água e um moinho de farinha movido por um camundongo. Em 1661, 
ele entrou no Trinity College em Cambridge sabendo pouca Geometria. Fortui- 
tamente, chamou a atenção de Isaac Barrow, um matemático talentoso que era 
professor daquela instituição. Guiado por Barrow, Newton se dedicou à Mate- 
mática e às Ciências, mas graduou-se sem distinção especial. Em razão da peste 
bubônica que se espalhou rapidamente por Londres, voltou para sua casa em 
Woolsthorpe e lá permaneceu durante os anos de 1665 e 1666. Nesses dois anos 
momentosos, todo o arcabouço da ciência moderna foi criado miraculosamente 
na mente de Newton. Ele descobriu o Cálculo, reconheceu os princípios básicos 
do movimento planetário e da gravitação e determinou que a “luz branca” do 
Sol era composta por todas as cores, desde o vermelho até o violeta. Por alguma 
razão, manteve para si mesmo todas as suas descobertas. Em 1667, retornou a 
Cambridge para obter o título de Mestre e, depois de graduado, tornou-se pro- 
fessor em Trinity. Em 1669, sucedeu seu professor, Isaac Barrow, na assim cha- 
mada cátedra lucasiana de Matemática de Trinity, que é um dos mais honrados 
postos de matemático do mundo. 

Daí em diante, o fluxo de suas descobertas brilhantes foi contínuo. Newton 
formulou a lei da gravitação e usou-a para explicar o movimento da Lua, dos 
planetas e das marés; formulou as leis básicas da luz, da termodinâmica e da 
hidrodinâmica; projetou e construiu o primeiro telescópio refletor moderno. Ao 


longo de sua vida, ele hesitava em publicar suas principais descobertas, talvez temendo crí- 
ticas ou controvérsias, revelando-as somente para amigos de um círculo seleto. Em 1687, 
somente após intensa persuasão do astrônomo Edmond Halley (o descobridor do cometa 
Halley), Newton publicou sua obra-prima, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 
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(Os Princípios Matemáticos da Filosofia Natural). Esse trabalho é considerado por muitos 
como o livro científico mais importante e influente jamais escrito. Nele, Newton explicou o 
funcionamento do sistema solar e formulou as leis básicas do movimento, que até hoje são 
fundamentais na Engenharia e na Física. Entretanto, nem mesmo o apelo de seus amigos 
convenceu-o a tornar pública sua descoberta do Cálculo. Somente após Leibniz ter publicado 
seus resultados, Newton condescendeu e publicou seus trabalhos sobre a área. 

Depois de 25 anos como professor, Newton entrou em depressão e teve um esgotamen- 
to nervoso. Ele desistiu da pesquisa em 1695 para aceitar uma posição na casa da moeda de 
Londres. Durante os 25 anos que lá trabalhou, ele praticamente não fez nenhum trabalho 
científico ou matemático. Newton foi nomeado cavaleiro em 1705 e, quando morreu, foi en- 
terrado na abadia de Westminster com todas as honras que seu país poderia prestar. É interes- 
sante notar que ele era um teólogo instruído que viu o valor de seu trabalho como sendo o seu 
apoio à existência de Deus. Por toda sua vida, trabalhou apaixonadamente para datar eventos 
bíblicos, relacionando-os a fenômenos astronômicos. Essa paixão o consumia tanto que gas- 
tou anos procurando indícios do fim do mundo e da geografia do inferno no Livro de Daniel. 

Newton descrevia sua brilhante realização da seguinte forma: “Eu tenho a impressão de 
ter sido apenas uma criança brincando numa praia, divertindo-me aqui e acolá e descobrindo 
uma pedrinha mais redonda ou uma conchinha mais bonita que as outras, enquanto o imenso 
oceano da verdade está todo a ser descoberto à minha frente” 


GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) 


Esse talentoso gênio foi uma das últimas pessoas a dominar a maior parte dos 
campos de conhecimento, uma realização impossível em nossa época de espe- 
cialização. Ele foi um especialista em Direito, Religião, Filosofia, Literatura, 
Política, Geologia, Metafísica, Alquimia, História e Matemática. 

Leibniz nasceu em Leipzig, na Alemanha. Seu pai, um professor de Filo- 
sofia Moral na Universidade de Leipzig, faleceu quando ele tinha seis anos de 
idade. A criança precoce teve, então, acesso à biblioteca de seu pai e começou a 
ler vorazmente sobre uma grande variedade de assuntos, um hábito que manteve 
durante toda sua vida. Com 15 anos, entrou na Universidade de Leipzig como 
estudante de Direito e, aos 20, obteve um título de Doutor da Universidade de 
Altdorf. Subsequentemente, Leibniz seguiu uma carreira em Direito e em Po- 
lítica Internacional, tendo sido conselheiro de reis e príncipes. Durante suas 
inúmeras missões no exterior, entrou em contato com renomados matemáticos 
e cientistas que estimularam seu interesse pela Matemática, mais notadamente 
o físico Christian Huygens. Leibniz foi autodidata em Matemática, aprendendo 
o assunto com a leitura de artigos e periódicos. Como um resultado dessa edu- 
cação matemática fragmentada, ele frequentemente redescobria os trabalhos de 
outros, o que ajudou a acender o debate sobre a descoberta do Cálculo. 


Imagem: http://commons. wikimedia.orgAviki/File:Gotifried Leibniz nunca se casou. Ele tinha hábitos moderados e era irascível, mas 


Wilhelm von Leibniz.jpg] 


facilmente acalmado e benevolente em seu julgamento acerca do trabalho de 

outros. Apesar de suas grandes realizações, Leibniz nunca recebeu as honras 
dadas a Newton e passou seus últimos anos como um homem solitário e amargurado. Em 
seu funeral havia uma só pessoa enlutada, sua secretária. Uma testemunha observou: “Ele foi 
enterrado mais como um ladrão do que o que ele realmente era, um ornamento de seu país.” 


Esta página foi deixada em branco intencionalmente. 


SIL. 


2 


© Arco Images/Alamy 


O desenvolvimento do Cálculo nos 
séculos XVII e XVIII foi motivado 
pela necessidade de entender 
fenômenos físicos como as marés, 
as fases da Lua, a natureza da luz 
e a gravidade. 


0.1 FUNÇÕES 


S : 
¿J ANTES DO CALCULO 


Um dos temas mais importantes do Cálculo é a análise das relações entre quantidades físicas 

ou matemáticas. Tais relações podem ser descritas em termos de gráficos, fórmulas, dados 
numéricos ou palavras. Neste capítulo, desenvolveremos o conceito de “função”, que é a ideia 
básica subjacente a quase todas as relações matemáticas e físicas, não importando como são 
expressas. Estudaremos as propriedades de algumas das funções mais básicas que ocorrem no 
Cálculo, incluindo as funções polinomiais, trigonométricas, trigonométricas inversas, exponenciais e 
logarítmicas. 


Nesta seção, definiremos e desenvolveremos o conceito de “função”, que é o objeto 
matemático básico utilizado por cientistas e matemáticos para descrever relações entre 
quantidades variáveis. As funções desempenham um papel central no Cálculo e em suas 
aplicações. 


E DEFINIÇÃO DE UMA FUNÇÃO 

Muitas leis científicas e muitos princípios de Engenharia descrevem como uma quantida- 
de depende de outra. Em 1673, essa ideia foi formalizada por Leibniz, que cunhou o termo 
função para indicar a dependência de uma quantidade em relação a uma outra, conforme a 
definição a seguir. 


0.1.1 DEFINIÇÃO Se uma variável y depende de uma variável x de tal modo que cada 


valor de x determina exatamente um valor de y, então dizemos que y é uma função de x. 


Quatro maneiras usuais de representar funções são: 
e Numericamente com tabelas e Geometricamente com gráficos 


e Algebricamente com fórmulas e Verbalmente 


2 Cálculo 


Tabela 0.1.1 g O método de representação muitas vezes depende de como surgiu a função. Por exemplo: 
VELOCIDADES DE QUALIFICAÇÃO 
NAS 500 MILHAS DE INDIANÁPOLIS e A Tabela 0.1.1 mostra a velocidade de qualificação S para a pole na corrida de 500 mi- 
OR lhas de Indianápolis como uma função do ano t. Há exatamente um valor de S para cada 

ADOL (milhas/hora) valor de t. 
1334 228,011 e A Figura 0.1.1 é um registro gráfico de um terremoto feito por um sismógrafo. O grá- 
1295 Ea fico descreve a deflexão D da agulha do sismógrafo como uma função do tempo T de- 
129 sato corrido desde o instante em que o abalo deixou o epicentro do terremoto. Há exatamen- 
a 218.263 te um valor de D para cada valor de T. 
1998 223,503 
1999 225,179 e Algumas das mais conhecidas funções surgem de fórmulas; por exemplo, a fórmula 
2000 223,471 C = 27r expressa o comprimento da circunferência C de um círculo como uma função 
2001 226,037 do raio r do círculo. Há exatamente um valor de C para cada valor de r. 
ama 231,342 e Algumas vezes, as funções são descritas em palavras. Por exemplo, a Lei da Gravita- 
ANE 2125 ção Universal de Isaac Newton é, frequentemente, enunciada da seguinte forma: a for- 
Ei 222,024 ça gravitacional de atração entre dois corpos no Universo é diretamente proporcional 
2003 221,538 ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distância entre 
A 228.383 eles. Esta é a descrição verbal da fórmula: 
2007 225,817 
2008 226,366 pogin 
2009 224,864 r? 
2010 227,970 a qual F é a força de atração, mı e m são as massas, r é a distância entre os corpos e G 
2u fi é uma constante. Se as massas são constantes, então a descrição verbal define F como 


uma função de r. Há exatamente um valor de F para cada valor de r. 


D 


Tempo do Chegada das Chegada das 
tremor de ondas P ondas S 
terra 94 

11,8 minutos | 
minutos 


Ondas de superfície 


Tempo em minutos 


20 30 40 50 60 70 80 F 


Figura 0.1.1 


Na metade do século XVIII, o matemático suíço Leohnard Euler (pronuncia-se “oiler”) 
concebeu a ideia de denotar funções pelas letras do alfabeto, tornando possível, desse modo, 
E a trabalhar com funções sem apresentar fórmulas específicas, gráficos ou tabelas. Para enten- 
Computador | der a ideia de Euler, pense numa função como sendo um programa de computador que toma 
DES uma entrada x, opera com ela de alguma forma e produz exatamente uma saída y. O progra- 
ma de computador é um objeto por si só, assim podemos dar-lhe um nome, digamos f. Dessa 
forma, a função f (o programa de computador) associa uma única saída y a cada entrada x 
(Figura 0.1.2). Isso sugere a definição a seguir. 


Entradas > Saíday ` 


Figura 0.1.2 


0.1.2 DEFINIÇÃO Uma função f é uma regra que associa uma única saída a cada 


g entrada. Se a entrada for denotada por x, então a saída é denotada por f(x) (leia-se “f de 
E x”). 
È 
[e] 
(p) 
È 
Nessa definição, o termo única significa “exatamente uma”. Assim, uma função não 
10 15 20 25 30 pode produzir duas saídas diferentes com a mesma entrada. Por exemplo, a Figura 0.1.3 
Idade A (anos) mostra um gráfico de dispersão de pesos versus idade para uma amostra aleatória de 100 


Figura 0.1.3 estudantes universitários. Esse gráfico de dispersão não descreve o peso W como uma fun- 
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ção da idade A, pois há alguns valores de A com mais de um valor correspondente de W. 
Isso é esperado, uma vez que duas pessoas com a mesma idade não têm, necessariamente, 
o mesmo peso. 


E VARIÁVEIS INDEPENDENTES E DEPENDENTES 


Para uma dada entrada x, a saída de uma função f é denominada valor de fem x, ou imagem de 
x por f. Muitas vezes, denotamos a saída de uma função por uma letra, digamos y, e escrevemos 


y=f&) 


Essa equação expressa y como uma função de x; a variável x é denominada variável indepen- 
dente (ou argumento) de f, e a variável y é denominada variável dependente de f. Essa ter- 
minologia tem o objetivo de sugerir que x está livre para variar, mas, uma vez dado um valor 
específico para x, o valor correspondente de y está determinado. Por enquanto, consideramos 
apenas funções em que as variáveis independente e dependente são números reais, caso em 
que dizemos que f é uma função real de uma variável real. Adiante consideraremos outros 


tipos de funções. 


Tabela 0.1.2 > Exemplo 1 


0 1 2 3 


A Tabela 0.1.2 descreve uma relação funcional y = f(x) em que 


O Ra f0 =3 
j0) =4 
fO=-—1 | fassocia y = —lax=2 
fG) =6 fassociay=6ax=3 | 4 


> Exemplo 2 A equação 


y=3 —4x+2 


está na forma y = f(x) em que a função f é dada pela fórmula 


Leonhard Euler (1707-1783) Euler foi, provavelmente, o 
œ mais prolífico de todos os matemáticos. Foi dito que “Eu- 
ler fazia matemática tão facilmente quanto a maioria dos 
homens respira”. Ele nasceu em Basiléia, Suíça, e era filho 
de um ministro protestante, o qual, por sua vez, já estudara 
Matemática. O gênio de Euler se desenvolveu cedo. Ele 
frequentou a Universidade de Basiléia e, aos 16 anos, obteve si- 
multaneamente os títulos de Bacharel em Artes e Mestre em Filo- 
sofia. Enquanto estava em Basiléia, teve a sorte de ser orientado 
um dia por semana pelo notável matemático Johann Bernoulli. Sob 
a pressão do pai, começou a estudar Teologia. Contudo, o fascínio 
pela Matemática era muito grande e, aos 18 anos, começou a pes- 
quisar. Não obstante, a influência do pai era muito forte, e seus 
estudos teológicos persistiram; assim, por toda a vida Euler foi 
profundamente religioso e simples. Em períodos diferentes, lecio- 
nou na Academia de Ciências de São Petersburgo (Rússia), na 
Universidade de Basiléia e na Academia de Ciências de Berlim. A 
energia e a capacidade de trabalho de Euler eram praticamente ili- 
mitadas. Seus trabalhos acumulados formam mais de 100 volumes 
in-quarto (folha de papel dobrada duas vezes) e acredita-se que 


fœ) = 3x — 4x+2 


muito de seu trabalho tenha sido perdido. É particularmente espan- 
toso que nos últimos 17 anos de sua vida, quando mais produziu, 
estava cego! A memória impecável de Euler era fenomenal. Mais 
cedo em sua vida, memorizou a Eneida de Virgílio e, com 70 anos, 
era capaz de recitar a obra inteira. Além disso, podia dar a primeira 
e a última sentença de cada página do livro memorizado. Sua habi- 
lidade em resolver problemas de cabeça era inacreditável. Ele so- 
lucionava de cabeça grandes problemas do movimento lunar que 
frustravam Isaac Newton e, em certa ocasião, fez um complicado 
cálculo de cabeça para encerrar uma discussão entre dois estudan- 
tes, cujos cálculos diferiam na quinquagésima casa decimal. 

A partir de Leibniz e Newton, os resultados em Matemáti- 
ca se desenvolveram rápida e desordenadamente. O gênio de Euler 
deu uma coerência à paisagem Matemática. Ele foi o primeiro ma- 
temático a trazer toda a força do Cálculo para resolver problemas 
da Física. Fez contribuições importantes a praticamente todos os ra- 
mos da Matemática, bem como à teoria da óptica, dos movimentos 
planetários, da eletricidade, do magnetismo e da mecânica geral. 


[Imagem: http: / /commons.wikimedia.org /wiki/File:Leonhard_Euler_by_Handmann_.png] 
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A Figura 0.1.4 mostra apenas partes 
dos gráficos. Quando for o caso, e 
a menos de indicação em contrário, 
deve ser entendido que os gráficos 
exibidos neste texto se estendem 
indefinidamente para além das mar- 
gens da figura dada. 


Como „/x é imaginário para valores 
negativos de x, não há pontos no grá- 
fico de y = /x na região em que 
se elo 


fœ 


Figura 0.1.5 A coordenada y de um 
ponto no gráfico de y = f(x) é o valor 
de f na coordenada x correspondente. 


Para cada entrada x, a saída correspondente y é obtida substituindo x nessa fórmula. Por 
exemplo, 


f) = 30) — 40) +2=2 


fassociay=2ax=0 


FCL = 3(—1,7)2 — 4—1,7) +2 = 17,47 


FWD = 3(V2)2 — 4V2 + 2 = 8 — 4V2 


fassocia y = 17,47 a x = —1,7 


fassocia y = 8 — 4/2 a x= "2 | «4 


E GRÁFICOS DE FUNÇÕES 


Se f for uma função de uma variável real a valores reais, então o gráfico de fno plano xy é de- 
finido como sendo o gráfico da equação y = f(x). Por exemplo, o gráfico da função f(x)= x é o 
gráfico da equação y = x que aparece na Figura 0.1.4. Essa figura também mostra os gráficos 
de algumas outras funções básicas, possivelmente conhecidos. No Apêndice A, vamos discutir 
técnicas para a construção de gráficos de funções usando computadores e calculadoras. 


y= 


864202468 


—A4 sea es Uso ai a 
Ben RE 2468 
Figura 0.1.4 


Os gráficos podem fornecer informação visual importante sobre uma função. Por exem- 
plo, como o gráfico de uma função fno plano xy é o gráfico da equação y = f(x), os pontos do 
gráfico são da forma (x, f(x)): ou seja, a coordenada y de um ponto do gráfico de fé o valor de 
fna coordenada x correspondente (Figura 0.1.5). Os valores de x nos quais f(x) = O são as co- 
ordenadas x dos pontos nos quais o gráfico de fintersecta o eixo x (Figura 0.1.6). Esses valores 
são denominados zeros de f, raízes de f(x) = 0 ou pontos de corte de y = f(x) com o eixo x. 


EB OTESTE DA RETA VERTICAL 


Nem toda curva no plano xy é o gráfico de uma função. Por exemplo, considere a curva na 
Figura 0.1.7, que é cortada em dois pontos distintos (a, b) e (a, c) por uma reta vertical. Essa 
curva não pode ser o gráfico de y = f(x), qualquer que seja a função f, senão teríamos 


fla=b e fa=c 


Ay 


»=f09) 


x1 0 X2 X3 


Figura 0.1.6 ftem zeros em xı, 0, 


X2 © X3. 


(a, c) 


Figura 0.1.7 Esta curva não pode 


ser o gráfico de uma função. 


Símbolos tais como +x e —x são 
enganosos, uma vez que é tentador 
concluir ser +x positivo e —x nega- 
tivo. Porém, isso não precisa ser as- 
sim, pois x pode ser positivo ou nega- 
tivo. Por exemplo, se x for negativo, 
digamos x = —3, então —x = 3 é po- 
sitivo e +x = —3 é negativo. 


Ay 
6 ia. 
x +y =25 
x 
L ji > 
-6 6 
=p 
Figura 0.1.8 
ADVERTÊNCIA 


Para denotar a raiz quadrada nega- 
tiva, precisamos escrever —„/x . Por 
exemplo, a raiz quadrada positiva de 
96 9 = 3. enquanto a raiz quadra- 
da negativa é — V9 = —3. (Não co- 
meta o erro de escrever V9 = +3) 
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o que é impossível, uma vez que f não pode atribuir dois valores diferentes para a. Assim, 
não existe uma função f cujo gráfico seja a curva dada. Isso ilustra o seguinte resultado geral, 
denominado teste da reta vertical. 


0.1.3 TESTE DA RETA VERTICAL Uma curva no plano xy é o gráfico de alguma função 


fse, e somente se, nenhuma reta vertical intersecta a curva mais de uma vez. 


> Exemplo 3 O gráfico da equação 
X+y=25 


é um círculo de raio 5, centrado na origem; assim existem retas verticais que cortam o gráfico 
mais de uma vez (Figura 0.1.8) e essa equação não define y como uma função de x. <4 


E A FUNÇÃO VALOR ABSOLUTO 
Lembre-se de que o valor absoluto ou a grandeza de um número real x é definido por 


O efeito de considerar o valor absoluto de um número é tirar o sinal menos, se o número for 
negativo, ou deixá-lo como está, se for não negativo. Assim, 
5|=5, +» JoO/=0 


A seguir, um resumo de suas propriedades algébricas. 


0.1.4 PROPRIEDADES DO VALOR ABSOLUTO Sea eb são números reais, então 
(a) |-al = lal 


(b) |ab| = |a] |b| 


Um número e seu negativo têm o mesmo valor absoluto. 


O valor absoluto de um produto é igual ao produto dos valores absolutos. 


(c) la/b| = lal/|b|, b + O 
(d) la + b| < lal + |b| 


O valor absoluto de uma razão é a razão dos valores absolutos. 


A desigualdade triangular. 


O gráfico da função f(x) = |x| pode ser obtido representando separadamente as duas 
partes da equação 
x, x>0 
y = 


—x, x<0 


Combinando as duas partes, obtemos o gráfico em forma de V da Figura 0.1.9. 

Valores absolutos guardam relações importantes com raízes quadradas. Para ver 
isso, lembre-se de que, pela Álgebra, todo número real positivo x tem duas raízes quadra- 
das, uma positiva e a outra negativa. Por definição, o símbolo „yx denota a raiz quadrada 
positiva de x. 

Ao simplificar as expressões da forma N'x2, é necessário cuidado, pois nem sempre é 
verdade que vx? = x. Essa equação é correta se x for não negativo, porém é falsa se x for 
negativo. Por exemplo, se x = —4, então 


Vx? = y (—4} = V16 =4 £x 


6 Cálculo 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Verifique (1) usando uma calculadora 
gráfica para mostrar que as equações 
y=vx2 e y = |x| têm o mesmo 
gráfico. 


Figura 0.1.9 


-2 -1 
Figura 0.1.10 


OBSERVAÇÃO 


© Brian Horisk/Alamy 

O índice de sensação térmica mede 
a sensação de resfriamento que sen- 
timos com o efeito combinado de tem- 
peratura e velocidade do vento. 


Uma afirmação que é correta com todos os valores reais de x é 


Vx2 = |x] (1) 


E FUNÇÕES DEFINIDAS POR PARTES 


A função valor absoluto f(x) = |x| é um exemplo de uma função definida por partes, no sen- 
tido de que a fórmula para f muda dependendo do valor de x. 


> Exemplo 4 Esboce o gráfico da função definida por partes pela fórmula 


0, x<—1 
fo) =4N1I-x2, —-I<x<l 
x, x>1 
Solução A fórmula para f muda nos pontos x = —1 e x = 1 (denominados pontos de 


mudança para a fórmula). Um bom procedimento para elaborar os gráficos de funções de- 
finidas por partes é fazê-lo separadamente sobre os intervalos determinados pelos pontos de 
mudança e depois nos próprios pontos. Para a função f deste exemplo, o gráfico é o segmen- 
to da reta horizontal y = O sobre o intervalo (—o, —1], o semicírculo y = /1 — x? sobre 
o intervalo (—1, 1) e o segmento da reta y = x sobre o intervalo [1, +%). A fórmula para f 
especifica que a equação y = O se aplica ao ponto de mudança —1 [assim, y = f(—1) = 0] e 
que a equação y = x se aplica ao ponto de mudança 1 [assim, y = f(1) = 1]. O gráfico de f 
aparece na Figura 0.1.10. < 


Na Figura 0.1.10, no ponto de mudança x = 1, a bola sólida está na reta, enquanto a bola vazia está no semicír- 
culo, enfatizando que o ponto está na reta e não no semicírculo. Não há ambiguidade no ponto x = —1, pois as 
duas partes do gráfico juntam-se continuamente afí. 


> Exemplo 5 Aumentando a velocidade na qual o ar passa sobre a pele de uma pessoa, au- 
menta também a taxa de evaporação da umidade da pele, produzindo uma sensação de resfria- 
mento. (Por isso utilizamos ventiladores no verão.) O índice de sensação térmica em um dado 
instante (definido pelo Serviço Nacional de Meteorologia dos EUA) é a temperatura em graus 
Fahrenheit a uma velocidade de vento de 4 milhas por hora que produziria a mesma sensação 
de resfriamento sobre a pele exposta que a combinação de temperatura do ar e velocidade do 
vento no dado instante. Uma fórmula empírica, isto é, baseada em dados experimentais, para 
o índice de sensação térmica W a 32ºF com uma velocidade do vento de v milhas por hora é 


32, 0O<v<3 
55,628 — 22,07v®!6 


3<uv 


Um gráfico de W(v) gerado por computador é dado na Figura 0.1.11. < 


Sensação térmica W (ºF) 


0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 
Velocidade v do vento (milhas/h) 


Figura 0.1.11 Sensação térmica versus velocidade do vento a 32°F. 


Seria possível argumentar que um 
quadrado físico não pode ter um lado 
de comprimento nulo. Contudo, mui- 
tas vezes é matematicamente conve- 
niente permitir comprimentos iguais a 
zero, e assim o faremos neste texto. 


Imagem 


yx 


Domínio 


Figura 0.1.12 A projeção de y = 
f(x) sobre o eixo x é o conjunto de 
valores x permissíveis para f, e a pro- 
jeção sobre o eixo y é o conjunto de 
valores y correspondentes. 


Veja no Apêndice B uma revisão de 
trigonometria. 
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E DOMÍNIO E IMAGEM 

Se x e y estão relacionados pela equação y = f(x), então o conjunto de todas as entradas 
permitidas (os valores de x) é denominado domínio de f, e o conjunto de todas as saídas (os 
valores de y) que resultam quando x varia sobre o domínio é denominado imagem de f. Por 
exemplo, se f é a função definida pela tabela no Exemplo 1, então o domínio é o conjunto 
(0, 1,2,3} e a imagem é o conjunto {—1, 3, 4, 6}. 

Às vezes, considerações físicas ou geométricas impõem restrições sobre as entradas 
permissíveis de uma função. Por exemplo, se y denota a área de um quadrado de lado x, então 
essas variáveis estão relacionadas pela equação y = x°. Embora essa equação produza um 
único valor de y para cada número real x, o fato de que os comprimentos devem ser números 
não negativos impõe a exigência que x > 0. 

Quando uma função está definida por uma fórmula matemática, a fórmula em si pode 
impor restrições sobre as entradas permissíveis. Por exemplo, se y = 1/x, então x = 0 não 
é uma entrada válida, pois divisão por zero não está definida, e se y = «/x, então valores 
negativos de x não são entradas válidas, pois produzem valores imaginários de y, e havía- 
mos concordado em considerar somente funções reais de variável real. Em geral, temos a 
seguinte definição. 


0.1.5 DEFINIÇÃO Se uma função de variável real a valores reais for definida por uma 
fórmula, e se não houver um domínio explicitado, então deve ser entendido que o domínio 


consiste em todos os números reais com os quais a fórmula fornece um valor real. Isso é 
denominado o domínio natural da função. 


O domínio e a imagem de uma função f podem ser identificados projetando o gráfico de 
y = f(x) sobre os eixos coordenados, como mostra a Figura 0.1.12. 


> Exemplo 6 Encontre o domínio natural de 
(a) FO) = 
(o) fO)=tgx 


(b) fœ) = 1/[(x — Dx — 3)] 
(d) FO) = vx? — 5x +6 


Solução (a) A função f tem valores reais com qualquer x real, assim seu domínio natural é 
o intervalo (—%, +%). 


Solução (b) A função f tem valores reais com qualquer x real, exceto x = 1 e x = 3, onde 
ocorrem divisões por zero. Dessa forma, o domínio natural é 


{x:x #1 e xÆ 3}= (—%, 1)U (1,3)U (3, +æ) 


Solução (c) Uma vez que f(x) = tg x = sen x/cos x, a função f tem valores reais exceto 
onde cos x = 0, e isso ocorre quando x for um múltiplo inteiro ímpar de 7/2. Assim, o domí- 
nio natural consiste em todos os números reais, exceto 


Solução (d) A função f tem valores reais, exceto quando a expressão dentro do radical for 
negativa. Assim, o domínio natural consiste em todos os números reais x tais que 


xX —-5x+6=(x-3(x-2>0 
Essa desigualdade é satisfeita se x < 2 ou x > 3 (verifique), de modo que o domínio natural 


de fé 
(—%, 2] U [3, +0) < 
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AJ 


Figura 0.1.13 


Figura 0.1.14 


y=24Nx-1 


yxs 


Figura 0.1.15 


Em alguns casos, explicitamos o domínio ao definir uma função. Por exemplo, se f(x) = x? 
é a área de um quadrado de lado x, então podemos escrever 


fQ=x, x>0 


para indicar que tomamos o domínio de f como sendo o conjunto dos números reais não ne- 
gativos (Figura 0.1.13). 


E O EFEITO DE OPERAÇÕES ALGÉBRICAS SOBRE O DOMÍNIO 


As expressões algébricas são, frequentemente, simplificadas cancelando fatores comuns no 
numerador e no denominador. Entretanto, deve-se tomar cuidado com tais simplificações, 
pois elas podem alterar o domínio. 


> Exemplo 7 O domínio natural da função 


x2—4 
x=—2 


FO) = (2) 


consiste em todos os números reais x, exceto x = 2. Contudo, fatorando o numerador e can- 

celando o fator comum ao numerador e ao denominador, obtemos 

(x — Nx +2) 
x—2 


fœ) = x+2 (3) 
Como o lado direito de (3) tem um valor de f(2) = 4, mas f(2) não está definido em (2), 
vemos que a simplificação algébrica alterou a função. Geometricamente, o gráfico de (3) é 
a reta da Figura 0.1.14a, enquanto o gráfico de (2) é a mesma reta, mas com um buraco em 
x = 2, já que a função não está definida nesse ponto (Figura 0.1.14h). Resumindo, o efeito 
geométrico do cancelamento algébrico foi eliminar um buraco do gráfico original. < 


As alterações no domínio de uma função que resultam de simplificações algébricas são, 
às vezes, irrelevantes para o problema que estamos tratando, podendo ser ignoradas. Contu- 
do, se o domínio deve ser preservado, devemos impor explicitamente as restrições sobre a 
função simplificada. Por exemplo, se quisermos preservar o domínio da função no Exemplo 
7, devemos expressar a forma simplificada da função como 


fO)=x+2, x+2 


> Exemplo 8 Encontre o domínio e a imagem de 
Df)=24Vx-10 ©) fŒ) =+- 1) 


Solução (a) Como nenhum domínio foi explicitado, o domínio de fé o domínio natural 
[1, +2). À medida que x varia sobre o intervalo [1, +), o valor de vx — 1 varia sobre o 
intervalo [0, +); assim, o valor de f(x) =2 + yx — 1 varia sobre o intervalo [2, +), 
que é a imagem de f. O domínio e a imagem estão destacados nos eixos x e y da Figura 
0.1.15. 


Solução (b) A função f dada está definida em todos os x reais, exceto x = 1; assim, o do- 
mínio natural de fé 


{x:x Æ 1} = (—%, DU (1,40) 
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Para determinar a imagem, é conveniente introduzir uma variável dependente 


x+ 
“xl 


(4) 


Embora o conjunto de valores possíveis de y não seja imediatamente evidente a partir dessa 
equação, o gráfico de (4), que aparece na Figura 0.1.16, sugere que a imagem de f consiste em 
todos os y, exceto y = 1. Para ver isso, vamos resolver (4) para x em termos de y: 


(x«— Dy=x+1 


Figura 0.1.16 xy—>y=x+1 
xy—-x=y+1 

xy -—-D=y+1 

y+1 

Xx = — 

y—1 


Agora fica evidente pelo segundo membro da equação que y = 1 não está na imagem; caso 
contrário, teríamos uma divisão por zero. Nenhum outro valor de y é excluído por essa equa- 
ção; dessa forma, a imagem da função fé {y : y # 1} = (—%, 1) U (1, +), que está de acordo 
com o resultado obtido graficamente. < 


E O DOMÍNIO E A IMAGEM EM PROBLEMAS APLICADOS 


Em aplicações, considerações físicas frequentemente impõem restrições sobre o domínio e a 
imagem de uma função. 


> Exemplo 9 Uma caixinha aberta é feita de pedaços de papelão com 16 por 30 cm, cor- 
tando fora quadrados do mesmo tamanho dos quatro cantos e dobrando para cima os lados 
(Figura 1.1.17a). 


(a) Seja Vo volume da caixa que resulta quando os quadrados tiverem lados de comprimen- 
to x. Determine uma fórmula para V como uma função de x. 


(b) Encontre o domínio de V. 
(c) Use o gráfico de V dado na Figura 0.1.17c para estimar a imagem de V. 


(d) Descreva em palavras o que o gráfico diz sobre o volume. 


Solução (a) Conforme mostra a Figura 0.1.17b, a caixa resultante tem dimensões 16 — 2x 
por 30 — 2x por x, logo o volume V(x) é dado por 


V (œx) = (16 — 20)(30 — 2x)x = 480x — 92x? + 4x 


4 E E a 
zall x * = 
| E 
16 cm am 16-2x Š 
| o) 
| x X > 
(o) 
x X E 

=] — 

|< 30 cm >] |< 30-2x >] 5 | 

0123456789 

Lado x do quadrado cortado (cm) 

(a) (b) (c) 


Figura 0.1.17 
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Rastreamento pelo radar 


1.800 
1.500 
1.200 
900 
600 
300 


Distância D (m) 


0 10 20 30 40 50 60 
8h05min Tempo 1 (s) 8h06min 


Figura 0.1.18 


O círculo está achatado porque 1 
unidade no eixo y é menor do que 
1 unidade no eixo x. 


Figura 0.1.19 


Nas aplicações em que as variáveis 
sobre os dois eixos têm unidades não 
relacionadas (p. ex., centímetros so- 
bre o eixo y e segundos sobre o eixo 
x), então nada se obtém requerendo 
que as unidades tenham igual com- 
primento; escolha os comprimentos 
que tornem o gráfico tão claro quanto 
possível. 


y= 


Solução (b) O domínio é o conjunto dos valores de x, enquanto a imagem é o conjunto dos 
valores de V. Uma vez que x é uma medida de comprimento, deve ser não negativa, e uma vez 
que não podemos cortar quadrados com lados maiores do que 8 cm (por quê?), os valores de 
x no domínio devem satisfazer 


0<x<8 


Solução (c) A partir do gráfico de V versus x na Figura 0.1.17c, estimamos que os valores 
de V na imagem satisfazem 


0<V<725 


Note que se trata de uma aproximação. Mais adiante, mostraremos como determinar exata- 
mente a imagem. 


Solução (d) O gráfico nos mostra que a caixa com volume máximo ocorre para um valor 
de x entre 3 e 4 cm e que o volume máximo é de aproximadamente 725 cm°. Além disso, o 
volume decresce a zero quando x se aproxima de O ou 8, o que deveria fazer sentido intuiti- 
vamente. <4 


Nas aplicações que envolvem tempo, as fórmulas para as funções são, frequentemente, 
expressas em termos de uma variável t, cujo valor inicial é considerado como sendo t = 0. 


>» Exemplo 10 Às 8h05min da manhã, um carro é detectado a uma velocidade de 30 m/s 
por um radar que está posicionado no acostamento de uma estrada reta. Supondo que o car- 
ro mantenha uma velocidade constante entre 8h05min e 8h06min da manhã, determine uma 
função D(t) que expresse a distância percorrida pelo carro durante esse intervalo de tempo, 
como uma função do tempo t. 


Solução Seria incômodo usar como variável t o tempo em horas; assim, vamos medir o 
tempo decorrido em segundos, começando com t = 0 às 8h05min e terminando com t = 60 às 
8h06min. Em cada instante, a distância percorrida (em metros) é igual à velocidade do carro 
(em metros por segundo) multiplicada pelo tempo decorrido (em segundos). Então, 


D(A = 30%, 0O<t<60 


O gráfico de D versus t está na Figura 0.1.18. < 


E QUESTÕES DE ESCALAS E DE UNIDADES 


Em problemas geométricos nos quais desejamos preservar a “verdadeira” forma de um grá- 
fico, é necessário usar unidades de igual comprimento em ambos os eixos. Por exemplo, fa- 
zendo o gráfico de um círculo em um sistema de coordenadas em que a unidade no eixo dos 
y é menor do que a unidade no eixo dos x, o círculo será achatado verticalmente, resultando 
em uma elipse (Figura 0.1.19). 

Porém, há situações nas quais é inconveniente ou impossível apresentar um gráfico 
usando unidades de igual comprimento. Por exemplo, consideremos a equação 


y=* 

Se quisermos mostrar a parte do gráfico no intervalo —3 < x < 3, não há problemas em 
usarmos unidades iguais, pois y varia somente entre O e 9 naquele intervalo. Entretanto, se 
quisermos mostrar a parte do gráfico sobre o intervalo —10 < x < 10, ocorre um proble- 
ma em manter unidades de igual comprimento, uma vez que os valores de y variam entre 
0 e 100. Nesse caso, a única maneira razoável de mostrar todo o gráfico sobre o intervalo 
—10 < x < 10 é comprimir a unidade de comprimento ao longo do eixo y, conforme ilus- 
trado na Figura 0.1.20. 


-t2ÕÃtwr ta or 
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Figura 0.1.20 


1. Seja f(x) = vx + 1 +4. 


(a) O domínio natural de fé 
b) FB) = 

(O) fP-D= 

(d) fO)=7 sex= 

(e) A imagem de fé 


- Os segmentos de retas no plano xy formam letras, conforme 
indicado. 


LIMITE 


(a) Se o eixo y for paralelo à letra I, quais das letras represen- 
tam o gráfico de y = f(x) para alguma função f ? 

(b) Seo eixo y é perpendicular à letra I, quais das letras repre- 
sentam o gráfico de y = f(x) para alguma função f ? 


. A figura dada mostra o gráfico completo de y = f(x). 
(a) O domínio de fé 

(b) A imagem de fé 

ODIH-D=000... 

OO 


(e) As soluções de f(x) = -4 são x = e 


p 


Figura Ex-3 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.1 (Ver página 15 para respostas.) 


4. A tabela a seguir dá a previsão de cinco dias de temperaturas 


máximas e mínimas em graus Celsius (°C). 

(a) Suponha que x e y denotem, respectivamente, as previsões 
de temperaturas máxima e mínima para cada um dos cinco 
dias. Será y uma função de x? Se for, dê o domínio e a ima- 
gem dessa função. 

(b) Suponha que x e y denotem, respectivamente, as previsões 
de temperaturas mínima e máxima para cada um dos cinco 
dias. Será y uma função de x? Se for, dê o domínio e a ima- 
gem dessa função. 


SEGUNDA | TERÇA | QUARTA | QUINTA | SEXTA 
MÁXIMA 25 21 15 19 23 
MÍNIMA 16 18 14 15 16 


Sejam c, l e A o comprimento, a largura e a área de um retângu- 
lo, respectivamente, e suponha que a largura do retângulo seja 
a metade do comprimento. 

(a) Se c for expresso como uma função de l, então c = 

(b) SeA for expressa como uma função de c, então A = 

(c) Se for expressa como uma função de A, então | = 
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EXERCÍCIOS 0.1 [5] Recurso Gráfico 


1. Use o gráfico abaixo para responder às seguintes questões, fa- 
zendo aproximações razoáveis quando for necessário. 
(a) Com quais valores de x vale y = 1? 
(b) Com quais valores de x vale y = 3? 
(c) Com quais valores de y vale x = 3? 
(d) Com quais valores de x vale y < 0? 
(e) Quais são os valores máximo e mínimo de y e em quais 
valores de x eles ocorrem? 


Figura Ex-1 


2. Use a tabela abaixo para responder às questões propostas no 
Exercício 1. 


Tabela Ex-2 
Ei —2 —1 0 2 3 4 o 6 
y 5 to 2 7/0 1 0 9 


3. Em cada parte da figura abaixo, determine se o gráfico define y 
como uma função de x. 


(a) (b) 
y Ay 
(c) (d) 


Figura Ex-3 


4. Em cada parte, compare os domínios naturais de fe de g. 


x? +x 
O f= E; ga) 
wgon O aa 
x+1 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5. O gráfico a seguir mostra a renda familiar média nos EUA 
(ajustada pela inflação) entre 1990 e 2005. Use-o para res- 
ponder às seguintes questões, fazendo aproximações razoá- 
veis quando for necessário. 

(a) Quando a renda média atingiu seu valor máximo e qual 
foi a renda média quando isso ocorreu? 

(b) Quando a renda média atingiu seu valor mínimo e qual 
foi a renda média quando isso ocorreu? 

(c) A renda média estava diminuindo durante os anos de 
2000 e 2002. Ela estava diminuindo mais rapidamente 
durante o primeiro ou o segundo ano daquele período” 
Explique seu raciocínio. 


Renda Familiar Média nos EUA em 
Milhares de Dólares Constantes de 2005 
48 m~ ZA AAT] 


46 
44 


42 


l 


Renda Familiar Média nos EUA 


i Lo) LA 
1990 1995 2000 
Fonte: U.S. Census Bureau, August 2006. 
Figura Ex-5 


6. Use o gráfico da renda média do Exercício 5 para respon- 
der às seguintes questões, fazendo aproximações razoáveis 
quando for necessário. 

(a) Qual foi o crescimento anual médio da renda média en- 
tre 1993 e 1999? 

(b) A renda média cresceu durante o período de seis 
anos entre 1993 e 1999. A renda média cresceu mais 
rapidamente durante os três primeiros anos ou duran- 
te os últimos três anos desse período? Explique seu 
raciocínio. 

(c) Considere a afirmação: “Depois de anos de declínio, a 
renda média deste ano foi finalmente maior do que a 
do ano passado”. Em quais anos essa afirmação estaria 
correta? 
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7. Encontre f(0), (2), f(—2), FO, FND) e FO. 


1 14. Uma xícara com café quente está sobre a mesa. Você despeja 
1 %3 leite frio nela e espera por uma hora. Esboce um gráfico apro- 
ximado da temperatura do café como uma função do tempo. 


(a) fo)=32-2 b) fQ)=) x 


2%, x3 


8. Encontre g(3), g(— 1), g(m), g(—1, De g(P — 1). 
15-18 Conforme vimos no Exemplo 3, a equação x? + y? = 25 não 


ter um gráfico da população versus o tempo que fosse 
uma curva contínua (não interrompida)? Explique o 
que poderia causar interrupções na curva. 

(b) Suponha que um paciente de um hospital receba uma 
injeção de um antibiótico a cada oito horas e que, entre 
as injeções, a concentração C de antibiótico na corrente 
sanguínea decresce à medida que ele é absorvido pelos 
tecidos. Como poderia ser o gráfico de C versus o tem- 
po t decorrido? 


12. (a) Caso você tivesse uma máquina que pudesse medir a 
temperatura de um quarto continuamente por um pe- 
ríodo de 24 horas, você esperaria obter um gráfico con- 
tínuo (não quebrado) da temperatura versus o tempo? 
Explique seu raciocínio. 

(b) Se você tivesse um computador que pudesse acompa- 
nhar continuamente o número de caixas de cereal nas 
prateleiras de um supermercado durante uma sema- 
na, você esperaria obter um gráfico de curva contínua 
(sem interrupções) do número de caixas versus o tem- 
po? Explique seu raciocínio. 


13. Um bote balança para cima e para baixo sob a ação de on- 
das fracas. De repente, é atingido por uma onda grande e 
afunda. Esboce um gráfico aproximado da altura do bote 
acima do fundo do mar como uma função do tempo. 


(a) ga) = x+1 b) g(x) = vx+1, x21 define y como uma função de x. Cada gráfico nestes exercícios é 
x=l 3, x<1l uma porção do círculo x? + y? = 25. Em cada caso, determine se o 
gráfico define y como uma função de x e, se isso ocorrer, dê uma 
m 9-10 Determine o domínio natural e a imagem da função algebri- fórmula para y em termos de x. E 
camente e confirme seu resultado com o gráfico produzido por seu 
recurso gráfico. [Nota: Ajuste seu recurso gráfico para radianos 15. Ay 16. Ay 
quando se tratar de funções trigonométricas.] W 5f 
1 x 
9. a fa) =— (b) Fæ) => 
3 |x| x E 
(o) ga) = VX2>3 (d) GW) =VX2-2x+5 5 Rá = > 
1 x2—4 
(e) h(x) = —— O HO) = 
1 — sen x x—=2 EE 
10. (a) fœ) =7v3 -x b) Fa) =v4- x? 17. A 18. Ay 
(c) g(x) =3 +x (d Go) = +2 
(e) hŒ) = 3 sen x ®© H(x) = (sen yx)? 
x x 
> > 
ENFOCANDO CONCEITOS -5 -5 
11. (a) Se você tivesse uma máquina que pudesse registrar a 
população mundial continuamente, você esperaria ob- -5 -5 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


19. Uma curva que cruza o eixo x em dois pontos distintos não 
pode ser o gráfico de uma função. 


20. O domínio natural de uma função real definida por uma fórmu- 
la consiste em todos os números reais com os quais a fórmula 
fornece um valor real. 


21. A imagem da função valor absoluto é o conjunto de todos os 
números reais positivos. 


22. Se g(x) = 1/ Vy f(x), então o domínio de g consiste em todos 
os números reais x com os quais f(x) 0. 


23. Use a equação y = x? — 6x + 8 para responder às questões. 
(a) Com quais valores de x vale y = 0? 
(b) Com quais valores de x vale y = — 102 
(c) Com quais valores de x vale y > 0? 
(d) Terá y um valor mínimo? Um valor máximo? Se assim for, 
determine-os. 


24. Use a equação y = 1 + /x para responder às seguintes 
questões. 
(a) Com quais valores de x vale y = 4? 
(b) Com quais valores de x vale y = 0? 
(c) Com quais valores de x vale y > 6? 
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25. 


26. 


Cálculo 


(d) Terá y um valor mínimo? Um valor máximo ? Se assim 
for, determine-os. 


Conforme mostra a figura abaixo, um pêndulo de comprimento 
constante L faz um ângulo 6 com sua posição vertical. Expres- 
se a altura h como uma função do ângulo 6. 


Expresse o comprimento L da corda de um círculo com raio de 
10 cm como função do ângulo central O (veja a figura abaixo). 


Figura Ex-25 Figura Ex-26 


27-28 Expresse a função na forma por partes, sem usar valores ab- 


solutos. [Sugestão: Pode ser útil gerar o gráfico da função.) E 


27. 
28. 


2º. 


(a) fO)=|+3k+1 
(a) fœ) =3+ 2x —5] 


(b) g% = |x| + |x — 1] 
(b) g0)=3|x— 2] — |x + 1| 


Conforme mostra a figura abaixo, uma caixa aberta deve ser 

construída de uma folha retangular de metal com 8 por 15 cm, 

cortando fora quadrados com lados de comprimento x de cada 

canto e dobrando os lados. 

(a) Expresse o volume V como uma função de x. 

(b) Encontre o domínio de V. 

(c) Esboce o gráfico da função V obtida em (a) e estime a ima- 
gem dessa função. 

(d) Com palavras, descreva como o volume V da caixa va- 
ria com x e discuta como poderiam ser construídas caixas 
com volume máximo. 


x z 
| X X 
8 cm 
| a x 
X X 
< 15 cm > 


Figura Ex-29 


. Repita o Exercício 29 supondo que a caixa seja construída da 


mesma maneira a partir de uma folha quadrada de metal com 6 
cm de lado. 


« Uma empresa de construções acrescentou uma área retangular 


de mil metros quadrados à sua sede. Três lados da área estão 
cercados. O lado da sede que é adjacente à área mede 100 me- 
tros, e uma parte desse lado é utilizada como o quarto lado da 
área acrescentada. Sejam x e y as dimensões da área retangular, 
onde x é medido paralelamente à sede, e L o comprimento da 
cerca necessária para essas dimensões. 

(a) Encontre uma fórmula para L em termos de x e y. 

(b) Encontre uma fórmula que expresse L somente em termos 

de x. 


32. 


33. 


34. 


(c) Qual é o domínio da função em (b)? 

(d) Esboce o gráfico da função em (b) e estime as dimensões 
da área retangular que minimizem a quantidade de cerca 
necessária. 


Conforme mostra a figura abaixo, uma câmara é montada 

em um ponto a 900 m da base de lançamento de um foguete. 

Quando lançado, o foguete sobe verticalmente, e o ângulo de 

elevação da câmera é constantemente ajustado para seguir a 

base do foguete. 

(a) Expresse a altura x como uma função do ângulo 6 de 
elevação. 

(b) Determine o domínio da função em (a). 

(c) Gere o gráfico da função em (a) e use-o para estimar 
a altura do foguete, quando seu ângulo de elevação for 
m/4 = 0,7854 radianos. Compare essa estimativa com a 
altura exata. 


Foguete 


|< 900 m n 


Câmera Figura Ex-32 

Uma companhia de sopa deseja fabricar uma lata na for- 

ma de um cilindro circular reto que tenha capacidade para 

500 cm? de líquido. O material para a tampa e a base custa 

0,02 centavos /cm?, enquanto o material para a lateral custa 

0,01 centavo /cm?. 

(a) Estime o raio r e a altura h da lata que custa menos para 
ser fabricada. [Sugestão: Expresse o custo C em termos 
de r.] 

(b) Suponha que a tampa e a base de raio r sejam tiradas de 
folhas quadradas, cujos lados têm comprimento 2r, e os 
retalhos são descartados. Levando em conta o custo das 
folhas quadradas, você esperaria que o custo da lata mais 
barata seja maior ou menor do que em (a)? Explique. 

(c) Estime o raio, a altura e o custo da lata em (b) e determine 
se sua conjectura estava certa. 


Um construtor de dependências esportivas quer colocar uma 

pista de corrida de um quarto de milha — 396 metros — em torno 

de um campo de futebol americano, conforme a figura a seguir. 

O campo de futebol tem 108 metros de comprimento (incluin- 

do as zonas finais) por 48 metros de largura. A pista consiste 

em duas retas e dois semicírculos, sendo que as redes se esten- 
dem pelo menos ao longo do campo de futebol. 

(a) Mostre que é possível construir a pista de um quarto de 
milha em torno do campo de futebol. [Sugestão: Encon- 
tre a menor pista que pode ser construída em torno do 
campo.] 

(b) Seja L o comprimento de uma das partes retas (em metros) 
e x uma distância (em metros) entre a lateral do campo e a 
parte reta da pista. Faça um gráfico de L versus x. 


(c) Use o gráfico para estimar o valor de x que produz a parte 
reta mais curta e então encontre exatamente esse valor. 

(d) Use o gráfico para estimar o comprimento da maior parte 
reta possível e encontre exatamente esse comprimento. 


Figura Ex-34 


35-36 (i) Explique por que a função f tem um ou mais buracos em 
seu gráfico e estabeleça os valores de x nos quais esses buracos 
ocorrem. (ii) Determine uma função g cujo gráfico seja idêntico ao 
de f, mas sem os buracos. E 


2 2 

(x +(xº — 1) 36. = xº + |x| 

(x + Dx — 1) lx] 

37. Em 2001, o Serviço Nacional de Meteorologia dos EUA intro- 
duziu um novo índice de sensação térmica (WCT). Para uma 
dada temperatura externa T em graus Fahrenheit e velocidade 
do vento igual a v milhas por hora, o índice de sensação térmi- 
ca WCT é a temperatura em graus Fahrenheit a uma velocida- 
de de vento de 3 milhas por hora que produziria a mesma sen- 


35. f(x) = 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.1 
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sação de resfriamento sobre a pele exposta que a combinação 
de temperatura externa T e velocidade do vento v. Utilizando 
um modelo mais preciso de resfriamento devido ao vento, a 
nova fórmula é dada por 


T, Qeves 
WCT = | 0,16 0,16 

35,74 + 0,6215T — 35,75v™ ° + 0,4275Tv> °, 3<v 
onde T é a temperatura em °F, v é a velocidade do vento em 
milhas por hora e WCT é a temperatura equivalente em °F. En- 
contre o índice de sensação térmica até o grau mais próximo se 
T=25ºFe 
(a) v = 3 milhas/hora 
(c) v = 46 milhas /hora 
Fonte: Adaptado de UMAP Module 658, Windchill, de W. Bosch e L. 
Coob, COMAE, Arlington, MA. 


(b) v = 15 milhas/hora 


38-40 Use a fórmula para o índice de sensação térmica descrita no 
Exercício 37. E 


38. Encontre a temperatura do ar até o grau mais próximo se o 
WCT for de —60ºF e a velocidade do vento for de 48 milhas /h. 


39. Encontre a temperatura do ar até o grau mais próximo se o 
WCT for de —10ºF e a velocidade do vento for de 48 milhas /h. 


40. Encontre a velocidade do vento até a milha por hora mais pró- 
xima seo WCT for de 5ºF com uma temperatura do ar de 20ºF. 


1. ()L>1,+0) (b)6 (c) ll +4 (d) 8 (e) [4, +90) 


2. (a)M (b)I 
4. (a) sim; domínio: {15, 19, 21, 23, 25}; imagem: (14, 15, 16, 18) (b) não 


3. (a) [-3,3) (b) [-2,2] (0) —1 (d) 1 (e)—4; -ż 
5. (a) c=21 (b) A = 2/2 (c)l=VA/2 


0.2 FUNÇÕES NOVAS A PARTIR DE ANTIGAS 


Da mesma forma que números podem ser adicionados, subtraídos, multiplicados e 
divididos, produzindo outros números, também funções podem ser adicionadas, subtraídas, 
multiplicadas e divididas, produzindo outras funções. Nesta seção, vamos discutir essas 
operações e algumas outras sem análogos em aritmética ordinária. 


E OPERAÇÕES ARITMÉTICAS SOBRE FUNÇÕES 
Duas funções, fe g, podem ser adicionadas, subtraídas, multiplicadas e divididas de forma 
natural para formar novas funções f + g, f — g, fg e f/g. Por exemplo, f + g é definida pela 


fórmula 


+ 909) =f + go) (1) 


que indica que, para cada entrada, o valor de f + g é obtido adicionando-se os valores de fe 
g. A equação (1) dá uma fórmula para f + g, porém não diz nada sobre o domínio de f+ g. 
Entretanto, para que o lado direito da equação esteja definido, x precisa estar no domínio de 
fe no domínio de g. Assim, definimos o domínio de f+ g como sendo a intersecção desses 
dois domínios. Contudo, geralmente, temos a seguinte definição. 
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Se f for uma função constante, diga- 
mos f(x) = c, então o produto de f 
e g será cg. Dessa forma, multiplicar 
uma função por uma constante é um 
caso particular da multiplicação de 
duas funções. 


0.2.1 DEFINIÇÃO Dadas as funções fe g, definimos 
(+ 0) = 0) + ga) 
G= 80) = fl) — gl) 
0) = fag) 
C/C) =f0)/g0) 


Para as funções f+ g, f — g e fg, definimos o domínio como sendo a intersecção dos domí- 
nios de fe g; para a função f/g, definimos o domínio como sendo a intersecção dos domí- 
nios de fe g, excluídos os pontos onde g(x) = O (para evitar a divisão por zero). 


> Exemplo 1 Sejam 
fo)=1+vVx—2 e g(x)=x—3 
Encontre o domínio e a fórmula das funções f+ g,f— g, fe, f/g e Tf. 


Solução Primeiro, determinaremos as fórmulas para as funções e, depois, os domínios. As 
fórmulas são: 


LO = IO +rg)=+Vx-D+(x—-3)=x—-2+Vx—2 (2) 


LDO) =fO-g)=U+vVx-2)-M—-3)=4-x+Vx—2 (3) 


LDO = Ito) = (14 Dk —3) (4) 
l+vx-—2 

DO) = fE) gax) = o (5) 

NGi=7)=TENE (6) 


Os domínios de fe g são [2, +) e (—c0, +00), respectivamente (os domínios naturais). As- 
sim, segue da Definição 0.2.1 que os domínios de f + g, f — g e fg são a intersecção desses 
domínios, a saber, 


[2, +00) N (—00, +) = [2, +00) (7) 
Além disso, como g(x) = 0 se x = 3, o domínio de f/g é (7) com x = 3 removido, ou seja, 
2, 3) U (3, +9) 


Finalmente, o domínio de 7f é igual ao domínio de f. «4 


Nesse último exemplo, ocorreu que os domínios das funções f + g, f — g, fg e f/g foram 
os domínios naturais resultantes das fórmulas obtidas para essas funções. Isso nem sempre 
ocorre, e aqui temos um exemplo. 


> Exemplo 2 Mostre que se f(x) = x, g(x) = X e h(x) = x, então o domínio de fg não 
é igual ao domínio natural de A. 


Solução O domínio natural de h(x) = x é (—%, +00). Observe que 
(Lg) = xx =x =h) 
no domínio de fg. Os domínios de fe de g são ambos [0, +% ), de modo que o domínio de fg é 


[0, +) N [0, +00) = [0, +00) 


Embora à primeira vista o domínio de 
fo g possa parecer complicado, intui- 
tivamente faz sentido: para computar 
F(g(x)), necessita-se de x no domínio 
de g para computar g(x) e, depois, 
g(x) no domínio de f para computar 


fea). 


Note que as funções fo g e g o f do 
Exemplo 3 não são iguais. Assim, a 
ordem em que efetuamos uma com- 
posição pode fazer (e geralmente faz) 
uma diferença no resultado final. 
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pela Definição 0.2.1. Como os domínios de fg e h são diferentes, não é correto escrever (fg) 
(x) = x sem incluir a restrição de que essa fórmula só vale com x > 0. « 


E COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES 

Vamos considerar agora uma operação sobre funções, denominada composição, que não tem 
análogo direto em aritmética usual. Informalmente, a operação de composição é executada 
substituindo-se em uma dada função a variável independente por alguma função. Por exem- 
plo, suponha que 


f=} 
Se substituirmos x por g(x) na fórmula de f, obtemos uma nova função 
FE = E0 = (x + 1)? 
a qual denotamos por fo g. Assim, 
(fo 0) = F(80) = B = 


Em geral, temos a seguinte definição. 


e go)=x+1 


(+ 17 


0.2.2 peFINIÇÃO Dadas as funções fe g, a composição de fe g, denotada por fo g, é a 
função definida por 


(fo 0) = f(g()) 


Por definição, o domínio de fo g consiste em todo x no domínio de g com o qual g(x) está 
no domínio de f. 


~x. Encontre 
(b) (go fo) 


> Exemplo3 Sejam f(x) =x + 3 e g(x) = 
(a) (fo g)00) 


Solução (a) A fórmula para f(g(x)) é 
FEE = EP +3 = (x + 


Como o domínio de g é [0, +) e o de fé (—%, +), o domínio de fo g consiste em todo x 
em [0, +%) com o qual g(x) = «/x está em (—%, +90): assim, o domínio de fo g é [0, +%). 
Logo, 


3=x+3 


(fogo)=x+3, x20 


Solução (b) A fórmula para g(f(x)) é 
s(10)) =y f&a) = vx? + 


Como o domínio de f é (—%, +) e o de g é [0, +), o domínio de g o f consiste em todo x 
em (—%, +00) com o qual f(x) = xX + 3 está em [0, +œ). Assim, o domínio de gofé(—o, 
+00). Logo, 


(go f)&œ) = vx? +3 


Não há necessidade de indicar que o domínio é (—%, +%), pois esse é o domínio natural de 


Vx2+3. 4 
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As composições também podem ser definidas para três ou mais funções; por exemplo, 
(fo g o h)(x) é computada como 


(fo g o 0) = FA) 


Em outras palavras, primeiro encontramos h(x), depois g(h(x)) e, finalmente, flg(h(x))). 


> Exemplo 4 Encontre (fo g o h)(x) se 
fœ =v, s)=1/x, hæ) =x? 
Solução 


(Fogo) = FEAE) = FE) = f/x) = 1/3 = 1/22 « 


E EXPRESSANDO UMA FUNÇÃO COMO UMA COMPOSIÇÃO 
Muitos problemas em Matemática são abordados pela “decomposição” de funções em uma 
composição de funções mais simples. Por exemplo, considere a função h dada por 


hax) = (x+ 1? 


Para calcular A(x) em um dado valor de x, computaríamos primeiro x + 1 e, então, o quadrado 
do resultado. Essas duas operações são executadas pelas funções 


g)=x+1 e fy=% 
Podemos expressar h em termos de fe g escrevendo 
h) = (+ 1? = BOP = f(g09) 
e, assim, conseguimos expressar h como a composição h = fo g. 


O processo de raciocínio neste exemplo sugere um procedimento geral de decomposi- 
ção de uma função h em uma composição h = fo g: 


e Pense sobre como poderíamos calcular A(x) com um valor específico de x, tentando di- 
vidir os cálculos em dois passos executados sucessivamente. 
e A primeira operação no cálculo determinará uma função g e a segunda, uma função f. 
e A fórmula para h pode, então, ser escrita como h(x) = f(g(x)). 
Para fins de descrição, iremos nos referir a g como a “função de dentro” e a f como a 


“função de fora” na expressão f(g(x)). A função de dentro executa a primeira operação e a de 
fora executa a segunda. 


> Exemplo 5 Expresse sen(x”) como uma composição de duas funções. 


Solução Para computar sen(o), calcularíamos primeiro x e, então, o seno do resultado; 


assim, g(x) = x° é a função de dentro e f(x) = sen x, a de fora. Logo, 


sen(x?) = fex) ga) =L efa)= senx| <4 


A Tabela 0.2.1 dá mais exemplos de decomposições de funções em composições. 
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Tabela 0.2.1 
COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES 
ga) fœ 
FUN! ÇÃO DE DENTRO DE FORA COMPOSIÇÃO 
(x? + 1)! x +41 a + DE = fw) 
sen? x sen x x? sen? x = FCg0)) 
tg (0º) a tgx tea) = f(g09) 
V4-3x 4-3x Nx V4-3x = f(g(0) 
8+ x Vx 8+x 8+Vx=f(g() 
1 1 

al x+1 E z4 Í(809) 


OBSERVAÇÃO Sempre há mais de uma maneira de expressar uma função como uma composição. Por exemplo, aqui estão 


Venda de Carros em Milhões 
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Fonte: NADA. 
Figura 0.2.1 


Use a técnica do Exemplo 6 para es- 
boçar o gráfico da função 


s! 


Figura 0.2.2 Somando as coorde- 
nadas y de x e de 1/x, obtemos a 
coordenada y de /x + 1/x. 


duas maneiras de expressar (x? + 1)!º como composições diferentes daquela da Tabela 0.2.1: 


(+ DU = [e 


DP =f(g69) 


go=(C+IPefw=á 


Q? 1)!0 = [a 1)1!3 = f(g(x)) ga) = (2 + 1 e fœ) = x10/3 


E FUNÇÕES NOVAS A PARTIR DE ANTIGAS 


O restante desta seção será dedicado a considerar o efeito geométrico de efetuar operações 
básicas com funções. Isso nos permitirá utilizar gráficos conhecidos de funções para visua- 
lizar ou esboçar gráficos de funções relacionadas. Por exemplo, a Figura 0.2.1 mostra os 
gráficos de vendas anuais de carros novos N(t) e usados U(t) ao longo de um certo período. 
Esses gráficos podem ser usados para construir o gráfico do total de vendas anuais de carros 


TO = Mt) + UCs) 


somando os valores de N(t) e U(t) para cada valor de t. Em geral, o gráfico de y = f(x) + g(x) 
pode ser construído a partir dos gráficos de y = f(x) e de y = g(x) somando os valores de y 
correspondentes a cada x. 


> Exemplo 6 Na Figura 0.1.4, observe os gráficos de y = x ey = 1 / x e faça um esbo- 
ço que mostre a forma geral do gráfico y = x + 1/x com x > 0. 


Solução Para somar os valores de y correspondentes de y = x ey = 1 / x graficamente, 
basta imaginar que eles estejam “empilhados” um em cima do outro. Isso dá lugar ao esboço 
da Figura 0.2.2. «4 


x + 1/x 
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E TRANSLAÇÕES 


Na Tabela 0.2.2, ilustramos o efeito geométrico sobre o gráfico de y = f(x) de somar a f ou 
à sua variável independente x uma constante positiva c, bem como o efeito de subtrair essa 
constante de f ou de x. Por exemplo, o primeiro resultado na tabela ilustra que somar uma 
constante positiva c à função f soma c a cada coordenada y de seu gráfico, transladando o grá- 
fico c unidades para cima. Analogamente, subtrair c de ftranslada o gráfico c unidades para 
baixo. Por outro lado, se uma constante positiva c é somada a x, então o valor de y = f(x + c) 
em x — c é f(x); e como o ponto x — c está c unidades à esquerda de x no eixo x, o gráfico de 
y = f(x + c) necessariamente é o de y = f(x) transladado c unidades para a esquerda. Analo- 
gamente, subtrair c de x translada o gráfico c unidades para a direita. 


Tabela 0.2.2 
PRINCÍPIOS DE TRANSLAÇÃO 


OPERAÇÃO EM 
y=f0) 


Somar uma constante 
positiva c a f(x) 


Subtrair uma constante 
positiva c de f(x) 


Somar uma constante positiva 
cax 


Subtrair uma constante positiva 
cdex 


NOVA EQUAÇÃO 


p=f0)+c 


y=f0)—c 


y=f&+c) 


y=f&œ-—c) 


Translada o gráfico de 


Translada o gráfico de 


Translada o gráfico de 


Translada o gráfico de 


SETO y = f(x) c unidades para cima y = f(x) c unidades para baixo y = f(x) c unidades para a y = f(x) c unidades para a 
GEOMETRICO E ý ~ E 
esquerda direita 
AJ Ay Ay AJ 
\ jJy=x°+2 
\ / = ao Du =42 E Did 2 
N V=x vy=(x+2 =x =x y=(x-2) 
VN = x / 2.9 RE E. do / / ` VI / 
2 [JS | ~% 175x- \ \/ / MR / 
/ \ y / Y / 
EXEMPLO : T. q 
x co Ni] ; x u APS x NIANA x 
N / -2 «— — 2 
or 


Figura 0.2.3 


Antes de passar aos próximos exemplos, é conveniente rever os gráficos das Figuras 
0.1.4 e 0.1.9. 


> Exemplo 7 Esboce o gráfico de 


(a) y=vx—3 (b) y=vx+3 


Solução Usando os princípios de translação da Tabela 0.2.2, o gráfico da equação 
y = vx — 3 pode ser obtido transladando 3 unidades para a direita o gráfico de y = /x. O 
gráfico de y = /x + 3 pode ser obtido transladando o de y = „/x 3 unidades para a esquerda 
(Figura 0.2.3). < 


> Exemplo 8 Esboce o gráfico de y = xX? — 4x + 5. 
Solução Completando o quadrado dos dois primeiros termos, obtemos 
y=(C-4+4)-445=(x-2/+4+1 


Dessa forma, vemos que o gráfico pode ser obtido transladando 2 unidades para a direita o 
gráfico de y = x? devido ao (x — 2) e 1 unidade para cima devido ao +1 (Figura 0.2.4). < 


Figura 0.2.4 


Figura 0.2.5 


Capítulo O / Antes do Cálculo 21 


TOCCTTETE 
Se 


y=(x-22+1 


E REFLEXÕES 

O gráfico de y = f(—x) é a reflexão do gráfico de y = f(x) pelo eixo y porque o ponto 
(x, y) do gráfico de f(x) é substituído por (—x, y). Analogamente, o gráfico de y = — f(x) 
é a reflexão do gráfico de y = f(x) pelo eixo x porque o ponto (x, y) do gráfico de f(x) é 
substituído por (x, —y) [a equação y = —f (x) é equivalente a —y = f(x)]. Isso está resu- 
mido na Tabela 0.2.3. 


Tabela 0.2.3 
PRINCÍPIOS DE REFLEXÃO 
OPERAÇÃO EM Substituir x por —x Multiplicar f(x) por —1 
v= fo) 
NOVA EQUAÇÃO y=f(-2) y=—f0) 
EFEITO Reflete o gráfico de y = f(x) pelo Reflete o gráfico de y = f(x) pelo 
GEOMÉTRICO eixo y eixo x 


EXEMPLO e ju e tp a 


E: 


> Exemplo 9 Esboce o gráfico de y = 42 = x. 


Solução Usando os princípios de translação e de reflexão mostrados nas Tabelas 0.2.2 e 0.2.3, 
o gráfico pode ser obtido por uma reflexão seguida por uma translação: primeiro refletimos o 
gráfico de y = “/x pelo eixo y para obter o gráfico de y = 4/—x, então transladamos 2 unidades 
para a direita para obter o gráfico da equação y = /—(x — 2) = 42 — x (Figura 0.2.5). < 
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> Exemplo 10 Esboce o gráfico de y = 4 — |x — 2]. 


Solução O gráfico pode ser obtido por uma reflexão e por duas translações: primeiro, 
transladamos 2 unidades para a direita o gráfico de y = |x| para obter o gráfico de y = |x — 2]; 
depois, refletimos pelo eixo x para obter o gráfico de y = — |x — 2]; então, transladamos 
4 unidades para cima para obter o gráfico da equação y = — |x — 2| + 4 = 4 — |x — 2] 
(Figura 0.2.6). < 


|y=lx] y=Ix-2]| 


Figura 0.2.6 


Descreva o efeito geométrico de mul- 
tiplicar uma função f por uma cons- 
tante negativa em termos de refle- 
xões, alongamentos e compressões. 
Qual é o efeito geométrico de multipli- 
car a variável independente de uma 
função f por uma constante negativa? 


E ALONGAMENTOS E COMPRESSÕES 

Multiplicar f(x) por uma constante positiva c tem o efeito geométrico de alongar o gráfico de 
y = f(x) na direção y por um fator de c se c > 1 e de comprimi-lo na direção y por um fator 
de 1/c se 0 < c < 1. Por exemplo, multiplicar f(x) por 2 dobra cada coordenada y, portanto 
alonga o gráfico verticalmente por um fator de 2, enquanto multiplicar por 1 corta cada coor- 
denada y pela metade, portanto comprime o gráfico verticalmente por um fator de 2. Analo- 
gamente, multiplicar x por uma constante positiva c tem o efeito geométrico de comprimir o 
gráfico de y = f(x) na direção x por um fator de c se c > 1 e de alongá-lo na direção x por um 
fator de 1/c se 0 < c < 1. [Se isso parece um pouco ao contrário, pense assim: o valor de 2x 
varia duas vezes mais rápido do que x, de modo que um ponto que se move ao longo do eixo 
x a partir da origem só precisa viajar a metade da distância para que y = f(2x) tenha o mesmo 
valor que y = f(x), com isso criando uma compressão horizontal do gráfico.) Tudo isso está 
resumido na Tabela 0.2.4. 


Tabela 0.2.4 
PRINCÍPIOS DE ALONGAMENTO E COMPRESSÃO 

OPERAÇÃO EM Multiplicar f(x) por c Multiplicar f(x) por c Multiplicar x por c Multiplicar x por c 
y=f(x) (c> 1) (O<c<1) (c> 1) Oze Tj 
NOVA EQUAÇÃO y= fx) y= fa) y=f(cx) y=f(cx) 
En Alonga o gráfico de y = f(x) Comprime o gráfico de y = f(x)  Comprime o gráfico de y = f(x) Alonga o gráfico de y = f(x) 
CEOME ERICO verticalmente por um verticalmente por um horizontalmente por um horizontalmente por um 

fator de c fator de 1/c fator de c fator de 1/c 


EXEMPLO 


Explique por que o gráfico de uma 
função não nula não pode ser simé- 
trico em relação ao eixo x. 


Figura 0.2.7 


Figura 0.2.8 
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E SIMETRIA 

A Figura 0.2.7 ilustra três tipos de simetrias: simetria em relação ao eixo x, simetria em rela- 
ção ao eixo y e simetria em relação à origem. Como mostra a figura, a curva é simétrica em 
relação ao eixo x se, com cada ponto (x, y) do gráfico, o ponto (x, —y) também está no grá- 
fico; e é simétrica em relação ao eixo y se, com cada ponto (x, y) do gráfico, o ponto (—x, y) 
também está no gráfico. Uma curva é simétrica em relação à origem se, com cada ponto (x, y) 
do gráfico, o ponto (—x, —y) também está no gráfico. (Equivalentemente, a curva é simétrica 
em relação à origem se permanecer inalterada por uma rotação de 180º em torno da origem.) 
Isso sugere os testes de simetria a seguir. 


Ay 

(6,3) 
l og 
—> 
| 

x y 

add (x, -y) 

Simetria em relação Simetria em relação Simetria em relação 
ao eixo x ao eixo y à origem 


0.2.3 TEOREMA (Testes de simetria) 


(a) Uma curva plana é simétrica em relação ao eixo y se, e somente se, substituindo-se x 
por —x em sua equação, obtém-se uma equação equivalente. 


(b) Uma curva plana é simétrica em relação ao eixo x se, e somente se, substituindo-se y 
por —y em sua equação, obtém-se uma equação equivalente. 


(c) Uma curva plana é simétrica em relação à origem se, e somente se, substituindo-se 
x por —x e y por —y em sua equação, obtém-se uma equação equivalente. 


>» Exemplo 11 Use o Teorema 0.2.3 para identificar simetrias no gráfico de x = y°. 


Solução Substituir y por —y dá x = (—y), que simplifica para a equação original x = y’. 


Assim, o gráfico é simétrico em relação ao eixo x. O gráfico não é simétrico em relação ao 
eixo y pois substituir x por —x dá —x = y?, que não é equivalente à equação original x = y?. 
Analogamente, o gráfico não é simétrico em relação à origem pois substituir x por —x e y por 
—y dá —x = (—y), que simplifica para —x = y?, que de novo não é equivalente à equação ori- 
ginal. Esses resultados são consistentes com o gráfico de x = y? mostrado na Figura 0.2.8. < 


E FUNÇÕES PARES E ÍMPARES 
Dizemos que uma função f é uma função par se 
f(x) =f) (8) 
e uma função ímpar se 
fix) = -fa (9) 


Geometricamente, os gráficos de funções pares são simétricos em relação ao eixo y, por- 
que substituindo x por —x na equação y = f(x) dá y = f(—x), que é equivalente à equa- 
ção original y = f(x) por (8) (ver Figura 0.2.9). Analogamente, segue a partir de (9) que 
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os gráficos de funções ímpares são simétricos em relação à origem (ver Figura 0.2.10). 


2 „4 46 


Alguns exemplos de funções pares são x”, x”, x° e cos x; alguns exemplos de funções ím- 


So di 


pares são x’, x 


A) 


,x' esenx. 


fœ 
E 


Safe 


fœ) fx) 
x 


> 


Figura 0.2.9 Este é o gráfico de uma 
função par, pois f(—x) = f(x). 


Figura 0.2.10 Este é o gráfico de 
uma função ímpar, pois f(—x) = —f (x). 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.2 (Ver página 27 para respostas.) 


1. Sejam f(x) = 3x — 2 e g(x) = |x|. Em cada parte, dê a fór- 
mula para a função e o correspondente domínio. 


(a) f+ g: Domínio: 
(b) f- g: Domínio: 
(c) fe: Domínio: 
(d) f/e: Domínio: 


2. Sejam fŒ) = 2 — x e g(x) = /x. Em cada parte, dê a fórmula 
para a composição e o correspondente domínio. 
(a) fog: Domínio: 
(b) gof: Domínio: 


EXERCÍCIOS 0.2 [5] Recurso Gráfico 


3. O gráfico de y = 1 + (x — 2)? pode ser obtido transladando 
o gráfico de y = x° para a (esquerda/direita) por 
unidade(s) e depois transladando o novo gráfico 


para (cima/baixo) por unidade(s). 
4. Seja 
x+1|, —2<xx<0 
fœ) = 
|x — 1|, 0<x<2 


(a) A letra do alfabeto que mais se parece com o gráfico de fé 


(b) fé uma função par? 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. O gráfico de uma função f está na figura abaixo. Esboce os 
gráficos das seguintes equações: 


(a) y=f0)—1 b) y=fw— 1) 
© y=% @ y= f (—3x) 
A) 
zi 3 |” 
Figura Ex-1 


2. Use o gráfico do Exercício 1 para esboçar os gráficos das 
seguintes equações: 
(a) y ==>) 
© y=1-fQ — =) 


b) y=[2—2) 
(d) y= if) 


3. O gráfico de uma função f está na figura abaixo. Esboce os 
gráficos das seguintes equações: 


(a) y=f(x+ 1) (b) y= f(2x) 
©) vy=If0)] (d) y=1- |fœ)| 
AY 
1 
a A z 
Figura Ex-3 


4. Use o gráfico do Exercício 3 para esboçar o gráfico da 
equação y = f (|x). 


5-24 Esboce o gráfico da equação por translação, reflexão, com- 
pressão e alongamento do gráfico de y = x°, y = yxy = 1/x, 
y= |x| ou y = 4/x de maneira apropriada e, então, use um recurso 
gráfico para confirmar que seu esboço está correto. W 


26. 


y= AFl 


. (a) Esboce o gráfico de y = x + |x| adicionando as correspon- 


y=—2(x+ 1} -3 6. y= (x-3) +2 
y= + 6x 8. y= iœ? — 2x +3) 
y=3-vx+1 10. y=1+vx—4 
y=2Nx+1 12. y = 3x 
1 1 
= 14. y= 
dae E = 
1 x— 
.y=2- 16. y= 
d x+1 4 x 
=x+2]-2 18. y= 1-— |x- 3| 
. y=|2x— 1|+1 20. y = Vx? — 4x +4 
. y=1—2%/x 22. y= Yx -2-3 


24. y+ x-2 =0 


dentes coordenadas y nos gráficos de y = x e y = |x]. 

(b) Expresse a equação y = x + |x| na forma por partes, sem 
valores absolutos e confirme que o gráfico obtido em (a) 
com essa equação é consistente. 


Esboce o gráfico de y = x +(1/x) adicionando as correspon- 
dentes coordenadas y nos gráficos de y = xe y = 1/x. Use um 
recurso gráfico para confirmar que seu esboço está correto. 


27-28 Determine as fórmulas para f + g, f — g, fg ef/g e obtenha os 
domínios das funções. EB 


27. 


28. 


29. 


30. 


f(x) =24x — 1, g0)=vVx—1 


fœ) = Lx?’ g(x) = 

Sejam f(x) = x e g(x) = x? + 1. Determine 

(a) F(g(2)) (b) g(f(4)) (c) Hf6)) 

(d) g(g(0)) (e) f2 +h) O g3 +h). 

Seja g(x) = y/x. Encontre 

(a) a +2) (b) g(vVx +2) (c) 3g(5x) 

(d) = (e) g(g0)) O EWP- g) 
(2) g(1/Vx) h) ge- 1) i) gœ +h). 


31-34 Determine as fórmulas para fo g e g o fe estabeleça os domí- 
nios das compostas. E 


32. 


33. 


34. 


. fœ) =x, ga)=v1 =x 
fœ) = E 3, g(x) = Vx F3 
fo=1 > e)s Te 
f= gm) = 


35-36 Encontre uma fórmula para fo g oh. E 


35. 


36. f(x) = 


f(x) =x? + 1; g(x) =y h(x) = o 


=o 80) = A, ho) = 
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37-42 Expresse f como uma composição de duas funções; isto é, 
encontre g e h tais que f = g o h. [Nota: Cada exercício tem mais de 


uma 


37. 
38. 


39. 
40. 
41. 
42. 


solução.] E 

(a) fO)=vx+2 b) fO)=|2—3x+5] 

(a) f)=2+1 b) fe) =z 3 

(a) f(x) = sen? x (b) f(x) = RE 

(a) fO)=3 sen(x?) (b) fO)=3 sen? x + 4 sen x 


(a) W= A+ sene b) fæ) = v1- Yx 
O fo) =a (b) fœ = |5 + 2] 


43-46 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


43. 
44. 


45. 
46. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


O domínio de f + g é a interseção dos domínios de fe de g. 


O domínio de fo g consiste em todos os valores de x no domí- 
nio de g nos quais g(x) + 0. 


O gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo y. 


O gráfico de y = f(x + 2) + 3 é obtido transladando o gráfico 
de y = f(x) duas unidades para a direita e três para cima. 


Use a tabela abaixo para fazer um gráfico de y = f (g (x)). 


Tabela Ex-47 


fŒ) 


80%) 


Encontre o domínio de fo g para as funções fe g do Exercí- 
cio 47. 


Esboce o gráfico de y = f(g(x)) para as funções cujos gráfi- 
cos estão na figura abaixo. 


Figura Ex-49 


Esboce o gráfico de y = g(f(x)) para as funções cujos grá- 
ficos estão no Exercício 49. 


Use os gráficos de fe g do Exercício 49 para estimar as so- 
luções das equações f(g(x)) = 0 e g(f(x)) = O 


Use a tabela do Exercício 47 para resolver as equações 


Few) = 0 e g(f09)) = O 
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53-56 Encontre 
fe +h) — fx) fw) — fœ) 


h w— x 


e simplifique tanto quanto possível. E 
53. f)=3 —5 54. fœ) =x + 6x 
55. fŒ) = 1/% 56. fo) = 1/x 


57. Classifique em pares, ímpares ou nenhuma dessas as funções 
cujos valores estão dados na tabela a seguir. 


Tabela Ex-57 

x |-3 |-2 | 0 1 2 3 
flo) 5 3 2 3 1 |-3 5 

gx) | 4 1 |-2 0 2 |-1 |-4 

h(x) 2 |-5 8 |-2 8 |-5 2 


58. Complete a tabela da figura abaixo de forma que o gráfico de 
y = f(x) seja simétrico em relação 
(a) ao eixo y (b) à origem 


Tabela Ex-58 


x | -3 | -2| -1| 0 1 2º | 3 


fo a 1/0 -5 


59. A figura abaixo mostra uma parte de um gráfico. Complete o 
gráfico de forma que todo ele seja simétrico em relação 
(a) ao eixo x (b) ao eixo y (c) à origem 


60. A figura abaixo mostra uma parte do gráfico de uma função f. 
Complete o gráfico supondo que 
(a) fé uma função par (b) fé uma função ímpar 


y 
y 

x x 

> > 


Figura Ex-59 Figura Ex-60 


61-62 Classifique as funções cujos gráficos estão nas figuras a se- 
guir como pares, ímpares ou nenhum desses casos. EH 


61. y y 
(a) (b) 


Figura Ex-61 


62. y y 


ys 
yx 


(a) (b) 
Figura Ex-62 


63. Em cada parte, classifique a função como par, ímpar ou ne- 
nhum desses casos. 


(a) f= b) f= r 

(c) fœ) = |x] (d fo)=x+1 
x5 =K 

sda (D fa)=2 


64. Suponha que a função f tenha por domínio todos os números 
reais. Determine se cada uma das funções a seguir pode ser 
classificada como par ou ímpar. Explique. 

(10) + f(x) (0) — fx) 
w gws (DAI w hq = LUA 


65. Suponha que a função f tenha por domínio todos os números 
reais. Mostre que f pode ser escrita como a soma de uma fun- 
ção par com uma função ímpar. [Sugestão: Ver Exercício 64.] 


66-67 Use o Teorema 0.2.3 para determinar se os gráficos têm si- 
metrias em relação ao eixo x, ao eixo y ou à origem. E 


66. (a) x=5y +9 (b) 2 -2y =3 
(c) xy=5 

6. @ =y O) y 
(O) P=Ix-5 ii 


m~ 68-69 (i) Use um recurso computacional para fazer o gráfico da 


equação no primeiro quadrante. [Nota: Para isso, resolva a equa- 
ção para y em termos de x.] (ii) Use a simetria para fazer um esbo- 
ço à mão de todo o gráfico. (iii) Confirme o que foi feito gerando 
o gráfico da equação nos demais quadrantes. E 


68. 9x? + 4y? = 36 69. 42 + 1677 = 16 


70. O gráfico da equação x°”? + y?” = 1, que aparece na figura 

abaixo, é denominado hipocicloide quadricúspide. 

(a) Use o Teorema 0.2.3 para confirmar que esse gráfico é si- 
métrico em relação ao eixo x, ao eixo y e à origem. 

(b) Encontre uma função f cujo gráfico no primeiro quadrante 
coincide com a hipocicloide quadricúspide e use um recur- 
so computacional gráfico para confirmar o que foi feito. 

(c) Repita (b) para os demais quadrantes. 


A) 


yx 


Hipocicloide quadricúspide Figura Ex-70 
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71. A equação y = |f(x)| pode ser escrita como 73. Esboce o gráfico de 


72-73 Use o método descrito no Exercício 71. EE 


72. Esboce o gráfico de y = |1 — x°]. 


fœ), 
y = 
=f&), 
que mostra que o gráfico de y = |f(x)| pode ser obtido a partir 
do gráfico de y =f (x), retendo a parte que está sobre ou acima do 


eixo x e refletindo por esse eixo a parte que está abaixo. Use esse 
método para obter o gráfico de y = |2x — 3| a partir de y = 2x — 3. 


PEE (a) f(x) = |cos x| (b) f(x) = cos x + |cos x| 

xX) Z 

fœ <0 74. A função maior inteiro, |x], é definida como sendo o maior 
x 


inteiro que é menor do que ou igual a x. Por exemplo: |2,7] = 
2,1-23] = —3 e |4] = 4. Em cada parte, esboce o gráfico de 
v=Í009. 
(a) 09) = Lx] b) fŒ = 1º] 
© fg) = Lx]? (d) fŒ = Lsen x] 

75. É alguma vez verdade que fo g = g o f se fe g forem funções 


não constantes? Se não, prove; se afirmativo, dê alguns exem- 
plos para os quais é verdade. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.2 


L(a) (f+9)0)=3/x—-2+x;x>0 b) (f-9)0)=3/x—2 


3 —2 
(d) (F/90) = dio? 


3. direita; 2; cima; 1 4.(a)W (b) sim 


;x>0 


x; x > 0 (c) (fg)@) = 3x? — 2x; x > 0 


2.8) (fog)(x) =2-— x; x >0 (b) (g0 f)&) = V2- x7; 2 < x < V2 


0.3 FAMÍLIAS DE FUNÇÕES 


A) 


(0, c) 


y= 


Figura 0.3.1 


As funções são, frequentemente, agrupadas em famílias de acordo com a forma das fórmulas 
que as definem ou outras características comuns. Nesta seção, vamos discutir algumas das 
famílias de funções mais básicas. 


E FAMÍLIAS DE CURVAS 

O gráfico de uma função constante f(x) = c é o gráfico da equação y = c, que é a reta hori- 
zontal mostrada na Figura 0.3.1a. Se variarmos c, obteremos um conjunto, ou uma família, 
de retas horizontais como as da Figura 0.3.1b. 

As constantes que variamos para produzir uma família de curvas são denominadas pará- 
metros. Por exemplo, lembre que uma equação da forma y = mx + b representa uma reta de 
inclinação m e corte com o eixo y em b. Se mantivermos b fixo e tratarmos m como um parâme- 
tro, obteremos uma família de retas cujos membros têm, todos, o mesmo corte em b com o eixo 
y (Figura 0.3.24), e se mantivermos m fixo e tratarmos b como um parâmetro, obteremos uma 
família de retas paralelas cujos membros têm, todos, a mesma inclinação m (Figura 0.3.2b). 


A família y = mx + b 


| Afamíliay=mx+b 
(m fixo e b variando) 


(b fixo e m variando) 


Figura 0.3.2 (a) (b) 
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E AS FUNÇÕES POTÊNCIA; A FAMÍLIA y = x” 

Uma função da forma f(x) = x”, onde p é constante, é denominada função potência. Por en- 
quanto, vamos considerar o caso em que p é um inteiro positivo, digamos p = n. Os gráficos 
das curvas y = x” com n = 1, 2, 3, 4 e 5 estão na Figura 0.3.3. O primeiro gráfico é o da reta 
y =x, cuja inclinação é 1 e passa pela origem, e o segundo é uma parábola que se abre para 
cima e tem seu vértice na origem. 


Figura 0.3.3 


Figura 0.3.4 


OBSERVAÇÃO 


yx 
à 


Para n > 2, o formato da curva y = x” depende de n ser par ou ímpar (Figura 0.3.4): 


e Para valores pares de n, as funções f(x) = x” são pares, portanto seus gráficos são simé- 
tricos em relação ao eixo y. Os gráficos têm todos o formato geral da parábola y = x?, e 
cada gráfico passa pelos pontos (—1, 1), (0, 0) e (1, 1). À medida que n cresce, os grá- 
ficos ficam mais e mais achatados no intervalo —1 < x < 1 e mais e mais próximos da 


vertical nos intervalos x > lex < —1. 


e Para valores ímpares de n, as funções f(x) = x” são ímpares, portanto seus gráficos são 
simétricos em relação à origem. Os gráficos têm todos o formato geral da cúbica y = x°, 
e cada gráfico passa pelos pontos (— 1, — 1), (0,0) e (1, 1). À medida que n cresce, os 
gráficos ficam mais e mais achatados no intervalo —1 < x < 1 e mais e mais próximos 


da vertical nos intervalos x > lex < —1. 


A família y =x" 
(n par) 


A família y = x" 
(n ímpar) 


Os efeitos de achatar e de aproximar a vertical podem ser entendidos considerando o que ocorre quando um 
número x é elevado a potências mais e mais elevadas: se —1 < x < 1, então o valor absoluto de x” decresce 
com n crescente, fazendo com que os gráficos nesse intervalo sejam achatados com n crescente (tente elevar 
5 ou -: a potências cada vez mais elevadas). Por outro lado, se x > 1 ou se x < —1, então o valor absoluto 
de x” cresce com n crescente, fazendo com que os gráficos nesses intervalos se aproximem da vertical com n 
crescente (tente elevar 2 ou —2 a potências cada vez mais elevadas). 


Considerando os valores de 1/x” 
para um x fixado com n crescente, ex- 
plique por que os gráficos ficam mais 
achatados ou próximos da vertical 
para valores crescentes de n, confor- 
me descrito no texto. 


(-1,-1) 


Figura 0.3.5 


Tabela 0.3.1 


g 0.8 | 1 |25| 4 [6,25] 10 


yl6,25| 5 | 2 [1,25] 0,8 | 0,5 
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E A FAMÍLIA y = x” 

Se p é um inteiro negativo, digamos p = —n, então as funções potência f(x) = x? tomam a 

forma f(x) = x” = 1/x". A Figura 0.3.5 mostra os gráficos de y = 1/x e y= 1/x2. O gráfico 

de y = 1/x é denominado uma hipérbole equilátera (por razões que serão discutidas adiante). 
Como mostra a Figura 0.3.5, o formato da curva y = 1/x” depende de n ser par ou ímpar: 


e Para valores pares de n, as funções f(x) = 1/x” são pares, portanto seus gráficos são si- 
métricos em relação ao eixo y. Os gráficos têm todos o formato geral da curva y = 1/x 
e cada gráfico passa pelos pontos (— 1, 1) e (1, 1). À medida que n cresce, os gráficos fi- 
cam mais e mais próximos da vertical nos intervalos —1 < x< 0e0 < x< 1 e mais e 
mais achatados nos intervalos x > lex < —1. 


e Para valores ímpares de n, as funções f(x) = 1/x” são ímpares, portanto seus gráficos 
são simétricos em relação à origem. Os gráficos têm todos o formato geral da curva 
y = 1/x e cada gráfico passa pelos pontos (1, 1) e (—1, — 1). À medida que n cresce, os 
gráficos ficam mais e mais próximos da vertical nos intervalos —1 <x <0e0 < x<1 
e mais e mais achatados nos intervalos x > lex < —1. 


e Tanto para valores pares quanto ímpares de n, o gráfico y = 1/x” tem uma quebra na ori- 
gem (denominada descontinuidade), que ocorre por não ser permitido dividir por zero. 


Ay y=l/xo 
g y= Ux! 


A família y = 1/x" A família y = 1/x" 
(n par) (n ímpar) 


E PROPORÇÕES INVERSAS 
Lembre-se de que uma variável y diz-se inversamente proporcional a uma variável x se hou- 
ver uma constante positiva k, denominada constante de proporcionalidade, tal que 


y=- (1) 
x 
Uma vez que se supõe k positiva, o gráfico de (1) tem a mesma forma básica que 
y = 1/x, mas é comprimido ou alongado na direção do eixo y. Também deveria ser evi- 
dente a partir de (1) que, duplicando x, multiplicamos y por 5, e, triplicando x, multiplica- 
mos y por 1 e assim por diante. 
A Equação (1) pode ser expressa como xy = k, que nos diz que o produto de grandezas 
inversamente proporcionais é uma constante positiva. Essa é uma forma útil de identificar 
proporcionalidade inversa em dados experimentais. 


> Exemplo 1 A Tabela 0.3.1 mostra alguns dados experimentais. 
(a) Explique por que os dados sugerem que y é inversamente proporcional a x. 
(b) Expresse y como uma função de x. 


(c) Faça um gráfico da função e dos dados juntos para x > 0. 
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(a) 
A) 
y=\x 
LD x 
(b) 


Figura 0.3.8 


4324 


Figura 0.3.9 


DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


Solução Para cada ponto dos dados, temos xy = 5, portanto y é inversamente proporcional 
axey = 5/x. O gráfico dessa equação com os pontos dados está na Figura 0.3.6. < 


As proporções inversas surgem em várias leis da Física. Por exemplo, a lei de Boyle afir- 
ma que se uma quantidade fixa de um gás ideal é mantida a uma temperatura constante, então 
é constante o produto da pressão P exercida pelo gás e o volume V que ele ocupa, ou seja, 


PV=k 


Isso implica que as variáveis P e V são inversamente proporcionais uma à outra. A Figura 
0.3.7 mostra um típico gráfico de volume versus pressão sob as condições da lei de Boyle. 
Observe como, dobrando a pressão, reduzimos o volume à metade, como era de se esperar. 


AP (Pressão) 


10 
9 
8 
7 
6 2Po | 
5 | 
4 Po l 
3 i~i 
2 l | V (Volume) 
1 T á 
1 l l l l 1 1 l j = 2Yo Vo 
A TR GDA RO Re Figura 0.3.7  Dobrando a pressão, reduzimos 
Figura 0.3.6 o volume à metade. 


E FUNÇÕES POTÊNCIAS COM EXPOENTES NÃO INTEIROS 
Se p = 1/n, onde n é um inteiro positivo, então as funções potências f(x) = x”? têm a forma 


fo) =x" = Yx 


Em particular, se n = 2, então f(x) = x:;e sen = 3, então f(x) = 4/x. Os gráficos dessas 
funções estão nas partes (a) e (b) da Figura 0.3.8. 

Como cada número real tem uma raiz cúbica, o domínio da função f(x) = YX é 
(—c0, +00), de modo que o gráfico de y = 4/x se estende sobre todo o eixo x. Contrastando 
com esse comportamento, o gráfico de y = „/x se estende somente sobre o intervalo [0, +0), 
pois /x é um número imaginário com x negativo. Como ilustra a Figura 0.3.8c, os gráficos 
de y = x e de y = —./x constituem, respectivamente, as porções superior e inferior da pa- 
rábola x = y2. Em geral, o gráfico de y = 4/x se estende sobre todo o eixo x se n for ímpar, 
mas somente sobre o intervalo [0, +0) se n for par. 

As funções potência podem ter outros expoentes fracionários. Alguns exemplos são 


fœ =x, f= Ve, fa = xT o) 


O gráfico de f(x) = x? aparece na Figura 0.3.9. Adiante discutiremos expressões en- 
volvendo expoentes irracionais. 


Às vezes os recursos gráficos omitem partes de um gráfico de uma função envolvendo expoentes fracionários 
(ou radicais). Se f(x) = xº/?, em que p/q é uma fração positiva em forma irredutível, esse problema pode ser 
evitado como segue: 


e Se p for par e q ímpar, faça o gráfico de g(x) = |x|”/! em vez de f(x). 
e Se p eq forem ímpares, faça o gráfico de g(x) = (|x|/x)|x|”/! em vez de f(x). 


Use um recurso gráfico para gerar os gráficos de f(x) = x3 e f(x) = x77? que exibam todos os seus aspec- 
tos significativos. 


Uma revisão mais detalhada sobre 
polinômios é apresentada no Apên- 
dice C. 


A constante 0 é um polinômio denomi- 
nado polinômio zero ou nulo. Neste 
texto, consideramos indefinido o grau 
do polinômio zero. Outros textos po- 
dem adotar convenções distintas. 
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E POLINÔMIOS 


Um polinômio em x é uma função expressa como uma soma finita de termos da forma cx”, 
em que c é uma constante e n é um inteiro não negativo. Alguns exemplos de polinômios são 


2x+1, 3x2 45x 42, x’, 4(=4x®, 5x! -x!43 


A função (x? — 4)? é também um polinômio, pois pode ser expandida pela fórmula binomial 
(veja no final do livro) e expressa, então, como uma soma de termos da forma cx”: 


(2 — 4P = PP — 3(x2) (4) + 340242) — (4º) = 2º — 12x! + 48x? — 64 (3) 


Um polinômio geral pode ser escrito em qualquer uma das formas a seguir, dependendo 
se quisermos as potências de x em ordem crescente ou decrescente: 


Co + cix + c2x? ++ cnx” 


cx" exi +- + cix + co 


As constantes co, C1, C2,..., Cn São denominadas coeficientes do polinômio. Quando um poli- 
nômio é representado em uma dessas formas, a mais alta potência que ocorre com um coe- 
ficiente não nulo é denominada grau do polinômio. Os polinômios constantes não nulos são 
considerados como tendo grau 0, uma vez que podemos escrever c = cxº. Os polinômios de 
grau 1, 2, 3, 4 e 5 são descritos como lineares, quadráticos, cúbicos, quárticos e quínticos, 
respectivamente. Por exemplo: 


3+5x xX- 3x+1 Zé — 7 
tem grau 1 (linear) tem grau 2 (quadrático) tem grau 3 (cúbico) 
8x4 — 9 + 5x —3 3 +x + Go — 4) 


tem grau 4 (quártico) tem grau 5 (quíntico) tem grau 6 [veja (3)] 


O domínio natural de um polinômio em x é (—%œ, +20), já que as únicas operações en- 
volvidas são multiplicações e adições; a imagem depende do polinômio. Já sabemos que os 
gráficos dos polinômios de grau 0 e 1 são retas e que os gráficos dos polinômios de grau 2 são 
parábolas. A Figura 0.3.10 mostra os gráficos de alguns polinômios típicos de graus superio- 
res. Discutiremos mais adiante gráficos de polinômios em detalhes; por ora, é suficiente obser- 
var que eles são muito bem comportados no sentido de não terem descontinuidades ou bicos 
agudos. Conforme ilustrado na Figura 0.3.10, os gráficos dos polinômios, durante um certo 
tempo, vão para baixo e para cima como em uma montanha-russa, para depois subir ou cair 
indefinidamente, à medida que percorremos a curva em qualquer um dos dois sentidos. Vere- 
mos posteriormente que o número de picos e de vales é determinado pelo grau do polinômio. 


Grau 2 


Figura 0.3.10 


y= 
y= 


Grau 3 Grau 4 Grau 5 


E FUNÇÕES RACIONAIS 
Uma função que pode ser expressa como uma razão de dois polinômios é denominada fun- 
ção racional. Se P(x) e Q(x) forem polinômios, então o domínio da função racional 


P(x) 
Qx) 


fœ) = 
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consiste em todos os valores de x tais que Q(x) O. Por exemplo, o domínio da função racional 


2 
x” + 2x 
RES ===: 
fo = 
consiste em todos os valores de x, exceto x = 1 e x = —1. Seu gráfico está na Figura 0.3.11, 


junto aos gráficos de duas outras funções racionais típicas. 
Os gráficos das funções racionais com denominadores não constantes diferem dos grá- 
ficos dos polinômios de algumas formas essenciais: 


e Diferentemente dos polinômios, cujos gráficos são curvas contínuas (não quebradas), 
os gráficos das funções racionais têm descontinuidades nos pontos onde o denomina- 
dor é zero. 


Diferentemente dos polinômios, as funções racionais podem ter números nos quais não 
estão definidas. Perto desses pontos, muitas funções racionais têm gráficos que se apro- 
ximam bastante de uma reta vertical, denominada assíntota vertical. Na Figura 0.3.11, 
essas assíntotas estão representadas por linhas tracejadas. 


e Diferentemente dos gráficos dos polinômios não constantes, os quais começam e termi- 
nam subindo ou descendo indefinidamente, os gráficos de muitas funções racionais po- 
dem começar ou terminar cada vez mais perto de uma reta horizontal, denominada as- 
síntota horizontal, quando se percorre a curva em qualquer um dos dois sentidos. As 
assíntotas estão representadas pelas linhas tracejadas horizontais nas duas primeiras 
partes da Figura 0.3.11. Na terceira parte da figura, uma assíntota horizontal é o eixo x. 


Figura 0.3.11 


Neste texto, vamos supor que a va- 
riável independente de uma função 
trigonométrica seja dada em radianos, 
a menos de menção explícita em con- 
trário. Uma revisão de funções trigo- 
nométricas pode ser encontrada no 
Apêndice B. 


x2+2x x-1 3 


E FUNÇÕES ALGÉBRICAS 

As funções que podem ser construídas com polinômios, aplicando-se um número finito de 
operações algébricas (adição, subtração, divisão e extração de raízes), são denominadas fun- 
ções algébricas. Alguns exemplos são: 


fæ) = vx -4 fÆ =3 +x), fæ) =x a2? 


Conforme ilustrado na Figura 0.3.12, os gráficos das funções algébricas variam amplamente; 
assim sendo, é difícil fazer afirmativas genéricas sobre elas. Mais adiante no livro, vamos 
desenvolver métodos gerais do Cálculo que permitem analisar essas funções. 


E AS FAMÍLIAS y = A sen Bx E y= A cos Bx 
Muitas aplicações importantes levam a funções trigonométricas do tipo 


f(x) =A sen(Bx— C) e g(x) =A cos(Bx — C) (4) 
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y=x2-4 p= RW(2+2) 


Figura 0.3.12 


em que A, Be C são constantes não nulas. Os gráficos dessas funções podem ser obtidos alon- 
gando, comprimindo, transladando e refletindo apropriadamente os gráficos de y = sen x e 
de y = cos x. Para ver isso, vamos começar com o caso C = 0 e considerar como os gráficos 
das equações 


y=AsenBx e y=4AcosBx 


se relacionam com os gráficos de y = sen x e y = cos x. Se A e B forem positivos, então o efei- 
to da constante A é alongar ou comprimir verticalmente os gráficos de y = sen x e y = cos x 
por um fator 4, enquanto o de B é fazer o mesmo, porém horizontalmente por um fator B. Por 
exemplo, o gráfico de y = 2 sen 4x pode ser obtido alongando verticalmente o de y = sen x 
por um fator 2 e comprimindo horizontalmente por um fator 4. (Lembre-se da Seção 0.2, 
em que vimos que o multiplicador de x alonga quando for menor que 1 e comprime quando 
maior que 1.) Assim, como mostra a Figura 0.3.13, o gráfico de y = 2 sen 4x varia entre —2 e 
2 e repete-se a cada 27/4 = 7/2 unidades. 


À y = 2sen 4x 
| 


y= 


Figura 0.3.13 


Em geral, se A e B forem números positivos, então os gráficos de 
y=AsenBx e y=A cos Bx 


oscilam entre —A e A e repetem-se a cada 27/B unidades. Assim, dizemos que essas funções 
têm amplitude A e período 271/B. Além disso, definimos a frequência dessas funções como 
sendo o recíproco do período, ou seja, B/27. Se A ou B for negativo, além da compressão e 
do alongamento, teremos reflexões dos gráficos pelos eixos; nesse caso, a amplitude, o pe- 
ríodo e a frequência são dados por 


B| 


2 
amplitude = |A|, período = s frequência = Ed 


IBI 


> Exemplo 2 Faça um esboço dos seguintes gráficos que mostre o período e a amplitude. 


(a) y = 3 sen 27x (b) y = —3 cos 0,5x ()y=1+senx 
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Solução (a) A equação é do tipo y = A sen Bx com A = 3 e B = 27, portanto o gráfico tem 
a forma de uma função seno, mas com amplitude A = 3 e período 27/B = 2m/2m = 1 (Figura 
0.3.14a). 


Solução (b) A equação é do tipo y = A cos Bx com A = —3 e B = 0,5, portanto o gráfico 
tem a forma de uma função cosseno que foi refletida em torno do eixo x (pois A = —3 é nega- 
tiva), mas com amplitude |A| = 3 e período 27/B = 27/0,5 = 47 (Figura 0.3.14b). 


Solução (c) O gráfico tem a forma de uma função seno que foi transladada uma unidade 
para cima (Figura 0.3.14c). «4 


y AY 
3f 3 


Amplitude Amplitude 
T 


<>» —— 
Período Período 
(a) (b) (c) 
Figura 0.3.14 


E AS FAMÍLIAS y = Asen(Bx- C) E y = Acos(Bx- C) 
Para investigar os gráficos das famílias mais gerais 
y =A sen(Bx — C) e y= A cos(Bx — C) 


será útil reescrevê-las na forma 


mia e ei] 


Assim, vemos que os gráficos dessas equações podem ser obtidos transladando os gráficos de 
y = A sen Bx e y = A cos Bx para a esquerda ou para a direita, dependendo do sinal de C/B. 
Por exemplo, se C/B > 0, então o gráfico de 


y = A sen[B(x — C/B)] = A sen(Bx — C) 


pode ser obtido transladando o de y = A sen Bx para a direita em C/B unidades (Figura 
0.3.15). Se C/B < 0, o g-ráfico de y = A sen(Bx — C) é obtido por translação do gráfico de 
y = A sen Bx para a esquerda por |C/B| unidades. 


Amplitude = A 


x 
> 


N y =A sen (Bx-C) 
y =A sen Bx 


Figura 0.3.15 


> Exemplo 3 Encontre a amplitude e o período de 


y=3cos(2x+5) 
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e determine como deveria ser transladado o gráfico de y = 3 cos 2x para produzir o gráfico 
dessa equação. Confirme seu resultado fazendo o gráfico da equação em uma calculadora ou 
computador. 


Solução A equação pode ser reescrita como 


que é do tipo 


Figura 0.3.16 


ea) 


com A = 3, B = 2 e C/B = —7m/4. Segue-se que a amplitude é A = 3, o período é 27/B = x 
e o gráfico é obtido transladando o gráfico de y = 3 cos 2x para a esquerda por |C/B| = 7/4 
unidades (Figura 0.3.16). < 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.3 (Ver página 38 para respostas.) 


1. Considere a família de funções y = x”, em que n é um inteiro. 
Os gráficos de y = x” são simétricos em relação ao eixo y se 
n for . Esses gráficos são simétricos em relação à 


4. Classifique cada equação como polinomial, racional, algébrica 
ou não uma função algébrica. 


(a) y=VZ+2 (b) y=433! -x+1 


origem se n for . O eixo y é uma assíntota vertical L5 
desses gráficos se n for (0) y=5x +cos4x (d) y= 3X 27 
y= 
= 20 = 
2. Qual é o domínio natural de um polinômio? (e) y= 3x + dx 
3. Considere a família de funções y = x!/”, em que n é um inteiro 5. O gráfico de y = A sen Bx tem amplitude ecé 


não nulo. Encontre o domínio natural dessas funções se n for periódico de período 


(a) positivo e par (b) positivo e ímpar 
(c) negativo e par (d) negativo e ímpar. 


EXERCÍCIOS 0.3 Recurso Gráfico 


. (a) Encontre uma equação para a família de retas cujos mem- 
bros têm inclinação m = 3. 

(b) Encontre uma equação para o membro da família que pas- 
se por (—1, 3). 

(c) Esboce os gráficos de alguns membros da família e mar- 
que-os com suas equações. Inclua a reta da parte (b). 


. Encontre uma equação para a família de retas cujos membros 
são perpendiculares àqueles do Exercício 1. 


- (a) Encontre uma equação para a família de retas com corte no 
eixo y iguala b = 2. 

(b) Encontre uma equação para o membro da família cujo ân- 
gulo de inclinação é 135º. 

(c) Esboce os gráficos de alguns membros da família e mar- 
que-os com suas equações. Inclua a reta da parte (b). 


. Encontre uma equação para 

(a) a família de retas passando pela origem. 

(b) a família de retas com corte no eixo x iguala a = 1. 
(c) a família de retas que passam pelo ponto (1, —2). 
(d) a família de retas paralelas a 2x + 4y = 1. 


. Encontre uma equação para a família de retas tangentes ao cír- 
culo com centro na origem e raio 3. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


9-10 Estabeleça uma propriedade geométrica comum a todas as 
retas da família e esboce cinco dessas retas. E 


. Encontre uma equação para a família de retas que passam pela 


intersecção de 5x — 3y + 11 = 0 e 2x — 9y +7 = 0. 


« O Imposto de Renda dos EUA usa um sistema de depreciação 


linear de 10 anos para determinar o valor de vários itens co- 
merciais. Isso significa que se supõe que um item tenha valor 
zero no final do décimo ano e que, em tempos intermediá- 
rios, o valor é uma função linear do tempo decorrido. Esboce 
algumas retas de depreciação típicas e explique o significa- 
do prático do corte com o eixo y. 


« Encontre todas as retas por (6, —1) para as quais o produto dos 


cortes nos eixos x e y seja 3. 


9. (a) afamíliay= —x + b 
(b) afamíliay=mx—1 
(c) afamíliay = mœ + 9) +2 
(d) afamíliax— ky = 1 
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10. (a) afamíliay = b 
(b) afamília4x+2y+1=0 
(c) afamília2x + By + 1 =0 
(d) afamília y — 1 = m(x + 1) 


11. Em cada parte, combine a equação com um dos gráficos 


dados. 
(a) y= 4x b) y=2% 
©) y=-1/x (d) y=vx -1 


(e) y= 4x2 O y=-Yx2 


y Ay A) 
Pas x x xX 
j E | > 
I II mM 
7 AY AY 
x x á x 
IV V VI 


Figura Ex-11 


12. A tabela abaixo dá valores aproximados de três funções: uma 
da forma kx?, outra da forma kx” e a terceira da forma kx?⁄. 
Identifique cada uma e dê uma estimativa de k em cada caso. 


Tabela Ex-12 

x | 0,25 | 0,37 | 21 4,0 5,8 6,2 7,9 9,3 
flo) | 640 | 197 | 1,08 | 0,156 |0,0513/0,0420/0,0203|0,0124 
g(x) 0,0312 |0,0684| 2,20 | 8,00 | 16,8 | 19,2 | 312 | 43,2 
h(x) | 0,250 | 0,450 | 6,09 | 16,0 | 27,9 | 30,9 | 444 | 56,7 


13-14 Esboce o gráfico da equação para n = 1, 3 e 5 em um sistema 


de coordenadas e para n = 2, 4 e 6 em outro sistema de coordena- 
das. Confira seu trabalho com um recurso gráfico. EE 


(2) == 1) 
(c) y= -3 + 2)!” 


13. (a) y= —x" (b) y= 2x” 


(b) y= =x” 


15. (a) Esboce o gráfico de y = ax? com a = +1, +2 e +3 em um 
único sistema de coordenadas. 
(b) Esboce o gráfico de y = x? + b com b = +1, +2 e +3 em 
um único sistema de coordenadas. 
(c) Esboce alguns membros típicos da família de curvas 
y=ax +b. 


14. (a) y=2x" 


16. (a) Esboce o gráfico de y = ax com a = +1, +2 e +3 em 
um único sistema de coordenadas. 


(b) Esboce o gráfico de y = /x + b com b = 1, +2 e +3 
em um único sistema de coordenadas. 
(c) Esboce alguns membros típicos da família de curvas 


y=avx+b». 


17-18 Esboce o gráfico da equação fazendo as transformações 
apropriadas no gráfico de uma função potência básica. Confira seu 
trabalho com um recurso gráfico. E 


17. (a) y=2Ax +17 (b) y=-3(x — 2) 


= 1 
Orn Oq 
18. (a) y=1-Vx+2 b) y=1-Sk+2 

5 
"Ia O= qr 


19. Esboce o gráfico de y = x? + 2x completando o quadrado e 


= . 2 2 
fazendo as transformações apropriadas no gráfico de y = x”. 


20. (a) Use o gráfico de y = /x para ajudar a esboçar o gráfico 
de y = y |x]. 
(b) Use o gráfico de y = */x para ajudar a esboçar o gráfico 


de y = Jp]. 


21. Conforme discutido nesta seção, a lei de Boyle estabelece que, 
a uma temperatura constante, a pressão P exercida por um gás 
está relacionada ao volume V pela equação PV = k. 

(a) Encontre as unidades apropriadas para a constante k 
se a pressão (que é força por unidade de área) for em 
newtons por metro quadrado (N/m?) e o volume, em 
metros cúbicos (m°). 

(b) Encontre k se o gás exercer uma pressão de 20.000 N/m? 
quando o volume for de 1 litro (0,001 m°). 

(c) Faça uma tabela que mostre as pressões para volumes de 
0,25; 0,5; 1,0; 1,5 e 2,0 litros. 

(d) Faça um gráfico de P versus V. 


22. Um fabricante de recipientes impermeabilizados de papelão 
para bebidas quer construí-los na forma de um paralelepípe- 
do fechado com base quadrada e capacidade de 1/10 litro 
(100 cm°). Dê uma estimativa para as dimensões do reci- 
piente que requer a menor quantidade de material para sua 
fabricação. 


23-24 Uma variável y se diz ser inversamente proporcional ao 
quadrado de uma variável x se y estiver relacionada com x por uma 
equação da forma y = k/x?°, em que k é uma constante não nula 
denominada constante de proporcionalidade. Essa terminologia é 
usada nestes exercícios. E 


23. De acordo com a lei de Coulomb, a força F de atração entre 
duas cargas pontuais positiva e negativa é inversamente pro- 
porcional ao quadrado da distância x entre elas. 

(a) Supondo que a força de atração entre as cargas seja de 
0,0005 newton quando a distância entre elas for de 0,3 me- 
tro, encontre a constante de proporcionalidade (com uni- 
dades apropriadas). 

(b) Encontre a força de atração das cargas pontuais quando 
elas estiverem a 3 metros uma da outra. 

(c) Faça um gráfico da força versus distância para as duas 
cargas. 


(d) O que acontece com a força se as partículas ficarem cada 
vez mais perto uma da outra? O que acontece se ficarem 
cada vez mais longe uma da outra? 


24. Segue a partir da Lei da Gravitação Universal de Newton que 
o peso P de um objeto, em relação à Terra, é inversamente pro- 
porcional ao quadrado da distância x entre o objeto e o centro 
da Terra, isto é, P = C/x?. 

(a) Supondo que um satélite meteorológico pese 900 kg na 
superfície da Terra e que a Terra seja uma esfera com raio 
de 6.400 km, ache a constante C. 

(b) Encontre o peso do satélite quando estiver 1.600 km acima 
da superfície da Terra. 

(c) Faça um gráfico do peso do satélite versus sua distância ao 
centro da Terra. 

(d) Há alguma distância do centro da Terra na qual o peso do 
satélite seja zero? Explique seu raciocínio. 


25-28 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


25. Cada curva da família y = 2x + b é paralela à reta y = 2x. 


26. Cada curva da família y = x? + bx + c é uma translação do 


gráfico de y = x°. 


27. Se uma curva passa pelo ponto (2, 6) e y é inversamente pro- 
porcional a x, então a constante de proporcionalidade é 3. 


28. As curvas da família y = —5 sen(Axx) têm amplitude 5 e pe- 
ríodo 2/ļA|. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


29. Combine a equação com seu gráfico na figura a seguir e 
determine as equações para as assíntotas verticais e hori- 


zontais. 

a ye Gya t 
x2—-x—2 x2-x—6 
2x4 4 

© y= a7 ®© y= 44 


Figura Ex-29 
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FJ30. Encontre uma equação da forma y = k/(x° + bx + c) cujo 


gráfico se adeque razoavelmente com o da figura abaixo. 
Confira seu trabalho com um recurso gráfico. 


Ay 


y> 


Figura Ex-30 


31-32 Encontre uma equação da forma y = D + A sen Bx ou 
y = D + A cos Bx para cada gráfico. E 


yxs 


af 


Fora de escala Fora de escala 


(a) (b) (c) 
Figura Ex-31 


Fora de escala 


Fora de escala 
(a) (b) (c) 
Figura Ex-32 


Fora de escala 


Fora de escala 


33. Em cada parte, encontre uma equação para o gráfico que 
tenha a forma y = yo + A sen (Bx — C). 


y 
6 y 
1º 3 
Ls x x 
Ls ao E Ls 
21 97 =l 
= 


T 


Fora de escala 
(a) (b) (c) 
Figura Ex-33 


Fora de escala Fora de escala 


34. Nos EUA, as tomadas elétricas padrão fornecem uma corrente 
elétrica senoidal com uma voltagem máxima de V = 120,2 
volts (V), a uma frequência de 60 hertz (Hz). Escreva uma 
equação que expresse V como uma função do tempo £, supondo 
que V = 0 set = 0. [Nota: 1 Hz = 1 ciclo por segundo.] 
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35-36 Encontre a amplitude e o período e esboce pelo menos dois surgem no estudo de vibrações e de outros movimentos perió- 
períodos do gráfico à mão. Confira seu trabalho com um recurso dicos. Expresse a equação 
gráfico. 


35. (a) y= 3 sen 4x 
x 
(c) y=2+cos (+) 
36. (a) y=—1 — 4 sen 2x 


(c) y = —4 sen E +27) 


437. Equações da forma 


(b) y =; cos(3x — x) 


x = 5V3 sen 27t + cos 27t 


(b) y= —2 cos mx 


na forma x = A sen(wt + 0) e use um recurso gráfico para confir- 
mar que ambas as equações têm o mesmo gráfico. 


38. Determine o número de soluções de x = 2 sen x e use um recur- 
so computacional ou gráfico para obter um valor aproximado 
dessas soluções. 


x = A, sen wt + A, cos œt 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.3 


1. par; ímpar; negativo 2. (-0, +00) 3. (a) [0,+0) (b) (~œ, +%) (c) (0,400) (d) (—%, 0)U (0, +%) 


4. (a) algébrica (b) polinomial 


(c) não algébrica (d) racional (e) racional 5. |A|; 27/|B| 


0.4 FUNÇÕES INVERSAS; FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Figura 0.4.1 


Na linguagem do dia a dia, o termo “inverter” tem a conotação de virar em sentido contrário. 
Por exemplo, em Meteorologia, uma inversão térmica é uma troca das propriedades de 
temperaturas usuais das camadas atmosféricas e, em Música, uma inversão melódica troca 
um intervalo ascendente pelo correspondente intervalo descendente. Em Matemática, o 
termo inverter é utilizado para descrever uma função que troca de volta o que uma outra 
Junção faz, ou seja, cada uma desfaz o efeito da outra. Nesta seção, discutiremos essa ideia 
matemática fundamental. Em particular, introduziremos as funções trigonométricas inversas 
para atacar o problema de recuperar um ângulo que possa ter produzido um certo valor de 
uma função trigonométrica. 


E FUNÇÕES INVERSAS 

A ideia de resolver uma equação y = f(x) em x como uma função de y, digamos x = g(y), 
é uma das mais importantes na Matemática. Às vezes, resolver essa equação é um processo 
simples; por exemplo, usando álgebra básica, a equação 


y=2+1 [y=70 


pode ser resolvida em x como uma função de y: 


x= y—1 x=g() 


A primeira equação é melhor para calcular y se x for conhecido, e a segunda é melhor para 
calcular x se y for conhecido (Figura 0.4.1). 

Nosso interesse fundamental nesta seção é identificar relações que possam existir en- 
tre as funções fe g quando uma função y = f(x) for expressa como x = g(y), ou ao contrário. 
Por exemplo, consideremos as funções f(x) = xX + 1 e g(y) = 4/y = I. Quando essas fun- 
ções forem compostas em qualquer ordem, uma cancela o efeito da outra, ou seja, 


ID = JFE) -1 = J-l 
fg0) = EDP+I=(9-1P+I=) 


Os pares de funções com essas duas propriedades são tão importantes que há uma terminolo- 
gia específica para elas. 


(1) 


ADVERTÊNCIA 


Se f é uma função, então o —1 no 
símbolo f~! sempre denota a inver- 
sa, e nunca um expoente; ou seja: 


f œ nunca significa 
Fx 


Os resultados no Exemplo 2 devem 
fazer sentido intuitivo, uma vez que 
as operações de multiplicar por 2 e 
por 4 em qualquer ordem cancelam 
uma o efeito da outra, da mesma 
forma que as operaçõs de elevar ao 
cubo e extrair a raiz cúbica. 
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0.4.1 DEFINIÇÃO Se as funções fe g satisfazem as duas condições 
g(f(x)) = x em cada x do domínio de f 


(20) = y em cada y do domínio de g 


dizemos que fe g são funções inversas uma da outra, ou então que f é uma inversa de g 
eg é uma inversa de f. 


Pode ser mostrado (Exercício 62) que, se uma função f tiver uma inversa, então essa 
inversa será única. Assim, se uma função f tiver uma inversa, teremos o direito de falar “da” 
inversa de f, caso em que passamos a denotá-la pelo símbolo f—!. 


> Exemplo 1 As contas feitas em (1) mostram que g(y) = 4y— 1 é a inversa de 
f(x) = xº + 1. Assim, podemos escrever g em notação de inversa como 


f'g)=V9-1 


e podemos escrever as equações na Definição 0.4.1 como 


(f(x) = x em cada x do domínio de f 


f(T!) = y em cada y do domínio de f7! 2) 


Referimo-nos a essas equações como as equações do cancelamento de fe f7!. «4 


E MUDANÇA DA VARIÁVEL INDEPENDENTE 


As fórmulas em (2) usam x como a variável independente de fe y como a variável indepen- 
dente de f”!. Embora muitas vezes seja conveniente utilizar variáveis diferentes para fe f7!, 
frequentemente é desejável utilizar a mesma variável independente para ambas. Por exemplo, 
se quisermos esboçar os gráficos de f e de f7! juntos no mesmo sistema de coordenadas xy, 
utilizaremos a mesma variável independente x e a mesma variável dependente y para ambas 
as funções. Assim, para esboçar o gráfico das funções f (x) = x? + 1 e fIgy)=Yy-—Ido 
Exemplo 1 no mesmo sistema de coordenadas xy, trocamos a variável independente y para x, 
usamos y como a variável dependente de ambas as funções e traçamos o gráfico das equações 


y=r+1 e y="Vx-—1 
Adiante nesta seção voltaremos a tratar de funções inversas, mas, para referência futura, 
apresentamos a seguinte reformulação das equações do cancelamento de (2) usando x como 
a variável independente de fe de f7!: 
FIF) = x em cada x do domínio de f 
3 
FETI) = x em cada y do domínio de f7! 8) 
> Exemplo 2 Confirme cada uma das seguintes afirmações: 
(a) A inversa de f(x) = 2x é f7! (x) = ix. 
(b) A inversa de f(x) = 2º Ef) = x!”. 
Solução (a) 
SIFE = 10x) = 5 
FEO) = f (3x) =2 (3x) == 
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Em geral, se f tem uma inversa e 
f(a) = b, então o procedimento no 
Exemplo 3 mostra que a = f~ !(b); 
ou seja, f~! leva cada saída de f de 
volta para a entrada correspondente 
(Figura 0.4.2). 


fo 


a 


Figura 0.4.2 Se fleva a para b, en- 


tão f7! leva b de volta para a. 


Uma maneira alternativa de obter 
uma fórmula para f—!(x) com x como 
variável independente é inverter os 
papéis de x e de y logo no início e, 
então, resolver a equação x = f(y) 
para y como função de x. 


Solução (b) 


FED =[""0)= (08) == 
IFT =) =P =x « 


> Exemplo 3 Sabendo que a função f tem uma inversa e que (3) = 5, encontre f~ !(5). 
Solução Aplicando f”! a ambos os lados da equação f(3) = 5, obtemos 
FEG) =1""(5) 


e agora aplicamos a primeira das equações de (3) para concluir que f7 !(5) = 3. < 


E DOMÍNIO E IMAGEM DE FUNÇÕES INVERSAS 
As equações em (3) implicam a seguinte relação entre os domínios e as imagens de fe def” !: 


domínio de f7! = imagem de f 


(4) 


imagem de f~! = domínio de f 


Uma maneira de mostrar que esses dois conjuntos são iguais é mostrar que cada um está 
contido no outro. Assim, podemos estabelecer a primeira igualdade em (4) mostrando que o 
domínio de f~! é um subconjunto da imagem de f e que a imagem de f é um subconjunto do 
domínio de f”!. Isso pode ser feito da seguinte maneira: a primeira equação em (3) implica 
que f~! está definido em f(x) com quaisquer valores de x do domínio de f, e isso implica que 
a imagem de f é um subconjunto do domínio de f~!. Reciprocamente, se x está no domínio 
de f”!, então a segunda equação em (3) implica que x está na imagem de f, por ser a imagem 
de f”!(x). Assim, o domínio de f7! é um subconjunto da imagem de f. Deixamos a prova da 
segunda equação de (4) como um exercício. 


E UM MÉTODO PARA ENCONTRAR FUNÇÕES INVERSAS 

No começo desta seção, observamos que a resolução de y = f(x) = x? + 1 em x como uma 
função de y produz x = f-!(y) = 4/y — 1.0 teorema seguinte mostra que isso não aconte- 
ceu por acaso. 


0.4.2 TEOREMA Se uma equação y = f(x) pode ser resolvida em x como uma função de 


y, digamos x = g(y), então f tem uma inversa, e essa inversa, é gy) =f"'Q). 


DEMONSTRAÇÃO Substituir y = f(x) em x = g(y) dá x = g(f(x)), que confirma a primeira 
equação da Definição 0.4.1, e substituir x = g(y) em y = f(x) dá y = f(g(y)), que confirma a 
segunda equação da Definição 0.4.1. m 


O Teorema 0.4.2 nos dá o seguinte procedimento para encontrar a inversa de uma função. 


Um Procedimento para Encontrar a Inversa de uma Função f 
Passo 1. Escreva a equação y = f(x). 
Passo 2. Se possível, resolva essa equação em x como função de y. 


Passo 3. A equação resultante será x = f”!(y), que fornece uma fórmula para f7! com 
variável independente y. 


Passo 4. Se y for aceitável como variável independente da função inversa, problema re- 
solvido; se quisermos ter x como variável independente, precisamos trocar x 
com y na equação x = f~ !(y) para obter y = f7 t(x). 
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> Exemplo 4 Encontre uma fórmula para a inversa de f(x) = 3x — 2 com variável in- 
dependente x e dê o domínio def. 


Solução Seguindo o procedimento dado anteriormente, começamos escrevendo 
y=v3x—2 


Em seguida, resolvemos essa equação em x como função de y: 


== 
1=302+2) 
e obtemos 
FO) =10"+2 (5) 


Como queremos que a variável independente seja x, trocamos x e y em (5) para obter a fórmula 
o =0 +29 (6) 


Sabemos, a partir de (4), que o domínio de f7! é a imagem de f. Em geral, isso não precisa ser 
igual ao domínio natural da fórmula para f”!. De fato, nesse exemplo, o domínio natural de (6) 
é dado por (—%, +20), enquanto a imagem de f(x) = 3x — 2 é [0, +90). Assim, se quisermos 
especificar o domínio de f~t, devemos dá-lo explicitamente reescrevendo (6) como 


F'O, 120 4 


E EXISTÊNCIA DE FUNÇÃO INVERSA 
O procedimento que acabamos de dar para encontrar a inversa de uma função foi baseado 
na resolução da equação y = f(x) em x como função de y. Esse procedimento pode falhar 
por duas razões: a função f pode não ter uma inversa, ou tem uma inversa, mas a equação 
y = f(x) não pode ser resolvida explicitamente em x como função de y. Assim, é impor- 
tante estabelecer condições que garantam a existência de uma inversa, mesmo se não for 
possível encontrá-la explicitamente. 

Se uma função f tem uma inversa, então ela deve associar saídas distintas a entradas 
distintas. Por exemplo, a função f (x) = x? não pode ter uma inversa porque associa o mes- 
mo valorax=2eax=-2,asaber, 


fD =fC2)=4 
Assim, se f(x) = x tivesse uma inversa, então a equação f (2) = 4 implicaria que f7 !(4) = 2 
e a equação f(—2) = 4 implicaria que f7 !(4) = —2. No entanto, isso é impossível, porque 


f”!(4) não pode ter dois valores diferentes. Outra maneira de ver que f(x) = x? não tem 


inversa é tentar encontrar uma inversa resolvendo a equação y = x? em x como função de 
y. Imediatamente nos deparamos com a equação x = +./y, que não expressa x como uma 
função bem definida de y. 

Uma função que associa saídas distintas a entradas distintas é denominada injetora, ou 
invertível. Pelo que acabamos de discutir, se uma função tem uma inversa, então ela deve ser 
injetora. A recíproca também é verdadeira, e estabelecemos o seguinte teorema: 


0.4.3 TEOREMA Uma função tem uma inversa se, e somente se, f é injetora. 


Algebricamente, isso significa que uma função é injetora se, e somente se, f (x1) # f %2) 
sempre que x, É x2; geometricamente, uma função é injetora se, e somente se, o gráfico de 
y = f(x) é cortado, no máximo, uma única vez por qualquer reta horizontal (Figura 0.4.3). 
Essa última afirmação, junto com o Teorema 0.4.3, produz o seguinte teste geométrico para 
determinar se uma função tem uma inversa. 
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Figura 0.4.3 


> 
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 
Figura 0.4.6 


A função f(x) = xº na Figura 0.4.5 é 
um exemplo de uma função crescen- 
te. Dê um exemplo de uma função 
decrescente e calcule sua inversa. 


Ay A) 
» =f(0) 
fa) y=f(x) 
| 
l fœ = f&a) 
fœ f | | 
| l | | 
| l | | 
| l i | | 
| | X | | $ 
> > 
xX X2 xy X2 
É injetora, uma vez que | Não é injetora, uma vez que 


fœ) + fa) sexr | fæ) = fa) ex +x 


0.4.4 TEOREMA (O Teste da Reta Horizontal) Uma função tem uma inversa se, e so- 


mente se, seu gráfico é cortado, no máximo, uma única vez por qualquer reta horizontal. 


> Exemplo 5 Use o teste da reta horizontal para mostrar que f(x) = x? não tem uma inver- 
sa, mas que f(x) = xX? tem. 

Solução A Figura 0.4.4 mostra uma reta horizontal que corta o gráfico de y = x? mais 
de uma vez, de modo que f(x) = x? não é invertível. A Figura 0.4.5 mostra que o gráfico 
de y = xº é cortado, no máximo, uma única vez por qualquer reta horizontal, de modo que 


FO) = xX é invertível. [Lembre, do Exemplo 2, que a inversa de f(x) = x é f a= x] «4 


Ay v=1 


va 


Figura 0.4.4 Figura 0.4.5 


> Exemplo 6 Explique por que a função cujo gráfico está na Figura 0.4.6 tem uma inversa 
e obtenha f~ !(3). 


Solução A função f tem uma inversa uma vez que seu gráfico passa pelo teste da reta ho- 
rizontal. Para calcular f~ !(3), consideramos f7 !(3) como aquele número x com o qual f(x) = 
3. A partir do gráfico, vemos que f (2) = 3; logo, f 1(3)=2. «4 


E FUNÇÕES CRESCENTES OU DECRESCENTES SÃO INVERTÍVEIS 

Uma função cujo gráfico está sempre crescendo quando percorrido da esquerda para a direita 
é denominada função crescente, e uma função cujo gráfico está sempre decrescendo quando 
percorrido da esquerda para a direita é denominada função decrescente. Se x, e x, são pontos 
do domínio de f, então f é crescente se 


F(x1) < f(x) sempre que x, < x2 


Os pontos (a, b) e (b, a) são 
reflexões por y = x. 


Figura 0.4.8 
Ay 


bao) 
( K 


/ N 


y=f a) Fá 


Os gráficos de fe de f~! são 
reflexões por y = x. 


Figura 0.4.9 


Ay 
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e fé decrescente se 
f&a) > f (x2) sempre que xı < x2 


(Figura 0.4.7). E geometricamente evidente que funções crescentes e decrescentes passam no 
teste da reta horizontal e, portanto, são invertíveis. 


A) A) 
Crescente Decrescente 


x,) < f(x,) sex, Xa À > f(x) sex <x | 
Figura 0.4.7 Fx) Fl, <s fœ fœ) X <X, 


E GRÁFICO DAS FUNÇÕES INVERSAS 


Nosso próximo objetivo é explorar a relação entre os gráficos de fe f”!. Com esse propósito, 
será desejável usar x como a variável independente para ambas as funções, para podermos 
comparar os gráficos de y = f (x) e y = f7 1%). 

Se (a, b) for um ponto no gráfico y = f(x), então b = f(a). Isso é equivalente à afirmativa 
de que a = f”!(b), a qual significa que (b, a) é um ponto no gráfico de y = f7 !(x). Em resumo, 
inverter as coordenadas de um ponto no gráfico de f produz um ponto no gráfico de f™!. Analo- 
gamente, inverter as coordenadas de um ponto no gráfico de f~! produz um ponto no gráfico de f 
(verifique). Contudo, o efeito geométrico de inverter as coordenadas de um ponto é refletir aque- 
le ponto pela reta y = x (Figura 0.4.8), portanto os gráficos de y = fœ) e y = f7! (x) são reflexões 
um do outro em relação a essa reta (Figura 0.4.9). Em resumo, temos o seguinte resultado. 


0.4.5 TEOREMA Se ftiver uma inversa, então os gráficos de y = f(x) e y = f7! (x) são 


reflexões um do outro em relação à reta y = x; isto é, cada um é a imagem espelhada do 
outro em relação âquela reta. 


> Exemplo 7 A Figura 0.4.10 mostra os gráficos das funções inversas discutidas nos 
Exemplos 2 e 4. «4 


y=2x 


Figura 0.4.10 
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E RESTRINGINDO DOMÍNIOS PARA A INVERTIBILIDADE 
Se uma função g for obtida a partir de uma função f pela imposição de restrições sobre o do- 
mínio de f, então diremos que g é uma restrição de f. Assim, por exemplo, a função 


p=. 1=0 


é uma restrição da função f(x) = x°. Mais precisamente, dizemos que g é a restrição de x° ao 
intervalo [0, +). 

Às vezes é possível criar uma função invertível a partir de uma função que não é inver- 
tível pela restrição apropriada do domínio. Por exemplo, já vimos que f(x) = x? não é inver- 
tível. Contudo, considere as funções restritas 


AG) =x, x>0 e Pl) =x, x<0 


A união dos gráficos dessas duas funções é o gráfico completo de f(x) = x? (Figura 0.4.11). 
Cada uma dessas funções restritas é injetora (portanto invertível), pois seu gráfico passa no 
teste da linha horizontal. Como ilustra a Figura 0.4.12, suas inversas são 


E= e B')=-vVx 


Figura 0.4.11 Figura 0.4.12 


E FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 

Um problema comum em Trigonometria é obter um ângulo x a partir de um valor conhecido 
de sen x, de cos x ou de alguma outra função trigonométrica. Lembre-se de que problemas 
desse tipo envolvem o cálculo de “funções arco”, tais como arc sen x, arc cos x e assim por 
diante. Vamos terminar esta seção estudando essas funções arco do ponto de vista de funções 
inversas gerais. 

As seis funções trigonométricas básicas não têm inversas pois seus gráficos se repetem 
periodicamente e, portanto, não passam no teste da reta horizontal. Para evitar esse problema, 
restringimos os domínios das funções trigonométricas para obter funções injetoras e depois 
definir as “funções trigonométricas inversas” como as inversas dessas funções restritas. A 
parte superior da Figura 0.4.13 mostra geometricamente como impor essas restrições a sen 
x, Cos x, tg xe sec x, e a parte inferior mostra o gráfico correspondente das funções inversas 


arc sen x, arc cos x, arc tg x, arc sec x 


1 


(que também poderiam ser denotadas por sen !x, cos™!x, tg !x, sec™!x, prática que não será 
adotada aqui). As inversas de cotg x e de cossec x são de menor importância e serão conside- 
radas nos exercícios. 


Capítulo 0 / Antes do Cálculo 45 


y arc sen x 


Figura 0.4.13 


Se o leitor encontrar dificuldades 
para visualizar a correspondência 
entre as partes superior e inferior da 
Figura 0.4.13, deve lembrar que uma 
reflexão pela reta y = x transforma 
retas verticais em retas horizontais e 
vice-versa, convertendo cortes com 
o eixo x em cortes com o eixo y e 
vice-versa. 


y= 


y= secx 


O<Sx<m, xA 


yx 


| 
L 
= 
| 

NIA 


y=arccosx y=arctgx y=arcsecx 


As definições formais seguintes resumem a discussão precedente. 


0.4.6 DEFINIÇÃO A função arco seno, denotada por arc sen, é definida como sendo a 
inversa da função seno restrita 


sen x, —x/2<x<7m/2 


0.4.7 DEFINIÇÃO A função arco cosseno, denotada por arc cos, é definida como sendo 
a inversa da função cosseno restrita 


Cos x, O<x<r 


0.4.8 DEFINIÇÃO A função arco tangente, denotada por arc tg, é definida como sendo 
a inversa da função tangente restrita 


tg x, —m/2<x<7m/2 


0.4.9 DEFINIÇÃO* A função arco secante, denotada por arc sec, é definida como sendo 
a inversa da função secante restrita 


sec x, 0 <x <x comx *7m/2 


* Não há um acordo universal sobre a definição de arc sec x, e alguns matemáticos preferem restringir o domínio de sec x de tal for- 
ma que 0 < x < 7/2 ou x < x < 37/2, definição usada em algumas edições anteriores deste livro. Cada definição tem vantagens e 
desvantagens, mas mudamos para a definição corrente por estar de acordo com a convenção usada pelos programas Mathematica, 
Maple e Sage. 
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xX 
a E 


Figura 0.4.14 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use o manual de seu recurso com- 
putacional para determinar como cal- 
cular inversas de senos, cossenos e 
tangentes e, então, confirme a Equa- 
ção (9) numericamente, mostrando 
que 


0,523598775598... 
1/6 


arc sen 0,5 


x 
X 
x 
X 


Se x = arc cos y for visto como um 
ângulo medido em radianos cujo cos- 
seno é y, em qual quadrante pode 
estar x? Responda à mesma questão 
para 


x=arctgy e x= arc sec y. 


A Tabela 0.4.1 resume as propriedades básicas das funções trigonométricas inversas 
que vimos. O leitor deve confirmar que os domínios e imagens listados nessa tabela são con- 
sistentes com os gráficos mostrados na Figura 0.4.13. 


Tabela 0.4.1 
PROPRIEDADES DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


FUNÇÃO DOMÍNIO IMAGEM RELAÇÕES BÁSICAS 

arc sen [-1,1] [-7/2, 7/2] arc sen(senx) =x se -7/2 < x < 7/2 
sen(arc sen x)= xse—l<x<1 

arc cos [-1, 1] [0, 7] arc cos(cos x) =xse0<x<7 
cos(arc cos x) =xse—l<x<1 

arc tg [—%, +00] (=7/2, 7/2) arc tg(tg x) = x se-7/2<x<7/2 
tg(arc tg x) = x se —% < x < +% 

arc sec (—%, —1] [1, +00) [0, 7/2) U (7/2, 7] arc sec(sec x) = xse 0 <x <m, x#rm/2 


sec(arc sec x) = x se |x| > 1 


E CALCULANDO FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Um problema comum em Trigonometria é encontrar um ângulo cujo seno seja conhecido. 
Por exemplo, podemos querer encontrar um ângulo x medido em radianos, tal que 


sen x = 4 (7) 
e, mais geralmente, para um dado valor de y no intervalo —1 < y < 1 podemos querer resol- 
ver a equação 

sen x= y (8) 


Como sen x repete-se periodicamente, tais equações têm uma infinidade de soluções em x; 
entretanto, se resolvermos essa equação como 


x = arc sen y 


então isolamos a solução específica que está no intervalo [—77/2, 7/2], uma vez que essa é a va- 
riação da inversa do seno. Por exemplo, a Figura 0.4.14 mostra quatro soluções da Equação (7), a 
saber, —117/6, —77/6, 7/6 e 57/6. Uma delas, 7/6, é a solução no intervalo [— 7/2, 7/2], logo 


arc sen (5) = 1/6 (9) 


Em geral, se considerarmos x = arc sen y como um ângulo medido em radianos cujo 
seno é y, então a restrição —7/2 < x < 7/2 impõe a exigência geométrica de que o ângulo x 
em posição padrão esteja no primeiro ou no quarto quadrantes, ou em um dos eixos adjacen- 
tes a esses quadrantes. 


> Exemplo 8 Encontre os valores exatos de 


(a) arc sen(1//2) (b) arc sen (—1) 


por inspeção e confirme numericamente seus resultados usando um recurso computacional. 


Solução (a) Comoarc sen (1/+/2) > 0, podemos ver x = arc sen (1//2) como aquele ângu- 
lo no primeiro quadrante tal que sen x = 1/ J2. Assim, arc sen (1/ 42) = 7/4. Podemos con- 
firmar isso com um recurso computacional, mostrando que arc sen (1/2) = 0,785 = 7/4. 


Solução (b) Como arc sen (—1) < 0, podemos ver x = arc sen (—1) como aque- 
le ângulo no quarto quadrante (ou um eixo adjacente) tal que sen x = —1. Assim, 
arc sen (—1) = — 7/2. Podemos confirmar isso com um recurso computacional, mostrando 
que arc sen (—1) ~ —1,57 ~ —7/2. 4 


DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


Não se ganha nada memorizando 
essas identidades; o importante é 
compreender o método que foi usado 
para obtê-las. 


(a) 
Figura 0.4.15 


OBSERVAÇÃO 
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A maioria das calculadoras não tem um método direto para calcular a inversa da secante. Em tal situação, a 
identidade 


arc sec x = arc cos (1/x) (10) 
é útil (Exercício 50). Use essa fórmula para mostrar que 
arc sec (2,25) œ~ 1,11 e arc sec (—2,25) ~ 2,03 


Se você tiver um recurso computacional (tal como um CAS) que possa encontrar arc sec x diretamente, use-o 
para conferir esses valores. 


E IDENTIDADES PARA FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 

Se interpretamos arc sen x como um ângulo medido em radianos cujo seno é x, e se esse ân- 
gulo for não negativo, então podemos representar arc sen x geometricamente como um ân- 
gulo em um triângulo retângulo no qual a hipotenusa tem comprimento 1 e o lado oposto ao 
ângulo de arc sen x, comprimento x (Figura 0.4.15a). Além disso, o ângulo sem indicação na 
Figura 0.4.15a é igual a arc cos x, pois o cosseno daquele ângulo é x e o lado sem indicação 
daquela figura tem comprimento y 1 — x? pelo Teorema de Pitágoras (Figura 0.4.15b) Esse 
triângulo motiva várias identidades úteis, envolvendo funções trigonométricas inversas que 
valem com —1 < x < 1. Por exemplo: 

T 


arc sen x + arc cos x = 5 (11) 


cos (arc sen x) = y 1 — x? (12) 
sen (arc cos x) = y 1 — x? (13) 


tg (arc sen x) = -e (14) 


vl—x? 


Analogamente, arc tg x e arc sec x podem ser representadas como ângulos dos triângulos re- 
tângulos mostrados nas Figuras 0.4.15c e 0.4.15d (verifique). Esses triângulos revelam mais 
identidades úteis, por exemplo: 


sec (arc tgx) = y 1 + x? (15) 
yx? —1 
x 


sen (arc sec x) = 


(x 21) (16) 


(c) (d) 


A técnica do triângulo nem sempre produz a forma mais geral de uma identidade. Por exemplo, no Exercício 61 pe- 
dimos para o leitor deduzir a seguinte extensão da Fórmula (16) que é válida tanto para x < — 1 quanto para x > 1: 


yx? -1 


sen (arc sec x) = ——— ý (|x|> 1) a7) 


lx] 


A partir da Figura 0.4.13, observe que as inversas do seno e da tangente são funções 
ímpares; isto é, 


arc sen (~x) = — arc senx e arctg(-x)=—arctg x (18-19) 
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> Exemplo 9 A Figura 0.4.16 mostra um gráfico gerado por computador da função 
y = arc sen (sen x). Seria possível pensar que esse gráfico deva ser a reta y = x, uma vez 
que arc sen (sen x) = x. Por que isso não acontece? 


Solução A relação arc sen (sen x) = x é válida no intervalo — 7/2 < x < 7/2; logo, podemos 
dizer, com certeza, que os gráficos de y = arc sen (sen x) e y = x coincidem nesse intervalo (o 
que é confirmado pela Figura 0.4.16). Contudo, fora desse intervalo, a relação arc sen (sen x) = 
x não precisa ser válida. Por exemplo, se x estiver no intervalo 7/2 < x < 37/2, então a quan- 
tidade x — 7 estará no intervalo — 7/2 < x < 7/2 e, portanto, 


arc sen [sen (x — m)])=x— 7 
Assim, usando a identidade sen (x — 7) = — sen x e o fato de que arc sen é uma função ímpar, 
podemos expressar arc sen (sen x) como 
arc sen (sen x) = arc sen[— sen(x — 77)] = —arc sen[sen(x — x)|] = —(x — x) 


Isso mostra que, no intervalo 7/2 < x < 37/2, o gráfico de y = arc sen (sen x) coincide com a reta 
y = — (x — 7), que tem inclinação — 1 e um corte no eixo x em x = x, o que está de acordo 
com a Figura 0.4.16. < 


Figura 0.4.16 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.4 (Ver página 52 para respostas.) 


1. Em cada parte, determine se a função fé injetora. 
(a) f(t) é o número de pessoas na fila de um cinema no instan- 


te de tempo t. 


4. Em cada parte, determine o valor exato sem utilizar recursos 
computacionais. 
(a) arc sen (— 1) = 


(b) f(x) é a temperatura máxima medida (arredondada até o (b) arc tg (1) = 
°C mais próximo) em uma cidade no x-ésimo dia do ano. (c) arc sen G 3 ) = 
(c) f(v) éo peso de v centímetros cúbicos de chumbo. (d) are cos (1) — 
2. Um estudante digita um número em uma calculadora, toma (e) arc sec (—2) = 
o dobro, soma 8 ao resultado, divide a soma por 2, subtrai 3 5. Em cada parte, determine o valor exato sem utilizar recursos 


do quociente e, então, toma o cubo da diferença. Se o número 
resultante for x, então o número original digitado pelo estu- 


dante foi 


3. Se (3, —2) é um ponto no gráfico de uma função f ímpar inver- 


tível, então e 


computacionais. 

(a) arc sen (sen 7/7) = 
(b) arc sen (sen 57/7) = 
(c) arc tg (tg 137/6) = 


são pontos no gráfico (d) arc cos (cos 127/7) = 


de fr. 


EXERCÍCIOS 0.4 [5] Recurso Gráfico 


1. Em (a)-(d), determine se fe g são funções inversas. 
(a) fa = 4 8) =1x 
b) H)=3x+ 1, g0)=3x— 1 
(O) fæ) = Jx, ga) =x +2 
() FO) =at, ga) = Yx 


« Verifique suas respostas para o Exercício 1 com um recurso 


gráfico computacional, determinando se os gráficos de fe g 
são reflexões um do outro em relação à reta y = x. 


. Em cada parte, use o teste da reta horizontal para determinar se 


a função f é injetora. 


(a) fo) = 3x +2 
(c) fœ) = |x] 
(e) fœ) =x- 2x+2 


b) fo)=vx—1 

(d) fo)=% 

(© F@) = sen x 

Em cada parte, gere o gráfico da função f com um recurso grá- 


fico computacional e determine se f é injetora. 
(a) fæ&=r-3x+2 (b) f= r 3+ 3x 1 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5. Em cada parte, determine se a função f definida pela tabela 
é injetora. 


(a) 


5 1 2/3 4 5 6 


fo -2 | -1] 0 1 2 3 
(b) | 


X 1 213 


Re 4/9 6 |3/1 4 


6. A face de um relógio quebrado caiu inteira no plano xy com 
o centro do relógio na origem e as 3 horas na direção do 
eixo x positivo. Quando o relógio quebrou, a ponta do pon- 
teiro das horas parou no gráfico de y = f(x), onde f é uma 
função que satisfaz f(0) = 0. 

(a) Existem algumas horas do dia que não podem ocorrer 
em uma tal configuração? Explique. 

(b) Como é afetada sua resposta a (a) se f deve ser uma 
função invertível? 

(c) Como são afetadas suas respostas a (a) e (b) se foi a pon- 
ta do ponteiro dos minutos que parou no gráfico de f? 


7. (a) A figura abaixo mostra o gráfico de uma função f sobre 
seu domínio —8 < x < 8. Explique por que f tem uma 
inversa e use o gráfico para encontrar f—!(2),f(—1) e 
10). 

(b) Encontre o domínio e a imagem de f-!. 
(c) Esboce o gráfico de f7!. 


2 
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0123456768 
Figura Ex-7 


8. (a) Explique por que a função f, cujo gráfico está na figura 
abaixo, não tem inversa em seu domínio —3 < x < 4. 
(b) Subdivida o domínio em três intervalos adjacentes so- 
bre cada um dos quais a função f tem uma inversa. 


Figura Ex-8 
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9-16 Encontre uma fórmula para f!(x). E 


1 
1 


12. fœ) = 4x +2 
14. fÆ =5/@+ 1), x> 0 


9. f)=7x—6 


10. fœ) = 
Ta 

11. f =328 -5 

13. f()=3/%, x<0 


15. f&) = 5/2-x, x<2 
. fœ = 1/x, x>2 
2x, x<0 
16. = 
6. 16) e > 0 


17-20 Encontre uma fórmula para f-!(x) e dê o domínio da 
função f—!. E 


17. f= (142), x>0 
18. fx) =x +3 
20. fœ) =x- 5x, x>1 


19. f(x) = -v43 — 2x 


21. Seja f(x) = ax? + bx + c, coma > 0. Encontre f~! se o domí- 
nio de f for restrito a 


(a) x> — b/Qa) (b) x< — b/(2a) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


22. A fórmula F = 2C + 32, com C > —273,15, expressa a 
temperatura em Fahrenheit F como uma função da tempe- 
ratura em Celsius C. 

(a) Encontre uma fórmula para a função inversa. 
(b) Descreva em palavras o significado da função inversa. 
(c) Encontre o domínio e a imagem da função inversa. 


23. (a) Um metro é aproximadamente 6,214 x 1074 milhas. 
Encontre uma fórmula y = f(x) que expresse o compri- 
mento x em metros como uma função de mesmo com- 
primento y em milhas. 

(b) Encontre uma fórmula para a função inversa de f. 
(c) Em termos práticos, o que significa a fórmula x = f~ !(y)? 


24. Sejam f(x) =x, x > 1eg(x) = sx. 
(a) Mostre que fls) =x, x >l e g(fŒ&)) =x, x> 1. 
(b) Mostre que fe g não são inversas uma da outra provan- 
do que os gráficos dessas funções não são reflexões um 
do outro em relação à reta y = x. 
(c) As partes (a) e (b) se contradizem? Explique. 


25. (a) Mostre que f(x) = (3 — x)/(1 — x) é a sua própria 
inversa. 
(b) O que o resultado de (a) diz sobre o gráfico de f ? 


26. Esboce o gráfico de uma função que é injetora em 
(—00, +00), embora não crescente em (—%, +00) e não de- 
crescente em (—%, +00). 


27. Seja f(x) = 2x) + 5x + 3. Encontre x se f(x) = 1. 
3 


28. Seja f(x) = 2. Encontre x sef ig) = 2. 
x2+1 
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29. Prove que, se a? + bc 0, então o gráfico de 


é simétrico em relação à reta y = x. 


30. (a) Prove que, se fe g forem injetoras, então a composição 
fo g também o é. 
(b) Prove que, se fe g forem injetoras, então 


fog! =g of 
31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 
31. Se f for uma função invertível tal que f(2) = 2, então 
ID =. 
32. Sefe g forem funções inversas, então fe g têm o mesmo domínio. 
33. Uma função injetora é invertível. 


34. A imagem da função arco tangente é o intervalo —7/2 < y < 
m/2. 


35. Dado que 6 = arc tg (5). encontre os valores exatos de sen 6, 
cos 6, cotg 0, sec 0 e cossec 6. 


36. Sabendo que 0 = arc sec 2,6, encontre o valor exato de sen 6, 
cos 6, tg 0, cotg 6 e cossec 6. 


37. Com quais valores de x é verdade que: 
(a) arc cos (cos x) = x (b) cos (arc cos x) = x 
(c) arc tg (tgx) =x (d) tg (arc tg x) =x 


38-39 Encontre o valor exato da quantidade dada. E 


38. sec [arc sen (—5)] 39. sen [2 arc cos (5)] 


40-41 Complete as identidades usando o método do triângulo 
(Figura 0.4.15). E 


40. (a) sen (arc cos x) = ? 
(c) cossec (arc tg x) = ? 


(b) tg (arc cos x) = ? 
(d) sen (arc tg x) = ? 


41. (a) cos (arc tg x) = ? 
(c) sen (arc sec x) = ? 


(b) tg (arc cos x) = ? 
(d) cotg (arc sec x) = ? 


42. (a) Use um recurso gráfico computacional ajustado para medir 


radianos para fazer tabelas dos valores de y = arc sen x e 
y = arc cos x com x = — 1; — 0,8; —0,6;...; 0; 0,2;...; 1. Ar- 
redonde suas respostas para duas casas decimais. 

(b) Plote os pontos obtidos em (a) e use-os para esboçar os grá- 
ficos de y = arc sen x e y = arc cos x. Confirme que seus 
esboços estão de acordo com aqueles da Figura 0.4.13 

(c) Use seu recurso computacional para fazer o gráfico 
y = arc sen x e y = arc cos x; confirme que os gráficos 
estão de acordo com aqueles da Figura 0.4.13. 


43. 


Em cada parte, esboce o gráfico e verifique seu trabalho com 


um recurso gráfico computacional. 
(a) y = arc sen 2x (b) y=arctg ix 


44. A leidos cossenos afirma que 


e =&@ + b? — 2ab cos 0 


onde a, b e c são os comprimentos dos lados de um triângulo e 
0 é o ângulo formado pelos lados a e b. Obtenha 9, até o grau 
mais próximo, para o triângulo com a = 2, b = 3 e c = 4. 


45-46 Use um recurso computacional para aproximar a solução da 
equação. Quando forem usados radianos, expresse sua resposta com 
quatro casas decimais; quando forem usados graus, expresse-a até o 
décimo de grau mais próximo. [Nota: Em cada parte, a solução não 
está na imagem da função trigonométrica inversa pertinente.] E 


45. (a) sen x= 0,37, 7/2 < x< x7 
(b) sen 0 = —0,61, 180° < 6 < 270º 


46. (a) cos x= —0,85, m < x< 3x/2 
(b) cos 8 = 0,23, —90° < 0 < 0° 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. (a) Use um recurso computacional para calcular o valor de 
arc sen (arc sen 0,25) e arc sen (arc sen 0,9) e explique 
o que pode estar acontecendo no segundo cálculo. 
(b) Com quais valores de x no intervalo —1 < x < 1 seu re- 
curso computacional produz um valor real para a fun- 
ção arc sen(arc sen x) ? 


48. Um jogador de futebol chuta uma bola com uma velocidade 
inicial de 14 m/s em um ângulo 6 com o plano horizontal 
(ver figura abaixo). A bola cai no chão a uma distância de 
18 m depois do chute. Se a resistência do ar for desprezada, 
então a bola terá uma trajetória parabólica e o alcance hori- 
zontal R será dado por 


v2 
R = — sen 20 
8 


onde v é a velocidade inicial da bola e g é a aceleração da 
gravidade. Usando g = 9,8 m/s”, aproxime dois valores de 
0, até o grau mais próximo, segundo os quais a bola poderia 
ter sido chutada. Qual ângulo resultaria em um tempo me- 
nor de permanência no ar? Por quê? 


Figura Ex-48 


49-50 A função arc cotg x é definida como sendo a inversa da 
função cotangente restrita 


cotgx, O<x<r 
e a função arc cossec x é definida como sendo a inversa da fun- 


ção cossecante restrita 


cossec x, —m/2<x<7r/2, x+0 


Use essas definições em todos os exercícios subsequentes que 
envolverem essas funções. M 


49. (a) Esboce os gráficos de arc cotg x e arc cossec x. 
(b) Obtenha o domínio e a imagem de arc cotg x e de 
arc cossec x. 


50. Mostre que 


arc tg (1/x), sex > 0 
(a) arc cotg x = 
m + arc tg (1/x), sex <0 
1 
(b) arc sec x = arc cos —, seļx|>1 
x 
1 
(c) arc cossec x = arc sen —, selx|>1 
X 


51. 


52. 


53. 


A maioria das calculadoras científicas tem teclas somente para 
os valores de arc sen x, arc cos x e arc tg x. As fórmulas no 
Exercício 50 mostram como uma calculadora pode ser usada 
para obter os valores de arc cotg x, arc sec x e arc cossec x com 
valores positivos de x. Use essas fórmulas e uma calculadora 
para encontrar os valores numéricos para cada uma das funções 
trigonométricas inversas seguintes. Expresse suas respostas em 
graus, arredondados para o décimo de grau mais próximo. 

(a) arc cotg 0,7 (b) arc sec 1,2 (c) arc cossec 2,3 


Um satélite de observação terrestre tem sensores de horizonte 
que podem medir o ângulo 6 mostrado na figura abaixo. Seja R 
o raio da Terra (supostamente esférica) e h a distância entre o 
satélite e a superfície da Terra. 
R 
(a) Mostre que O = RER 
(b) Obtenha 0 até o grau mais próximo para um satélite que 
está a 10.000 km da superfície (use R = 6.378 km). 


Terra 


Figura Ex-52 


O número de horas de claridade em um dado dia e em um dado 
ponto na superfície terrestre depende da latitude À do ponto, do 
ângulo y através do qual a Terra moveu-se em seu plano orbital 
durante o período de tempo a partir do equinócio do outono (21 
de março) e do ângulo de inclinação ø do eixo de rotação da Ter- 
ra, medido a partir da eclíptica para o norte (ø = 23,45º). O nú- 
mero de horas de claridade h pode ser aproximado pela fórmula 


24, D>1 
h= 12 + 4 arc sen D, ID] <1 
0, D < —1 
em que 
sen ġ sen y tg À 
D= ġ sen y tg 


V 1— sen? q sen? y 


e arc sen D é medido em graus. Dado que Fairbanks, no Alaska, 

está localizada à latitude de À = 65° N e também que y = 90º 

em 20 de junho e y = 270° em 20 de dezembro, aproxime 

(a) o número máximo de horas de claridade em Fairbanks 
com uma casa decimal; 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
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(b) o número mínimo de horas de claridade em Fairbanks com 
uma casa decimal. 


Fonte: Este problema foi adaptado de TEAM, A Path to Applied Mathema- 
tics. The Mathematical Association of America, Washington, D.C., 1985. 


Uma câmera está posicionada a x pés da base de uma ram- 
pa de lançamento de mísseis (ver figura a seguir). Se o míssil 
de comprimento a pés for lançado verticalmente, mostre que 
quando a base do míssil estiver b pés acima das lentes da câ- 
mera o ângulo 6 subentendido nas lentes pelo míssil é 


(É 
arc co 
+b b 


X 
0 = arc cot 
a 


Y 


x 


|< x 
Câmera 


>| 
Rampa de lançamento Figura Ex-54 


Um avião está voando a uma altura constante de 3.000 pés aci- 
ma da água, a uma velocidade de 400 pés/s. O piloto deve sol- 
tar um pacote de sobrevivência que deve cair na água em um 
ponto P conhecido. Se a resistência do ar for desprezada, então 
o pacote irá seguir uma trajetória parabólica, cuja equação em 
relação ao sistema de coordenadas na figura abaixo é 


E 2 


onde g é a aceleração da gravidade e v é a velocidade do 
avião. Usando g = 32 pés/s”, encontre o ângulo 0 da “linha 
de visão” até o grau mais próximo que resultará no pacote 
atingindo o alvo. 


Ay 


Trajetória 
parabólica 
do objeto 


li 


3.000 pés 
| 
> 
P Figura Ex-55 
Prove: 
(a) arc sen (—x) = — arc sen x 


(b) arc tg (—x) = — arc tg x 
Prove: 
(a) arc cos (—x) = 7 — arc cos x 


(b) arc sec (—x) = 7 — arc sec x 


Prove: 
(a) arc sen x = arc tg ce a (x| < 1) 
y1—x? 
(b) arc cos x= 2 arc tg (x| < 1). 
2 1—-x 
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59. Prove: 60. Use o resultado do Exercício 59 para mostrar que 
(a) arctgi +arctgl = 7/4 
o x+)y se a 
arc tg x + arc tg y = arc tg RE (b) Zarctgi+arctg; = 7/4 


61. Use as identidades (10) e (13) para obter a identidade (17). 


desde que —77/2 < arc tg x + arc tg y < 7/2. [Sugestão: Use 


uma identidade para tg (a + £).] 


62. Prove que uma função injetora f não pode ter duas inversas di- 
ferentes. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.4 


1. (a) não é injetora (b) não é injetora (c) é injetora 2 %x-1 3.(—2, 23); (2,—3) 4(a)-m/2 (b)r/4 (c)m/3 (d)m/3 (e)27/3 
5.(a)7/7 (b)27/7 (c)m/6 (d)27/7 


0.5 FUNÇÕES EXPONENCIAIS E LOGARÍTMICAS 


Quando os logaritmos foram introduzidos como uma ferramenta computacional no 
século XVII, eles forneceram aos cientistas daquela época um poder de cálculo até então 
inimaginável. Embora os computadores e as calculadoras tenham substituído as tabelas 
logarítmicas em cálculos numéricos, as funções logarítmicas têm aplicações de longo 
alcance na Matemática e nas ciências. Nesta seção, vamos rever algumas propriedades de 
exponenciais e logaritmos e utilizaremos nosso estudo de funções inversas para desenvolver 
resultados sobre funções exponenciais e logarítmicas. 


E EXPOENTES IRRACIONAIS 


Lembre-se da Algebra, em que as potências inteiras não nulas de um dado número real não 
nulo b são definidas por 


1 
b"=bxbx:::xb e b”=— 
n fatores b” 
e b? = 1 se n = 0. Além disso, se p/q é um número racional positivo dado em forma irredu- 
tível, então 


1 
bra = Ybr = (Y/b)P e b4 = — 
bP/q 
Se b for negativo, então algumas potências fracionárias de b terão valores imaginários, como, 
por exemplo, a quantidade (-2)!2 = „Z2. Para evitar essa complicação, passamos a supor 
em toda esta seção que b > 0, mesmo se isso não for explicitado. 
Existem vários métodos para definir potências irracionais, tais como 
2”, 312, T 
Uma abordagem consiste em definir as potências irracionais de b por meio de aproximações 
sucessivas usando potências racionais de b. Por exemplo, para definir 27, considere a repre- 
sentação decimal de 7r: 


3,1415926... 


A partir dessa representação decimal, podemos formar uma sequência de racionais que ficam 
cada vez mais próximos de 7, a saber: 


3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159 
e dessa sequência podemos formar uma sequência de potências racionais de 2: 
931. 9314, 93141. 931415,  53,14159 


Tabela 0.5.1 

ba 2: 
3 8,000000 
31 8,574188 
3,14 8,815241 
3,141 8,821353 
3,1415 8,824411 
3,14159 8,824962 


3,141592 8,824974 
3,1415926 8,824977 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use uma calculadora para conferir os 
resultados da Tabela 0.5.1 e, então, 
confira (1) usando a calculadora para 
calcular 2” diretamente. 
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Como os expoentes dos termos dessa sequência se aproximam cada vez mais de x, parece 
razoável que os próprios termos também se aproximem sucessivamente de algum número. É 
esse o número que definimos como sendo 27. Isso está ilustrado na Tabela 0.5.1, que construí- 
mos usando uma calculadora. A tabela sugere que, até a quarta casa decimal, o valor de 27 é 


27 = 8,8250 (1) 


Com essa noção de potências irracionais, observamos, sem provar, que as seguintes leis 
de exponenciação familiares valem com todos os valores reais de p e de q: 
bP 


bPbI = bra, 7 = br, (b”)º = bP9 


E A FAMÍLIA DE FUNÇÕES EXPONENCIAIS 


Uma função da forma f(x) = b*, em que b > 0, é denominada função exponencial de base b. 
Alguns exemplos são: 


fo=” fod=(. fŒ = 


Note que uma função exponencial tem uma base constante e um expoente variável. Assim, 
funções tais como f(x) = x? e f(x) = x” não seriam classificadas como funções exponenciais, 
uma vez que têm uma base variável e um expoente constante. 

Como pode ser visto na Figura 0.5.1, o gráfico de y = b" tem uma de três formas gerais, 
dependendo do valor de b. O gráfico de y = b* tem as seguintes propriedades: 


e O gráfico passa pelo ponto (0, 1), pois b? = 1. 


e Seb > 1, o valor de b* cresce com x crescente. Percorrendo o gráfico de y = b* da es- 
querda para a direita, os valores de b* crescem indefinidamente. Percorrendo o gráfi- 
co da direita para a esquerda, os valores de b* decrescem em direção a zero, sem nunca 
atingir zero. Assim, o eixo x é uma assíntota horizontal do gráfico de b”. 


e Se0<b< 1, o valor de b* decresce com x crescente. Percorrendo o gráfico de y = b* 
da esquerda para a direita, os valores de b* decrescem em direção a zero, sem nunca 
atingir zero. Assim, o eixo x é uma assíntota horizontal do gráfico de b*. Percorrendo o 
gráfico da direita para a esquerda, os valores de b* crescem indefinidamente. 


e Seb = 1, então o valor de b* é constante. 


Os gráficos de alguns membros típicos da família de funções exponenciais aparecem na 
Figura 0.5.2. Essa figura mostra que o gráfico de y = (1/b)" é a reflexão do gráfico de y = b* 
em torno do eixo y. Isso ocorre pois, substituindo x por —x na equação y = b”, obtemos 


y=b"=(1/bY 


A figura também dá a entender que, quanto maior a base b > 1, mais rapidamente a função 
f(x) = b* cresce com x > 0. 


y=b* y=b” ( 


(0<b<1) Ay (b>1) yr (3) E 10% 3% 2% 


Im 


xX 
> 


— -2 -1 1 2 


Figura 0.5.1 Figura 0.5.2 A família y = b* (b > 0) 
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Cálculo 


O domínio e a imagem da função exponencial f(x) = b* também podem ser obtidos 
examinando a Figura 0.5.1: 


e Seb > 0, então f(x) = b* está definido e tem um valor real em cada valor real de x, de 
modo que o domínio natural de cada função exponencial é (—%, +00), 


e Seb > 0eb + 1, então, como já foi observado, o gráfico de y = b” cresce indefini- 
damente quando for percorrido num sentido e decresce em direção a zero, sem nun- 
ca atingir zero, quando for percorrido no sentido oposto. Isso implica que a imagem de 
FO) = b* é (0, +00)*. 


> Exemplo 1 Esboce o gráfico da função f(x) = 1 — 2* e encontre seu domínio e imagem. 


Solução Comece com o gráfico de y = 2*. Reflita esse gráfico no eixo x para obter o 
gráfico de y = —2*, depois translade o gráfico obtido uma unidade para cima para obter o 
gráfico de y = 1 — 2* (Figura 0.5.3). A reta tracejada na terceira parte da Figura 0.5.3 é uma 
assíntota horizontal do gráfico. Deve ficar claro, a partir do gráfico, que o domínio de f é 
(—o0, +) e a imagem é (— o, 1). < 


yx 


y= -2 
Figura 0.5.3 


E A FUNÇÃO EXPONENCIAL NATURAL 


O uso da letra e é uma homenagem 


Dentre todas as bases possíveis para as funções exponenciais, há uma em particular que de- 


ao matemático suíço Leonhard Euler sempenha um papel especial no Cálculo. Essa base, denotada pela letra e, é um certo número 
(biografia à página 3), ao qual é cre- irracional cujo valor até a sexta casa decimal é 

ditado o reconhecimento da importân- 

cia matemática dessa constante. e X 2,7118282 (2) 


Essa base é importante no Cálculo porque, como veremos adiante, b = e é a única base com 
a qual a inclinação da reta tangente** à curva y = b* em qualquer ponto P da curva é igual à 
coordenada y do ponto P. Assim, por exemplo, a reta tangente a y = e* em (0, 1) tem inclina- 
ção igual a 1 (Figura 0.5.4). 
Ay y= A função f(x) = e* é denominada função exponencial natural. Para simplificar a ti- 
pografia, a função exponencial natural também é dada por exp(x), caso em que a relação 


+ — Me? seria expressa por 


Inclinação = 1 
(0, 1) exp(x + x2) = exp(x1) exp(x2) 


Figura 


0.5.4 A reta tangente ao 


gráfico de y = e“ em (0, 1) tem incli- 


nação 1. 


* Estamos supondo, sem demonstrar, que o gráfico de y = b* seja uma curva sem quebras, lacunas ou buracos. 


** A definição precisa de reta tangente será discutida adiante. Por enquanto, basta a intuição do leitor. 


DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


Os logaritmos com base 10 são deno- 
minados logaritmos comuns e, mui- 
tas vezes, são escritos sem referên- 
cia alguma à base. Assim, o símbolo 
log x em geral significa logiox. 
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O recurso computacional do leitor deve ter comandos ou teclas para aproximar e e traçar o gráfico da função 
exponencial natural. Leia seu manual para ver como fazer isso e use o recurso para confirmar (2) e gerar os 
gráficos das Figuras 0.5.2 e 0.5.4. 


A constante e também aparece no contexto do gráfico da equação 


1\* 
X 


Como mostramos na Figura 0.5.5, y = e é uma assíntota horizontal desse gráfico. Disso de- 
corre que o valor de e pode ser aproximado com a precisão desejada calculando (3) com x 
suficientemente grande em valor absoluto (Tabela 0.5.2). 


(3) 


Tabela 0.5.2 
APROXIMAÇÕES DE e POR (1 + 1/x)* 
A) COM VALORES CRESCENTES DE x 
6H Eq 
sl n x melo (1+ 1) 
ih SE (1 $ 2) 1 2 =:2,000000 
gl. y=e 10 1,1 2,593742 
ale 5 100 1,01 2,704814 
i RS 1000 1,001 2,716924 
a E E EE E E, poy go ppp É 10.000 1,0001 2,718146 
Te A E e ns 7 100.000 1,00001 2,718268 
Figura 0.5.5 1.000.000 1,000001 2,718280 


E FUNÇÕES LOGARÍTMICAS 
Lembre-se, da Álgebra, de que um logaritmo é um expoente. Mais precisamente, se b > 0 e 
b + 1, com um valor positivo de x, a expressão 


log, x 


(que se lê: “o logaritmo de x na base b”) denota aquele expoente ao qual devemos elevar b 
para obter x. Assim, por exemplo: 


logıo100=2,  logıo(1/1000) = —3,  log:16=4,  log,l =0, 


A função f(x) = log,x é denominada função logarítmica de base b. 

As funções logarítmicas também podem ser interpretadas como inversas de funções 
exponenciais. Para ver isso, observe na Figura 0.5.1 que, se b > 0 e b + 1, então o gráfico de 
f(x) = b" passa no teste da reta horizontal, de modo que b* tem uma inversa. Podemos encon- 
trar uma fórmula para essa inversa com variável independente x resolvendo a equação 


y=b” 


logpb = 1 


em y como uma função de x. No entanto, essa equação afirma que y é o logaritmo de x na base 
b, de modo que podemos reescrevê-la como 


y = log, x 


Assim, estabelecemos o seguinte resultado: 


0.5.1 TEOREMA Seb>Q0eb + 1, então b* e log, x são funções inversas. 
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Figura 0.5.6 
y = log, xe 
Ay y=log x. 
4L »=log,x 
3L y=log;xe 
2 
1 


12345678910 


Figura 0.5.7 A família 
y = log;x (b > 1). 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use seu recurso gráfico para gerar os 
gráficos de y = ln x e de y = log x. 


Segue desse teorema que os gráficos de y = b* e y = log, x são reflexões um do ou- 
tro pela reta y = x (ver Figura 0.5.6 para o caso em que b > 1). A Figura 0.5.7 mostra os 
gráficos de y = log, x com vários valores de b. Observe que todos esses gráficos passam 
pelo ponto (1, 0). 

O logaritmo mais importante nas aplicações é o de base e, que é denominado logarit- 
mo natural, já que a função log, x é a inversa da função exponencial natural e*. É comum 
denotar o logaritmo natural de x por In x (que costuma ser lido como “ele ene de xis”) em 
vez de log. x. Por exemplo: 


In1=0, lne=1, ln 1/e = —1, In(e?) = 2 


pois e? = 1 pois e! = e | pois e™! = 1/e pois e? = e? | 


Em geral, 
y=lnx se,esomentese, x= e” 
Como mostramos na Tabela 0.5.3, a relação inversa entre b* e log, x dá uma correspon- 
dência entre algumas propriedades básicas dessas funções. 


Tabela 0.5.3 
CORRESPONDÊNCIA ENTRE AS PROPRIEDADES DAS 
FUNÇÕES LOGARÍTMICAS E EXPONENCIAIS 


PROPRIEDADE DE b* PROPRIEDADE DE log, x 
b'=1 log,l = 0 

b!'=b logob = 1 

Imagem é (0, +) Domínio é (0, +%) 
Domínio é (—%, +00) Imagem é (—%, +00) 

O eixo x é uma assíntota O eixo y é uma assínto- 
horizontal ta vertical 


Também segue das propriedades de cancelamento de funções inversas [ver (3) na Seção 
0.4] que 


logp(b”) = x com todos os valores reais de x 


(4) 
ai comi 
No caso especial em que b = e, essas equações tornam-se 
In(e) = x com todos os valores reais de x 
(5) 
1 


er'= coma sl) 


Em outras palavras, as funções b* e log, x cancelam o efeito uma da outra quando compostas 
em qualquer ordem; por exemplo: 


log IW =x, I0%s*=x, Ind=x, e =x, né=s, dTr=7 


ADVERTÊNCIA 


As expressões da forma log;(u + v) e 
logb(u — v) não têm nenhuma simpli- 
ficação útil. Em particular, 


logy(u + v) £ log, (u) + logs (v) 


logxu — v) Æ log, (u) — log, (v) 
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E RESOLVENDO EQUAÇÕES ENVOLVENDO FUNÇÕES EXPONENCIAIS E 
LOGARÍTMICAS 


As seguintes propriedades algébricas dos logaritmos devem ser familiares de seus estudos 
anteriores. 


0.5.2 TEOREMA (Propriedades Algébricas dos Logaritmos) Seb >0,b + 1,a>0,c > 
O e r é um número real qualquer, então: 


(a) logy(ac) = loga + logpe Propriedade do produto 


(b) logy(a/c) = loga = logpc Propriedade do quociente 


(c) loga(a”) =r loga Propriedade da potência 


(d) log1/c) = — logc Propriedade do recíproco 


Essas propriedades são frequentemente usadas para expandir um único logaritmo em somas, 
em diferenças e em múltiplos de outros logaritmos e, inversamente, para condensar somas, 
diferenças e múltiplos de logaritmos em um único logaritmo. Por exemplo: 

Xy 
sz 


3 
5log2 + 1l0g3 — log 8 = log 32 + log 3 — log 8 = log 


log = log xy’ — log /z = log x + log y — log z"? = log x + 5log y — } logz 


= log 12 


3 3)2 
1 Inx — ln(x? — 1) +21n(x +3) =1n x" —In(x? — 1) +1n(x +3)? = In iai 
x4 — 


Uma equação da forma log, x = k pode ser resolvida em x reescrevendo-a na for- 
ma x = b*, e uma equação da forma b* = k pode ser resolvida reescrevendo-a na forma 
x = log, k. Alternativamente, a equação b* = k pode ser resolvida tomando um logaritmo 
qualquer de ambos lados (mas geralmente log ou In) e aplicando a parte (c) do Teorema 
0.5.2. Essas ideias estão ilustradas no exemplo a seguir. 


> Exemplo 2 Encontre x tal que 
(a) logx="2 (D)nk+D=5 (95'=7 
Solução (a) Convertendo a equação para a forma exponencial, obtém-se 
x = 10“? ~ 25,95 
Solução (b) Convertendo a equação para a forma exponencial, obtém-se 
x+l=6 o x= — 17 147,41 
Solução (c) Convertendo a equação para a forma logarítmica, obtém-se. 
x= logs; 7 ~ 1,21 


Alternativamente, tomando o logaritmo natural de ambos os lados e usando a propriedade da 
potência de logaritmos, obtém-se 
ln7 


xln5=]ln7 ou x= — 7% 1,214 
In5 


58 Cálculo 


> Exemplo 3 Um satélite que requer 7 watts de potência para operar em plena capacidade está 
equipado com uma fonte de potência de radioisótopos cuja saída em watts é dada pela equação 


ad 


em que ż é o tempo em dias que a fonte é usada. Por quanto tempo o satélite pode operar na 
capacidade máxima? 


Solução A potência P decairá para 7 watts quando 
7=75 et! 125 


A solução para t é como segue: 


Use 


Erik Simonsen/Getty Images 


A energia de satélites pode ser for- In (7/75) = In(e-1/125) 
necida por baterias, células de com- 
bustível, células solares ou artefatos In (7/75) = —t/125 


radioisotópicos. 


t= — 125 In (7/75) = 296,4 


logo, o satélite pode operar na capacidade máxima por cerca de 296 dias. < 


Aqui está um exemplo mais complicado. 
a ex o em 
> Exemplo 4 a = lema. 
Solução Multiplicando ambos os lados da equação por 2, temos 
e—e™=2 
ou, de forma equivalente, 
„o | 
e — — =2 
er 
Multiplicando ambos os lados por e*, temos 
e-1=28 ou eE-28-1=0 


Isto é, de fato, uma equação quadrática disfarçada, como pode ser visto reescrevendo-a na 
forma 


(2-2 -1=0 
e fazendo-se u = e* para obter 
u —2u—-1=0 
Resolvendo em u pela fórmula quadrática, temos 


2+V4+4 2+8 
u= — = ne 


ou, uma vez que u = e~, 
e =1+v/2 
Contudo, e” não pode ser negativa, portanto descartaremos o valor negativo 1- 2; assim, 
e =1+42 
lIn e* = In(1 + v2) 
x = ln(1 + v2) ~ 0,881 4 


Tabela 0.5.4 
B (dB) Ilo 
0 100 =1 
10 10! =10 
20 102 = 100 
30 102 = 1.000 
40 10? = 10.000 
50 105 = 100.000 
120 — 10!2 = 1.000.000.000.000 
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E FÓRMULA DE MUDANÇA DE BASE DE LOGARITMOS 

Geralmente, as calculadoras científicas fornecem teclas para calcular logaritmos comuns e 
naturais, mas não têm tecla para calcular logaritmos em outras bases. Contudo, isso não é 
uma deficiência grave, porque é possível expressar um logaritmo com uma base qualquer em 
termos de logaritmos com uma outra base qualquer (ver Exercício 42). Por exemplo, a fórmu- 
la a seguir expressa um logaritmo com base b em termos de logaritmos naturais: 


In x 


1 z2 
og = n5 (6) 


Podemos deduzir esse resultado fazendo y = log, x, do qual temos b” = x. Tomando o 
logaritmo natural de ambos os lados dessa equação, obtemos y In b = In x, a partir do que 
segue-se (6). 


> Exemplo 5 Use uma calculadora para calcular log, 5 expressando esse logaritmo em 
termos de logaritmos naturais. 


Solução A partir de (6), obtemos 


log, 5 = ma a 2,321928 4 
In2 


E ESCALAS LOGARÍTMICAS NA CIÊNCIA E NA ENGENHARIA 

Os logaritmos são usados na ciência e na Engenharia para lidar com quantidades cujas uni- 
dades variam sobre um conjunto excessivamente amplo de valores. Por exemplo, a “altura” 
de um som pode ser medida pela sua intensidade I (em watts por metro quadrado), a qual 
está relacionada com a energia transmitida pela onda sonora — quanto maior a intensidade, 
maior a energia transmitida e mais alto o som é percebido pelo ouvido humano. Contudo, 
unidades de intensidade são difícies de controlar porque variam sobre um enorme conjun- 
to de valores. Por exemplo, o som no limiar da audição humana tem uma intensidade em 
torno de 10-!2W /m?, um cochicho abafado tem uma intensidade de cerca de 100 vezes o 
limiar da audição e a turbina de um avião a jato a 50 metros tem uma intensidade de cerca 
de 10.000.000.000.000 = 10! vezes o limiar da audição. Para ver como os logaritmos po- 
dem ser usados para reduzir essa amplitude, observe que se 


y=logx 
então, aumentando x por um fator de 10, adiciona-se 1 unidade a y, uma vez que 
log 10x = log 10 + logx= 1 + y 


Os físicos e os engenheiros aproveitam as vantagens dessa propriedade para medir a intensi- 
dade em termos do nível de som ß, o qual é definido por 


B = 10 logU /Io) 


onde Jọ = 10712 W/m? é a intensidade de referência próxima ao limiar da audição humana. 
A unidade de £ é o decibel (dB), assim denotada em homenagem ao inventor do telefone 
Alexander Graham Bell. Com essa escala de medida, multiplicando a intensidade 7 por um 
fator de 10, adicionam-se 10 dB ao nível de som £ (verifique). Isso resulta em uma escala 
mais tratável do que a intensidade para medir a altura do som (Tabela 0.5.4). Algumas ou- 
tras escalas logarítmicas familiares são a escala Richter, usada para medir a intensidade de 
terremotos, e a escala pH, usada para medir a acidez na Química; ambas serão discutidas 
nos exercícios. 
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> Exemplo 6 A decolagem de um ônibus espacial gera um nível de som de 150 dB perto 
da plataforma de lançamento. Uma pessoa exposta a esse nível de som sofreria grave lesão 
física. Em comparação, a buzina de um carro a um metro tem um nível de som de 110 dB, 
próximo ao limiar da dor de muitas pessoas. Qual é a razão da intensidade do som da decola- 
gem de um ônibus espacial ao da buzina de um carro? 


Solução Sejam A e 81 (=150 dB) a intensidade e o nível do som do ônibus espacial de- 
colando, e 1 e 82 (=110 dB) a intensidade e o nível de som da buzina de um carro. Então, 


h/hb= (h / bh / lo) 
log (h / h) = log(h / To) — log(h / lo) 
10 log; / hb) = 10 log( / 19) — 10 log (h / 10) = Bi — b2 
10 log( / b) = 150 — 110 = 40 
log (i /h)=4 


Regina Mitchell-Ryall, Tony Gray/NASA/ Logo, 1/1 = 10º, o que nos diz que a intensidade do som do ônibus espacial decolando é 
Getty Images 10.000 vezes maior do que o da buzina de um carro! « 

O estrondo de um ônibus espacial 

perto da plataforma de lançamento 


provocaria uma séria lesão auditiva E CRESCIMENTO EXPONENCIAL E LOGARÍTMICO 


na ausência de proteção sonora. 


Os padrões de crescimento de e“ e In x ilustrados na Tabela 0.5.5 são dignos de ser mencio- 
nados. Ambas as funções crescem quando x cresce, mas seus crescimentos são considera- 
velmente diferentes — e* cresce extremamente rápido, enquanto o crescimento de In x é ex- 


Tabela 0.5.5 tremamente vagaroso. Por exemplo, em x = 10, o valor de e* está acima de 22.000, mas, em 
E Eu ma x = 1.000, o valor de In x nem sequer atinge 7. 

7 27 0.00 Diremos que uma função cresce sem cota com x crescente se os valores de f (x) acabam 

3 7 39 o 69 excedendo qualquer número positivo M especificado (não importa quão grande) à medida 

3 20,09 T 10 que x cresce sem parar. A Tabela 0.5.5 sugere veementemente que f(x) = e" cresce sem cota, 

4 5 4 60 1.39 o que é consistente com o fato de que a imagem dessa função é (0, +%). De fato, se escolher- 

5 14841 1.61 mos qualquer número positivo M, então teremos e" = M quando x = In M, e como os valores 

6 403,43 1,79 de e* crescem quando x cresce, teremos 

7 1096,63 1,95 >M se x>InM 

8 2980,96 2,08 

9 8103,08 2,20 (Figura 0.5.8). Não é evidente a partir da Tabela 0.5.5 se In x cresce sem cota com x crescente, 

10 22026,47 2,30 porque os valores crescem muito lentamente, mas sabemos que isso ocorre porque a imagem 
[100 |2,69x103 | 461 | dessa função é (—%, +90). Para verificar isso algebricamente, tomemos um número M positivo 

1000 | 1,97x 1084 | 6,91 qualquer. Temos In x = M se x = e” e, como os valores de In x crescem com x crescente, resulta 


Inx>M se x>e! 


(Figura 0.5.9). 


Figura 0.5.8 O valor de y = e“ ex- Figura 0.5.9 O valor de y = In x ex- 


cederá um valor positivo M arbitrário cederá um valor positivo M arbitrário 


com x > ln M. com x > e”, 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.5 (Ver página 63 para respostas.) 


1. A função y = GY tem domínio e imagem 


2. A função y = In(l — x) tem domínio e ima- 
gem 
3. Expresse como uma potência de 4: 


DI DL OT AB (es 


EXERCÍCIOS 0.5 [5] Recurso Gráfico 


4. Resolva cada equação em x. 
(a) e=: (b) 10% = 1.000.000 


(e) 7e™ = 56 

5. Resolva cada equação em relação a x. 
(a) Inx=3 (b) log(x— 1)=2 
(c) 2log x — log(x + 1) = log 4 — log 3 


1-2 Simplifique a expressão sem usar uma calculadora. IB 
1. (a) —88 (b) (872 (e) 8 
2. (a) 2+ (b) 4!5 (c) 9 


3-4 Use uma calculadora para aproximar a expressão. Arredonde 
sua resposta até quatro casas decimais. E 


3. (a) 21587 (b) 521 
4. (a) V24 (b) 0,6 


5-6 Encontre o valor exato da expressão sem usar uma calcula- 
dora. E 


5. (a) log 16 (b) log,(55) 


(c) loga 4 (d) logo 3 
6. (a) l1og10(0,001) (b) logio(104) 
(c) In(e?) (d) In( e) 


7-8 Use a calculadora para aproximar a expressão. Arredonde sua 
resposta até quatro casas decimais. IH 


7. (a) log 23,2 
8. (a) log 0,3 


(b) In 0,74 
(b) Inx 


9-10 Use as propriedades de logaritmos do Teorema 0.5.2 para re- 
escrever a expressão em termos de r, s e t, sendo r = ln a, s = ln b 
et=lnc. E 


9. (a) Ina? vbe 


3 3 
t a e Dn CE 
ab c? 


11-12 Expanda o logaritmo em termos de somas, de diferenças e de 
múltiplos de logaritmos mais simples. EH 


b 
a` c 


x? ser? x 


x2+1 


x? +1 
b) In/=— 
(b) dn x +5 


13-15 Reescreva a expressão como um único logaritmo. E 


11. (a) log(10xv/x — 3) (b) In 


Yx+2 


12. (a) log Re 


13. 4log 2 — log 3 + log 16 
1 
14. 5logx — 3 log(sen 2x) + 2 
15. 2In(x + D+ ln x — In(cos x) 


16-23 Resolva em x sem usar uma calculadora. EE 


17. logyo(vx) = —1 
19. In(1/)=—2 


16. logo(l +x) =3 
18. In Q = 4 

20. log3(3) =7 21. logs(5™) =8 
22. n4x-3In()=1In2 

23. In (1/0) + ln (2x) = In 3 


24-29 Resolva em x sem usar uma calculadora. Use o logaritmo 
natural sempre que for necessário usar um logaritmo. EH 


24. 3 =92 25. 52=3 


26. 30 ™=5 27. 28: =7 


28. œ -Ixe=0 29. xe“ +2e*=0 


30. Resolva e” — 3e™* = —2 em x sem utilizar um recurso com- 
putacional. [Sugestão: reescreva a equação como uma equação 
quadrática em u = e™.] 


ENFOCANDO CONCEITOS 


31-34 Em cada parte, identifique o domínio e a imagem da fun- 
ção e, então, esboce o gráfico da função sem utilizar um recurso 
computacional. E 


3L. (0) fO)=(D 1 
32. (a) fO)=1+In(x —2) 
33. (0) fœ) = ma 

34. (a) fo) =1 emt 


(b) gŒ) =Inlxl 

(b) ga) =3 +e? 
(b) ga) = e 

(b) g0)=3Inx—1 


35-38 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


35. A função y = x° é uma função exponencial. 


36. O gráfico da função exponencial de base b passa pelo ponto 
(0, 1). 


37. A função logaritmo natural é a função logaritmo de base e. 


38. O domínio da função logaritmo é o intervalo x > 1. 
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39. Use uma calculadora e a fórmula de mudança de base (6) para 
encontrar os valores de log» 7,35 e logs 0,6 arredondando até a 
quarta casa decimal. 


[~ 40-41 Faça o gráfico das funções na mesma tela de um recurso grá- 


fico computacional. [Use a fórmula de mudança de base (6) quando 
necessário.) EE 

40. Inx, e, logx, 10 

41. log2x, lnx, logsx, logx 


42. (a) Deduza a fórmula geral da mudança de base 


(b) Use o resultado de (a) para encontrar o valor exato de 
(log, 81)(log; 32) sem usar uma calculadora. 


443. Use um recurso gráfico computacional para obter uma estima- 


tiva dos dois pontos de intersecção dos gráficos de y = (1,3)* e 
y = logy,3 x. 


444. Use um recurso gráfico computacional para obter uma estima- 


tiva dos dois pontos de interseção dos gráficos de y = 0,6 e 
y = logo 62°). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


m45. (a) A curva na figura anexa é o gráfico de uma função ex- 

ponencial? Explique seu raciocínio. 

(b) Encontre a equação de uma função exponencial que 
passe pelo ponto (4, 2). 

(c) Encontre a equação de uma função exponencial que 
passe pelo ponto (2 1). 

(d) Use um recurso computacional para gerar o gráfico de 
uma função exponencial que passe pelo ponto (2, 5). 


y 


xX 
> 


Figura Ex-45 


46. (a) Faça uma conjectura sobre a forma geral do gráfico de 
y = log(log x) e esboce o gráfico dessa equação e de 
y = log x no mesmo sistema de coordenadas. 
(b) Confira seu trabalho em (a) com um recurso gráfico 
computacional. 


47. Encontre o erro na seguinte “prova” de que l > L. Multipli- 
que ambos os lados da desigualdade 3 > 2 por log > para obter 


3log; > 2log 5 
3 2 
log (3) > log (5) 
log t > log I 


> 


A= 


1 
8 


48. Prove as quatro propriedades algébricas dos logaritmos do 
Teorema 0.5.2. 


49. Se o equipamento do satélite do Exemplo 3 requer 15 watts 
para operar corretamente, qual é a duração operacional da fon- 
te de energia? 


50. A equação Q = 12e7®055t dá a massa Q em gramas do potássio 
radioativo 42 que irá restar de uma quantidade inicial após t 
horas de decaimento radioativo. 

(a) Quantos gramas havia inicialmente? 

(b) Quantos gramas permanecem depois de 4 horas? 

(c) Quanto tempo irá levar para reduzir pela metade a quanti- 
dade inicial de potássio radioativo 42? 


51. A acidez de uma substância é medida pelo valor de seu pH, o 
qual é definido pela fórmula 


pH = — loglH*] 


onde o símbolo [H *] denota a concentração de íons de hidro- 
gênio, medida em moles por litro. A água destilada tem um pH 
igual a 7; uma substância é considerada ácida se tiver pH < 7 e 
básica se tiver pH > 7. Encontre o pH de cada uma das seguin- 
tes substâncias e estabeleça se é ácida ou básica. 


SUBSTÂNCIA [H+] 


3,9 x 1078 mol/L 
6,3 x 1075 mol/L 
4,0 x 1077 mol/L 
1,2 x 10º mol/L 


(a) Sangue arterial 
(b) Tomates 

(c) Leite 

(d) Café 


52. Use a definição de pH do Exercício 51 para encontrar a [H +] 
da solução que tem um pH igual a 
(a) 2,44 (b) 8,06 


53. A altura percebida 8 de um som em decibéis (dB) está relacio- 
nada com sua intensidade 1 em watts /metro quadrado (W/m?) 
pela equação 


B= 10 log (1/10) 


onde Jọ = 10-!2W/m?. Os danos ao ouvido médio ocorrem a 
90 dB ou mais. Encontre o nível de decibéis de cada um dos 
seguintes sons e estabeleça se causará dano à audição. 


SOM I 


1,0 x 10? W/m? 
1,0 W/m? 

LO x 1074 W/m? 
3,2 x 1075 W/m? 


(a) Avião a jato (a 15 m de distância) 
(b) Música de rock amplificada 
(c) Liquidificador 
(d) TV (volume médio a 3 metros 
de distância) 


54-56 Use a definição de nível de decibéis de um som (veja o Exer- 
cício 53). E 


54. Se um som for três vezes tão intenso quanto o outro, quanto 
maior será seu nível em decibéis? 


55. De acordo com uma fonte, o barulho dentro de um carro em 
movimento está em torno de 70 dB, enquanto um liquidifica- 
dor gera 93 dB. Encontre a razão da intensidade do barulho do 
liquidificador com a do automóvel. 


56. 


Suponha que o nível de decibéis de um eco é $ do nível de deci- 
béis do som original. Se cada eco resulta em outro eco, quantos 
ecos serão ouvidos a partir de um som de 120 dB, dado que o 
ouvido humano médio pode ouvir até no mínimo 10 dB? 


. Na escala Richter, a magnitude M de um terremoto está rela- 


cionada com a energia liberada E, em joules (J), pela equação 


log E = 4,4 + 1,5 M 
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(a) Encontre a energia E do terremoto de San Francisco de 
1906, que registrou M = 8,2 na escala Richter. 

(b) Se a energia liberada de um terremoto for 10 vezes a de ou- 
tro, quanto maior será a sua magnitude na escala Richter? 


- Suponha que as magnitudes de dois terremotos difiram por 1 


unidade na escala Richter. Encontre a razão entre as energias 
liberadas pelo terremoto maior em relação ao menor. [Nota: 
Ver o Exercício 57 para a terminologia] 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 0.5 


1. (—%, +); (0, +) 2. (—%, 1); (~%, +%) 
(c)In2 5. (a) e (b) 101 (c) 2 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 0 


3. (a) 4º (b) 412 (c) 472 (d) 43/4 (e) 410845 


Ad 


4.(a)Inj=-—In2(b)2 


Recurso Gráfico 


1. Esboce o gráfico da função 5. Um contêiner de base quadrada e lados retangulares sem tampa 
1 es tem um volume de 8 metros cúbicos. O material da base custa 
i 7 $5 por metro quadrado e o dos lados, $2 por metro quadrado. 
fO) = 1425 — x2, 5<x<s (a) Encontre uma fórmula que expresse o custo total desses 
x-5, x>5 materiais como uma função do comprimento do lado da 
base. 
2. Use os gráficos das funções fe g na figura ao lado para resolver (b) Qual é o domínio da função custo obtida em (a)? 
os seguintes problemas. . l 
(a) Encontre os valores de f(—2) e g(3). 6. Uma bola com raio de 15 cm recebe uma camada uniforme de 
(b) Com quais valores de x temos f(x) = g(x) ? plástico. . 
(c) Com quais valores de x temos f(x) < 2? (a) Expresse o volume de plástico como uma função da espes- 
(d) Quais são o domínio e a imagem de f ? sura da camada. . 
(e) Quais são o domínio e a imagem de g? (b) Qual é o domínio da função volume obtida em (a)? 
(£) Encontre os zeros de fe g. 47. Uma caixa fechada deve ser feita de um pedaço de papelão com 

180 cm por 300 cm, tirando fora quatro quadrados de mesmo 

A tamanho (veja a figura abaixo), dobrando ao longo das retas tra- 
cejadas e encaixando para dentro as duas abas da tampa. 

(a) Encontre uma fórmula que expresse o volume da caixa 
como uma função do comprimento dos lados dos quadra- 
dos cortados. 

x (b) Encontre uma desigualdade que especifique o domínio da 
a função em (a). 

(c) Use o gráfico da função volume para estimar as dimensões 
da caixa com o maior volume. 

k 300 cm > 

Figura Ex-2 | 
3. Um copo cheio de água a uma temperatura de 11°C é colo- eoem 
cado em uma sala que está à temperatura constante de 21°C. | 
Faça um gráfico aproximado que descreva razoavelmente a 
temperatura da água no copo como uma função do tempo de- 150 cm e 150 cm + Figura Ex-7 
corrido. 
48. Denote por C o gráfico de y = 1/x, para x > 0. 


Suponha que queiramos pintar a tampa de uma mesa circular. 
Encontre uma fórmula que expresse a quantidade de tinta ne- 
cessária como uma função do raio da tampa e discuta todas as 
hipóteses utilizadas para encontrar a fórmula. 


(a) Expresse a distância entre o ponto P(1, 0) e um ponto Q de 
C como uma função da coordenada x de Q. 
(b) Qual é o domínio da função distância obtida em (a)? 
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410. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17; 


18. 


19. 


20. 
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(c) Use o gráfico da função distância obtida em (a) para esti- 
mar o ponto Q de C que está mais próximo do ponto P. 


Esboce o gráfico da equação x° — 4y? = 0. 


Obtenha o gráfico de f(x) = x! — 24x — 25x? em duas jane- 
las de inspeção distintas, cada uma delas ilustrando uma pro- 
priedade diferente de f. Identifique cada uma das duas janelas 
e uma característica do gráfico de f que esteja bem exemplifi- 
cada na janela. 


Complete a tabela a seguir. 


Tabela Ex-11 


X —4 | —3 | -2 | —1 | 0 I 2 3 4 


PORE o | -112 |1 |3 |-2|-3| 4 |-4 


g0) 3 | 2 |1 |=3]|-1|-4|4ļ-2|0 
Fo 8D) 
(go /)6) 


Sejam f(x) = —x? e g(x) = 1/,/x. Encontre fórmulas para fo g 
egofeo domínio natural de cada composta. 


Dado que f(x) = x+ 1 e gx) = 3x + 2, encontre todos os valo- 
res de x com os quais f (e(x)) = (f (x)). 


Sejam f(x) = (2x — D/(x+1) e g(x) =1/(x —1). 

(a) Encontre f(g(x)). 

(b) O domínio natural da função A(x) = (3 — x)/x é o mesmo 
da função fo g? Explique. 


Dado que 


= AQ) =x -1 


1 
fœ) = E Ao Sr 


x—1 
Encontre uma fórmula para fog oh e dê o domínio dessa 
composta. 


Dado que f(x) = 2x + 1 e h(x) = 2x? + 4x + 1, encontre uma 
função g tal que f(g(x)) = h(x). 

Em cada parte, classifique a função como par, fmpar ou nenhu- 
ma das duas. 
(a) x sen x 
(O) x+ 


(b) sen? x 
(d) senxtg x 


(a) Escreva uma equação para o gráfico obtido refletindo o grá- 
fico de y = |x — 1| pelo eixo y, então distendendo-o vertical- 
mente por um fator de 2, depois transladando-o para baixo 3 
unidades e, por fim, refletindo o gráfico pelo eixo x. 

(b) Faça um esboço dos gráficos original e final. 


Em cada parte, descreva a família de curvas. 
a p= +0- =l 
(b) y=a+(4-—2? 


Encontre uma equação para uma parábola que passe pelos pon- 
tos (2, 0), (8, 18) e (—8, 18). 


21. 


22. 


23. 


24. 


Suponha que a tempertaura mínima esperada em Anchorage, 
no Alasca (em ºF), seja modelada pela equação 


2x 
T = 50sen 4 (t — 101) + 25 
sen es ( di 


onde ż está em dias e t = 0 corresponde a 1º de janeiro. 

(a) Esboce o gráfico de T versus t para 0 < t < 365. 

(b) Use o modelo para prever quando ocorrerá o dia mais frio 
do ano. 

(c) Com base no modelo, quantos dias durante o ano se espera 
ter uma temperatura abaixo de 0ºF ? 


A figura a seguir mostra um modelo para a variação das ma- 
rés em um ponto interno da baía de San Francisco durante 
um período de 24 horas. Encontre uma equação da forma 
y = yo + yı sen(at + b) para o modelo, supondo que t = O cor- 
responda à meia-noite. 


Altura da água y (pés) 


Manhã Meio-dia Tarde 


Tempo « (h) Figura Ex-22 


A figura em anexo mostra os gráficos das equações y = 1 + 2 sen x 
e y = 2 sen (x/2) + 2 cos (x/2) para —2m < x < 27. Sem utilizar 
um recurso computacional, identifique cada uma das duas curvas 
pela sua equação e encontre as coordenadas dos pontos 4, B, Ce 
D indicados. Explique seu raciocínio. 


4 Figura Ex-23 


A resistência elétrica R em ohms (Q) para um fio de metal puro 
está relacionada com sua tempertaura T em °C pela fórmula 


R= Ro (1 + kT) 


na qual Ro e k são constantes positivas. 

(a) Faça um esboço à mão do gráfico de R versus T e explique 
o significado geométrico de Rọ e k para seu gráfico. 

(b) Em teoria, a resistência R de um fio de metal puro cai 
para zero quando a tempertaura atinge o zero absoluto 
(T = —273°C). Que informação isso fornece sobre k? 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


m30. 


31. 


32. 


33. 


(c) Uma lâmpada com filamento de tungstênio tem uma resis- 
tência de 1,1 92 a uma temperatura de 20°C. Que informa- 
ção isso fornece sobre o Rg do filamento? 

(d) A qual temperatura o filamento de tungstênio tem uma re- 
sistência de 1,5 Q? 


(a) Dê condições sob as quais duas funções, fe g, serão inver- 
sas, e dê vários exemplos dessas funções. 

(b) Descreva a relação entre os gráficos de y = f(x) e y = g(x) 
quando fe g são funções inversas. 

(c) Qual é a relação entre os domínios e as imagens de fun- 
ções inversas fe g ? 

(d) Quais condições devem estar satisfeitas para que f tenha 
uma inversa? Dê alguns exemplos de funções que não têm 
inversas. 


(a) Dê as restrições sobre os domínios de sen x, cos x, tg x e 
sec x que são impostas para fazer essas funções injetoras 
nas definições de arc sen x, arc cos x, arc tg x e arc sec x. 

(b) Esboce os gráficos das funções trigonométricas restritas 
em (a) e suas inversas. 


Em cada parte, encontre f—!(x) se a inversa existir. 
(a) FO) = 8º — 1 (b) fa =r- 2x+ 1 
(0) F@= (e+ 1 (d) FO) = (x + 9/0 — 1) 


1=2x 2 2 
(e) Jæ) = sen( | <x< 
X 


4+7 4-7 
1 


6 fa) = 1 +3arc tgx 


Seja f(x) = (ax + b)/(cx + d). Quais são as condições sobre a, 
b, c e d que garantem a existência de f~!? Encontre f—!(x). 


Em cada parte, encontre o valor numérico exato da expressão 
dada. 

(a) cos[arc cos (4/5) + arc sen (5/13)] 

(b) sen [arc sen (4/5) + arc cos (5/13)] 


Em cada parte, esboce o gráfico e verifique seu trabalho com 
um recurso computacional. 

(a) f(x) = 3 arc sen (x/2) 

(b) f(x) = arc cos x — 7/2 

(c) f(x) = 2 arc tg (—3x) 

(d) f(x) = arc cos x + arc sen x 


Suponha que o gráfico de y = log x tenha sido desenhado 
com escalas iguais de 1 cm por unidades em ambas as dire- 
ções x e y. Se um besouro quiser caminhar ao longo do grá- 
fico até alcançar uma altura de 0,6 metro acima do eixo x, 
quantos quilômetros à direita da origem ele terá viajado? 


Suponha que o gráfico de y = 10* tenha sido desenhado com 
escalas iguais de 1 cm por unidade em ambas as direções x 
e y. Se um besouro quiser caminhar ao longo do gráfico até 
alcançar a altura de 100 quilômetros acima do eixo x, quantos 
centímetros à direita da origem ele terá viajado? 


Expresse a seguinte função como uma função racional de x: 


3 In (ee) + 2 exp (In 1) 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 
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Suponha que y = Ce*, onde C e k são constantes, e seja 
Y = ln y. Mostre que o gráfico de Y versus t é uma reta e dê sua 
inclinação e o corte com o eixo Y. 


—x/2 —x/2 


(a) Esboce as curvas y = +e ey=e sen 2x com 
—m/2 < x < 37/2 no mesmo sistema de coordenadas e veri- 
fique seu trabalho usando um recurso gráfico computacional. 

(b) Encontre todos os cortes no eixo x da curva y = e*/2 sen 
2x no intervalo dado e ache as coordenadas x de todos os 
pontos onde essa curva intersecta as curvas y = +e 22, 


Um pacote de suprimentos médicos cai de um helicóptero di- 

retamente para baixo de paraquedas em uma área remota. A 

velocidade v do pacote t segundos após começar a cair é dada 

em pés por segundo por v = 24,61(1 — e 13h, 

(a) Faça o gráfico de v versus t. 

(b) Mostre que o gráfico tem uma assíntota horizontal v = c. 

(c) A constante c é denominada velocidade terminal. Expli- 
que qual o sentido prático dela. 

(d) O pacote pode realmente atingir sua velocidade terminal? 
Explique. 

(e) Quanto tempo leva para o pacote atingir 98% de sua velo- 
cidade terminal? 


Um grupo de 20 ovelhas é solto para reprodução em uma área 
preservada no Colorado. Espera-se que, com um controle cui- 
dadoso, o número N de ovelhas após t anos seja dado pela 
fórmula 


220 
N = — 
1 + 10(0,83') 


e que a população de ovelhas seja capaz de manter-se sem su- 

pervisão, depois de atingido o número de 80 ovinos. 

(a) Faça o gráfico de N versus t. 

(b) Por quantos anos o estado do Colorado deverá manter o 
controle sobre os ovinos? 

(c) O ambiente da área suporta quantos ovinos? [Sugestão: 
Examine o gráfico de N versus t com valores grandes de £. ] 


Um forno é pré-aquecido e, então, mantém uma temperatura 

constante. Uma batata é colocada para assar. Suponha que a 

temperatura T (em °F) da batata t minutos após é dada por T 

= 400 — 325(0,979. A batata será considerada assada quando 

sua temperatura estiver entre 260ºF e 280ºF. 

(a) Durante qual intervalo de tempo a batata será considerada 
como assada”? 

(b) Quanto tempo leva para a diferença entre as temperaturas 
da batata e do forno cair para a metade? 


E se cruzam. 


(a) Mostre que os gráficos de y = In x e y = x% 
(b) Aproxime a(s) solução(ões) da equação x = x®? com três 


casas decimais. 
(a) Mostre que, para x > 0 e k + 0, as equações 


In x 1 
e — =- 
x k 


têm as mesmas soluções. 
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(b) Use o gráfico de y = (In x) / x para determinar os valores 
de k com os quais a equação x* = e* tem duas soluções po- 
sitivas distintas. 

(c) Aproxime a(s) solução(ões) positiva(s) de xº = e”. 


es 


41. Considere f(x) = x? tg x + In x, com 0 < x < 7/2. 
(a) Explique por que f é injetora. 
(b) Use um recurso gráfico para exibir o gráfico de f. Depois 
exiba os gráficos de f e de f7! juntos na mesma janela. 
Quais são as assíntotas de cada gráfico? 


Joe McBride/Stone/Getty Images 


A resistência do ar impede que 

a velocidade do paraquedista 
aumente indefinidamente. A 
velocidade tende a uma velocidade 
limite, chamada de “velocidade 
terminal”. 


LIMITES E 
CONTINUIDADE 


O desenvolvimento do Cálculo no século XVII por Newton e Leibniz forneceu aos cientistas 

seu primeiro entendimento real do que significa uma “taxa de variação instantânea”, tal como a 
velocidade ou a aceleração. Uma vez entendida conceitualmente essa ideia, seguiram-se métodos 
computacionais eficientes, e a Ciência deu um salto quântico para frente. A pedra fundamental sobre 
a qual se apoia a ideia de taxa de variação é o conceito de “limite”, uma noção tão importante que 
atualmente todos os demais conceitos do Cálculo se baseiam nela. 

Neste capítulo, desenvolveremos o conceito de limite em etapas, procedendo de uma noção 
informal e intuitiva para uma definição matemática precisa. Também desenvolveremos teoremas e 
procedimentos para calcular limites e concluiremos o capítulo usando os limites para estudar curvas 
“contínuas”. 


1.1 LIMITES (UMA ABORDAGEM INTUITIVA) 


Tangente em P 


Plxo Yo) 


y= 


Figura 1.1.1 


O conceito de “limite” é o alicerce sobre o qual estão baseados todos os demais conceitos de 
Cálculo. Nesta seção, estudaremos os limites informalmente, com o objetivo de desenvolver 
uma intuição para as ideias básicas. Nas três seções seguintes, enfocaremos os métodos 
computacionais e as definições precisas. 


Muitas das ideias básicas do Cálculo tiveram sua origem nos dois problemas geométricos 
seguintes. 


O PROBLEMA DA RETA TANGENTE Dada uma função f e um ponto P(xo, yo) em seu gráfi- 
co, encontre uma equação da reta que é tangente ao gráfico em P (Figura 1.1.1). 


O PROBLEMA DA ÁREA Dada uma função f, encontre a área entre o gráfico de fe um in- 
tervalo [a, b] no eixo x (Figura 1.1.2). 


Tradicionalmente, a parte do Cálculo que se originou do problema da reta tangente é 
denominada Cálculo Diferencial, e a que foi originada do problema da área é denominada 
Cálculo Integral. Contudo, veremos mais adiante que o problema da reta tangente e o da área 
estão tão estreitamente relacionados que a distinção entre o Cálculo Diferencial e o Integral 
é bastante artificial. 
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»=f09) 


yx 


a b 


Figura 1.1.2 


(a) (b) 


(c) 
Figura 1.1.3 


Por que estamos exigindo que P e Q 
sejam distintos? 


E RETAS TANGENTES E LIMITES 


Em Geometria plana, dizemos que uma reta é tangente a um círculo se o encontrar precisa- 
mente em um ponto (Figura 1.1.3a). Entretanto, essa definição não é apropriada para curvas 
mais gerais. Por exemplo, na Figura 1.1.3b, a reta encontra a curva exatamente uma vez, mas 
obviamente não a consideraríamos uma reta tangente; na Figura 1.1.3c, a reta parece ser tan- 
gente à curva, entretanto, intersecta-a mais de uma vez. 

Para obter uma definição de reta tangente que se aplique a curvas que não sejam cír- 
culos, devemos ver retas tangentes de outra maneira. Com essa finalidade, suponha que es- 
tejamos interessados na reta tangente a uma curva em um ponto P no plano xy e que Q seja 
um ponto qualquer que pertença à curva e seja distinto de P. A reta que passa por Pe Q é 
denominada reta secante à curva em P. A intuição sugere que, se movermos o ponto Q em 
direção a P, então a reta secante irá girar em direção a uma posição limite. A reta nessa posi- 
ção limite é o que consideraremos ser a reta tangente em P (Figura 1.1.4a). Como sugerido 
na Figura 1.1.4b, esse novo conceito de reta tangente coincide com o conceito tradicional 
quando aplicado a círculos. 


Reta 
tangente 


Reta 
tangente 


Reta 
secante 


Reta 
— secante 


yx 


(a) (b) 


Figura 1.1.4 
> Exemplo 1 Encontre uma equação da reta tangente à parábola y = x? no ponto P(1, 1). 
Solução Se conseguirmos encontrar a inclinação mg da reta tangente em P, então podere- 


mos usar o ponto P e a fórmula ponto-inclinação de uma reta para escrever a equação da reta 
tangente como 


y= l= m &- 1) (1) 


Para encontrar a inclinação mg, considere a reta secante por P e um ponto Q(x, x?) na parábo- 
la que seja distinto de P. A inclinação mec dessa secante é 


x=] 
x—1l 


Msec = (2) 

A Figura 1.1.4a sugere que se, agora, permitirmos que Q se mova sobre a parábola e se 
aproxime mais e mais de P, então a posição limite da reta secante por P e Q coincidirá com 
a reta tangente em P. Isso, por sua vez, sugere que o valor de Msec irá se aproximar mais e 
mais do valor de m à medida que Q se move em direção a P sobre a curva. Contudo, dizer 
que Q(x, x?) se aproxima mais e mais de P(1, 1) é algebricamente equivalente a dizer que x se 
aproxima mais e mais de 1. Assim, o problema de encontrar mM se reduz a encontrar o “valor 
limite” de msec na Fórmula (2) à medida que x se aproxima mais e mais de 1 (mas sempre com 
x 1 para garantir que P e Q permaneçam distintos). 


Figura 1.1.6 
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Já que x 1, podemos cancelar o fator (x — 1) e reescrever (2) como 


x-1 fe essi) 


=x+1. 
(x — 1) 


Msec = 


x—1 


Agora é evidente que msec Se aproxima mais e mais de 2 quando x se aproxima mais e mais de 
1. Assim, M = 2 e (1) implica que a equação da reta tangente é 


y— 1=2(x— 1) ou, equivalentemente, y=2x—1 


A Figura 1.1.5 mostra o gráfico de y = x? e dessa reta tangente. <4 


E ÁREAS E LIMITES 


Assim como a noção geral de reta tangente leva ao conceito de limite, o mesmo acontece com 
a noção geral de área. Para regiões planas, com contornos formados por linhas retas, as áreas 
podem, muitas vezes, ser calculadas subdividindo-se a região em retângulos ou triângulos e 
somando-se as áreas das partes constituintes (Figura 1.1.6). Todavia, para regiões cujo con- 
torno é curvo, como a da Figura 1.1.7a, é necessária uma abordagem mais geral. Uma dessas 
abordagens é começar aproximando a área da região com um certo número de retângulos 
inscritos de larguras iguais sob a curva e somar as áreas desses retângulos (Figura 1.1.7b). A 
intuição sugere que, se repetirmos esse processo de aproximação com cada vez mais retân- 
gulos, eles tenderão a preencher os vazios sob a curva e a aproximação ficará cada vez mais 
próxima da área exata sob a curva (Figura 1.1.7c). Isso sugere que podemos definir a área sob 
a curva como sendo o valor limite dessas aproximações. Essa ideia será considerada com mais 
detalhes adiante, mas aqui queremos ressaltar mais uma vez que o conceito de limite está de- 
sempenhando um papel. 


Ay Ay 


y= 
y= 
Y 


Figura 1.1.7 


O James Oakley/Alamy 

A figura mostra uma região denomi- 
nada Conjunto de Mandelbrot. Esse 
conjunto ilustra quão complicada 
pode ser uma região plana e porque 
o conceito área requer uma definição 
cuidadosa. 


(a) (b) (c) 


E NÚMEROS DECIMAIS E LIMITES 


Os limites também ocorrem no contexto familiar de números decimais. Por exemplo, a ex- 
pansão decimal da fração E é 


1 
5 = 0,33333... (3) 


na qual os pontos indicam que o dígito 3 se repete indefinidamente. Embora o leitor possa 
nunca ter pensado em decimais dessa maneira, podemos escrever (3) como 


1 
35 0,33333 ... = 0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 + --- (4) 


que é uma soma de “infinitas” parcelas. Conforme será discutido com maiores detalhes 
adiante, interpretamos (4) como significando que a sucessão de somas finitas 


0,3, 0,3 + 0,03, 0,3 + 0,03 + 0,003, 0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003, ... 
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se aproxima mais e mais de um valor limite de 1, à medida que incluímos mais e mais par- 
celas. Assim, os limites ocorrem até no contexto familiar das representações decimais de 
números reais. 


E LIMITES 


Agora que já vimos como os limites aparecem em várias situações, vamos nos concentrar no 
conceito de limite. 

O uso mais básico de limites é descrever como uma função se comporta quando a va- 
riável independente tende a um dado valor. Por exemplo, examinemos o comportamento da 
função 


fQ=x-x+1 


quando x está cada vez mais próximo de 2. Fica evidente, a partir do gráfico e da tabela na 
Figura 1.1.8, que os valores de f(x) ficam cada vez mais próximos de 3 à medida que esco- 
lhermos os valores de x cada vez mais próximos de 2, por qualquer um dos lados, esquerdo 
ou direito. Descrevemos isso dizendo que o “limite de x? — x + 1 é 3 quando x tende a 2 por 
qualquer um dos lados”, e escrevemos 


lim (x° -x+1)=3 (5) 


v=f0)=x2-x+1 


y= 


E 1,0 15 1,9 1,95 1,99 1,995 1,999 |2 | 2,001 2,005 2,01 2,05 2,1 2,5 3,0 


f(x) |1,000000/1,750000/2,710000/2,852500/2,970100/2,985025|2,997001 3,003001 /3,015025 |3,030100/3,152500/3,310000|4,750000 | 7,000000 


> e 


Lado esquerdo Lado direito 
Figura 1.1.8 
Isso nos leva à ideia geral seguinte. 

1.1.1 LIMITES (DE UM PONTO DE VISTA INFORMAL) Seos valores de f(x) puderem ser 
tornados tão próximos quanto queiramos de L, desde que tomemos os valores de x sufi- 
cientemente próximos de a (mas não iguais a a), então escreveremos 

Já que estamos exigindo que x seja lim fœ) =Ï 

diferente de a em (6), o valor de fem x>a (6) 


a não tem relação alguma com o li- 
mite L, tampouco se f está ou não 


que deve ser lido como “o limite de f(x) com x tendendo a a é L”, ou “f(x) tende a L quan- 
definida em a. O limite descreve o do x tende a a”. A expressão (6) também pode ser escrita como 


comportamento de f perto de a, mas 
não em a. 


fO0)>L com x>a (7) 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use um recurso gráfico para gerar o 
gráfico da equação y = f(x) com a 
função dada por (9). Encontre uma ja- 
nela contendo x = 1 na qual todos os 
valores de f(x) estão a menos de 0,5 
de y = 2 e uma outra na qual todos 
os valores de f(x) estão a menos de 
0,1] dey= 2. 
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> Exemplo 2 Use evidência numérica para conjecturar o valor de 


ji x=l 
im —>— 
x>l„/x-—1 (8) 
Solução Embora a função 
x—1 
fœ) = (9) 


da 


não esteja definida em x = 1, isso não tem relação alguma com o limite. A Tabela 1.1.1 
apresenta valores amostrais de x se aproximando de 1 de ambos os lados. Nos dois casos, os 
correspondentes valores de f(x), calculados até a sexta casa decimal, parecem estar se aproxi- 
mando mais e mais de 2 e, portanto, conjecturamos que 


lim =>— =2 


Isso é consistente com o gráfico de f, mostrado na Figura 1.1.9. Na próxima seção, mostrare- 
mos como obter esse resultado algebricamente. < 


Tabela 1.1.1 
x 0,999 0,9999 0,99999 | O | 1,00001 1,0001 1,001 1,01 
f(x) | 1,994987 1,999500 1,999950 1,999995 2,000005 | 2,000050 | 2,000500 | 2,004988 
Ay 
Lado esquerdo Lado direito 
Z = 4-1 
a) v=f0) Re O 
| > Exemplo 3 Use evidência numérica para conjecturar o valor de 
ES sen x 
Gio lim (10) 


| 

| | 
po 
| | 
l 
e 
ss 
x>1l 


Figura 1.1.9 


Use uma evidência numérica para 
determinar se o limite em (11) muda 
quando x é medido em graus. 


Tabela 1.1.2 
x sen x 
(radianos) = 
+1,0 0,84147 
+0,9 0,87036 
+0,8 0,89670 
+0,7 0,92031 
+0,6 0,94107 
+0,5 0,95885 
+0,4 0,97355 
+0,3 0,98507 
+0,2 0,99335 
+0,1 0,99833 
+0,01 0,99998 


x>0 x 


Solução Com a ajuda de uma calculadora ajustada para o modo radianos, obtemos a Tabe- 
la 1.1.2. Os dados da tabela sugerem que 
senx | 


lim —— =1 (11) 


x>0 x 


O resultado é consistente com o gráfico de f(x) = (sen x)/x, mostrado na Figura 1.1.10. Adiante 
neste capítulo, daremos um argumento geométrico para provar a validade de nossa conjectura. <4 


Quando x tende a 0 pela esquerda 
ou pela direita, f(x) tende a 1. 


Figura 1.1.10 


E ARMADILHAS DE AMOSTRAGEM 

A evidência numérica pode, às vezes, levar a conclusões erradas sobre os limites, por causa de 
erros de arredondamento ou porque os valores amostrais escolhidos não revelam o verdadeiro 
comportamento do limite. Por exemplo, poderíamos concluir erroneamente da Tabela 1.1.3 que 


: mx 
lim sen (=) =0 
x 


x>0 
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O fato de que isso não está correto é evidenciado pelo gráfico de f dado na Figura 1.1.11. O 
gráfico revela que os valores de f oscilam entre —1 e 1, com velocidade crescente à medida 
que x — 0 e, portanto, não se aproximam de um limite. Os dados na tabela nos iludiram por- 
que os valores selecionados de x são todos pontos de corte do eixo x com o gráfico de f. Isso 
chama a atenção para o fato de que é necessário dispor de métodos alternativos para corrobo- 
rar limites conjecturados a partir de evidências numéricas. 


Tabela 1.1.3 
x - f(x) = sen (E) Td Sent (5) 
=+] tm sen (+r) = O 
x=+0,1 +10m sen(+107m) = O x 
x=+0,01 100r — sen(+1007)=0 E 1 E 
x = +0,001 +1.0007 | sen(+1.0007) = 0 
x=+0,0001 +10.0007 sen(+10.0007) = 0 
o 7 i i 
Figura 1.1.11 
E LIMITES LATERAIS 
Costuma-se dizer que (6) é um limite bilateral, porque requer que os valores de f(x) fiquem 
cada vez mais próximos de L quando x tende a a por qualquer um dos dois lados. Contudo, 
algumas funções exibem diferentes comportamentos em cada um dos lados de um ponto a, e 
nesse caso é necessário distinguir se x está próximo de a do lado esquerdo ou do lado direito, 
para fins de examinar o comportamento no limite. Por exemplo, considere a função 
|x| l, x>0 
A fO=D=] 1 400 (12) 
=== cujo gráfico é dado na Figura 1.1.12. Quando x se aproxima de O do lado direito, os valores 
x de f(x) tendem ao limite 1 [na realidade, os valores f(x) são exatamente iguais a 1 para todos 
esses x], e quando x tende a O pela esquerda, os valores de f(x) aproximam-se do limite — 1. 
— Denotamos esses limites escrevendo 
x x 
lim bl e lim Bl = 4 (13) 
x] x>0* x x>0 x 


Com essa notação, o índice superior “+” indica um limite à direita e o índice superior “—” 
Figura 1.1.12 indica um limite à esquerda. 
Isso leva à ideia geral de limites laterais. 


nem eeno caie cam o ns bi- 1.1.2 LIMITES LATERAIS (PONTO DE VISTA INFORMAL) Se os valores de f(x) puderem 
laterais, os limites laterais em (14) e x dei . 
ser tomados tão próximos de L quanto queiramos desde que tomemos os valores de x su- 


(15) também podem ser escritos como A Sar ; a 
ficientemente próximos de a (mas maiores do que a), então escrevemos 
fœ)—> L com x> at 


` lim f(x)= L (14) 
x>a* 
fO)—>L com x> a” m zoi . 
e se os valores de f(x) puderem ser tomados tão próximos de L quanto queiramos desde 
que tomemos os valores de x suficientemente próximos de a (mas menores do que a), en- 
tão escrevemos 


respectivamente. 


lim fx) = L (15) 


A expressão (14) é lida como “L é o limite de f(x) com x tendendo a a pela direita” ou 
“Ff(x) tende a L quando x tende a a pela direita”. Analogamente, a expressão (15) é lida 
como “L é o limite de f(x) com x tendendo a a pela esquerda” ou “f (x) tende a L quando 
x tende a a pela esquerda”. 
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E A RELAÇÃO ENTRE LIMITES LATERAIS E LIMITES BILATERAIS 
De um modo geral, não há garantia de que uma função tenha um limite bilateral em um ponto 
dado; ou seja, os valores de f(x) podem não se aproximar mais e mais de um único número 
real L quando x — a. Nesse caso, dizemos que 

lim f(x) não existe 
Analogamente, os valores de f(x) podem não se aproximar mais e mais de um único número 
real L quando x > a” ou quando x — a”. Nesse caso, dizemos que 


lim f(x) não existe 
x>a+ 


ou que 
lim f(x) não existe 
É Su: 


Para que exista o limite bilateral de uma função f(x) em um ponto a, os valores de f(x) 
devem tender a algum número real L quando x tende a a, e esse número deve ser o mesmo, 
independentemente de x tender a a pela esquerda ou pela direita. Isso sugere o resultado se- 
guinte, que enunciamos sem prova formal. 


1.1.3 A RELAÇÃO ENTRE LIMITES LATERAIS E BILATERAIS O limite bilateral de uma 
função f(x) existe em um ponto a se, e somente se, existirem os limites laterais naquele 
ponto e tiverem o mesmo valor; isto é, 


lim f(x) = L se,esomentese, lim f(x)= L = lim f(x) 
x>a x>a” x>at 


> Exemplo 4 Explique por que 


não existe. 


Solução Quando x tende a 0, os valores de f(x) = |x|/x tendem a —1 pela esquerda e a 1 
pela direita [ver (13)]. Assim, os limites laterais em O não são iguais. < 


> Exemplo 5 Para as funções na Figura 1.1.13, encontre os limites laterais e bilaterais em 
x=a, se existirem. 


Solução As funções nas três figuras têm os mesmos limites laterais quando x — a, uma 
vez que as funções são idênticas, exceto em x = a. Esses limites são: 


lim f0)=3 e lim fQ)=1 


x>at 


Em todos os três casos, o limite bilateral não existe quando x — a, pois os limites laterais não 
são iguais. 4 


y=f0) É v=f09) 


yx 
| 
| 
| 
| 

N 

lides 

y= 


Figura 1.1.13 
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Os símbolos +% e —oo não são nú- 
meros reais; eles simplesmente des- 
crevem maneiras particulares pelas 
quais os limites deixam de existir. 
Não cometa o erro de manipular es- 
ses símbolos usando as regras da 
Álgebra. Por exemplo, não é correto 
escrever (+00) — (+æ) = 0. 


> Exemplo 6 Para as funções na Figura 1.1.14, encontre os limites laterais e bilaterais em 
x=a, se existirem. 


Solução Como no exemplo precedente, o valor de fem x = a não tem nada a ver com o 
limite quando x — a. Assim, em todos os três casos temos 


lim f)=2 e lim f@œ)=2 


x—>at 


Como os limites laterais são iguais, o limite bilateral existe e 


lim f(x)=2 4 


Figura 1.1.14 


E LIMITES INFINITOS 

Às vezes, os limites laterais ou bilaterais não existem porque os valores da função crescem 
ou decrescem sem cotas. Por exemplo, considere o comportamento da função f(x) = 1/x para 
os valores de x perto de 0. É evidente, a partir da tabela e do gráfico na Figura 1.1.15, que, à 
medida que tomarmos os valores de x cada vez mais próximos de O pela direita, os valores 
de f(x) = 1/x serão positivos e crescerão sem cota; e, à medida que tomarmos os valores de 
x cada vez mais próximos de O pela esquerda, os valores de f(x) = 1/x serão negativos e de- 
crescerão sem cota. Esses comportamentos de limites são descritos escrevendo 

1 1 


lim — =+% e lim —=—o 
x>0* x x>0" x 


Cresce 
sem cota 


Decresce 
| sem cota 
2º -1 —0,1 —0,01 | —0,001 |-0,0001 | O| 0,0001 0,001 0,01 0,1 1 | 
1 1 10 100 1.000 | —10.000 10.000 1.000 100 10 1 | 
Lado esquerdo i Ê Lado direito 


Figura 1.1.15 
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1.1.4 LIMITES INFINITOS (PONTO DE VISTA INFORMAL) As expressões 


lim f(x)=+% e lim f(x)=—+o 
x>a” x>at 


significam que f(x) cresce sem cota quando x tende a a pela esquerda ou pela direita, res- 
pectivamente. Se ambas são verdadeiras, então escrevemos 


lim f(x) = +% 


Analogamente, as expressões 


lim f(x)=-—o e lim f(x) = —oo 


x> a” 


significam que f(x) decresce sem cota quando x tende a a pela esquerda ou pela direita, 
respectivamente. Se ambas são verdadeiras, então escrevemos 


lim f(x) = —o 


> Exemplo 7 Para as funções na Figura 1.1.16, descreva os limites em x = a na notação 
de limite apropriada. 


Solução (a) Na Figura 1.1.16a, a função cresce sem cota quando x tende a a pela direita e 
decresce sem cota quando x tende a a pela esquerda. Então, 
1 1 


lim = +o e lim 
x>atx—a x>a x—a 


= — 00 


Solução (b) Na Figura 1.1.16b, a função cresce sem cota quando x tende a a pela direita e 
pela esquerda. Então, 

li li li ! + 

im = lim ——— = lim ——— = +% 
x—>a (x — a) x—>at (x — a)? x>a (x — a)? 
Solução (c) Na Figura 1.1.16c, a função decresce sem cota quando x tende a a pela direita, 
e cresce sem cota quando x tende a a pela esquerda. Então, 

—1 —1 


lim =—% e lim = +o 
x>atx—a x> x — q 


Solução (d) Na Figura 1.1.16d, a função decresce sem cota quando x tende a a pela esquer- 
da e pela direita. Então, 
—1 —1 —1 


lim ———— = lm——= =lm>-—— =—0 «4 
x>a (x — a)? x>at (x — a)? x—>a (x — a)? 


(a) (b) (c) (d) 
Figura 1.1.16 
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Figura 1.1.18 


E ASSÍNTOTAS VERTICAIS 
A Figura 1.1.17 ilustra geometricamente o que acontece quando ocorre uma das seguintes 
situações: 

PR, (Rs des duos 


Em cada caso, o gráfico de y = f(x) ou sobe ou desce sem cota, ajustando-se mais e mais à 
reta vertical x = a à medida que x tende a a pelo lado indicado no limite. A reta x = a é deno- 
minada assíntota vertical da curva y = f(x). (O termo assíntota deriva do grego asymptotos, 
que significa “que não se intersecta”.) 


Ba y 


y 
| | à 
| l | 
| I l 
x | l x l x 
a al t > a! g 
| | | 
| | | 
| | | 
|] l 
| | 


lim f(x) =+% m fŒ) =+% lim f(x)= m fœ) = 


x>5a za 


Figura 1.1.17 


Normalmente, o gráfico de uma única função pode apresentar uma grande variedade 
de limites. 


a 


> Exemplo 8 Para a função f cujo gráfico aparece na Figura 1.1.18, encontre 
(a) Tim f(x) (b) Jim, f(x) (e) lim fG) (d) lim f(x) 


(e) lim fx) (£) lim, fx) (g) as assíntotas verticais do gráfico de f. 


Soluções (a) e (b) 
lim _ f&œ)=1= f(—2) e lim, f(x) = -2 


Soluções (c) e (d) 
lim f0)=0=Ff(0) e lim fœ) = —oo 


Soluções (e) e (f) 


lim f(x) não existe devido a oscilações e lim, f(x) = +% 
x>4 x> 4 


Solução (g) O eixo y e a reta x = 4 são assíntotas verticais do gráfico de f. «4 


W EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.1 


(Ver página 79 para respostas.) 


1. Escrevemos lim, -,a f(x) = L desde que os valores de 


possam ser tornados tão próximos de quanto quei- 
ramos, desde que tomemos os valores de suficiente- 
mente próximos de , mas não 


- Escrevemos lim, ,a- f(x) = +% desde que os valores de 


_ cresçam sem cota quando __—_— tende a 
pela esquerda. 


- Enuncie o que deve valer a respeito de 


lim f(x) e lim f(x) 
x>a” x—>a+ 
para que valha 


lim fŒ) = 


- Use gráfico de y = f(x) (—% < x < 3) a seguir para determi- 


nar os limites. 


(a) lim f(x) = 


©) lim f6) = 
(O Jim f6)= 
(d) Jim f&) = 


A) | 
E | 
1L 
x 
l | ii | ji ji > 
-2 -1 1 213 
IH e \ 
| 
25. | 
| Figura Ex-4 


. A inclinação da reta secante por P(2, 4) e Q(x, x”) da parábola 


Yy = X° é mec = x + 2. Segue que a inclinação da reta tangente 
a essa parábola no ponto P é 


EXERCÍCIOS 1.1 [Recurso Gráfico [E] CAS 
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1-10 Em cada um destes exercícios, faça hipóteses razoáveis sobre 


o gráfico da função indicada fora da região esboçada. E 


1. Para a função cujo gráfico está na figura abaixo, encontre 


(a) lim g(x) (b) lim, gax) 


(c) lim g(x) (d) (0) 
Ay »=809 
x 
4 L» 
9 
p Figura Ex-1 


2. Para a função cujo gráfico está na figura abaixo, encontre 


(a) lim G(x) (b) lim, G(x) 
(c) lim G(x) (d) G(0) 


A) y=G(x) 


5 Figura Ex-2 


3. Para a função cujo gráfico está na figura abaixo, encontre 


(a) lim fœ) b) lim fœ) 
(c) lim fœ) (d) fG) 


Ay y=fx) 


Figura Ex-3 


4. Para a função cujo gráfico está na figura abaixo, encontre 


(a) lim fa) ©) Jim, f@) 
©) lim f&) (à) 102) 


Ay v=f0) 


d L$ 


Figura Ex-4 


5. Para a função F cujo gráfico está na figura a seguir, obtenha 


(a) lim FO) ©) Jim Fx) 
(c) dim, F0) (d) F(=2) 


A” y= (00) 


Figura Ex-5 


6. Para a função cujo gráfico está na figura abaixo, encontre 


(a) hm G(x) (b) lim, G(x) 
(c) lim G(x) (d) G(0) 


y y=G(x) 


Figura Ex-6 


7. Para a função f cujo gráfico está na figura abaixo, obtenha: 


(a) lim fo) ©) Jim f@) 
© lim SG) ® 13) 


AY y=f&) 


5 Figura Ex-7 


(a) lm Q) b) lim x) 
(©) lim 4 (x) (d) 4) 
y=) 


E xX 
L> 


Figura Ex-8 


(a) lim f) 
© lim f@) 


(e) lim fœ) 
(£) as assíntotas verticais do gráfico de f. 


©) lim SG) 
@) Jim SG) 


8. Para a função à cujo gráfico está na figura abaixo, obtenha: 


9. Para a função cujo gráfico está na próxima página, encontre 
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= 
13. (a) lim "f x= 2; 1,5; 1,1; 1,01; 1,001; 0; 0,5; 0,9; 
0,99; 0,999 


1 
(b) lim T x= 2; 1,5; 1,1; 1,01; 1,001; 1,0001 


1 
(©) lim LL: x = 0; 0,5; 0,9; 0,99; 0,999; 0,9999 


e so1- x? —1 
EV, 1-1 
=4 + Figura Ex-9 14. (a) lim Er x = +0,25; +0,1; +0,001; 
x> X 
+0,0001 
10. Para a função cujo gráfico está na figura abaixo, encontre . x+1+1. . i . 
(a) lim | fœ) (b) lim, fœ) (c) lim fœ) (b) dim, x x= 0,25; 0,1; 0,001; 0,0001 
o o A a o o © Jim YZEL, y = 0,25; —0,1; 0,001; 
(e) as assíntotas verticais do gráfico de f. B i —0,0001 
j 3 
O s=109 15. (a) lim SEO: x = +0,25; +0,1; 40,001; +0,0001 
x> X 
©) lim LL. x = 0; —0,5; —0,9; —0,99; —0,999; 
x>-ix+1 
1,5; —1,1; —1,01; — 1,001 
t 1 
16: w tim EA i a; 
x—> -1 x+1 
1,5;—1,1;—1,01;— 1,001 
SET Figura Ex-10 - sen(5x) 
(b) ; 0,25; +0,1; +0,001; +0,0001 


im ; 
x—>0 sen(2x) 


[11-12 (i) Complete a tabela e dê um palpite sobre o limite indicado. 
Gi) Confirme suas conclusões sobre o limite desenhando o gráfico 
da função sobre um intervalo adequado. [Nota: Para as funções tri- 
gonométricas inversas, assegure-se de que a calculadora esteja no 17. Sef(a) = L, então lim, a f(x) = L. 
modo radianos.) E 18 


17-20 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


e Se existir lim, ,a f(x), então também existem lim, a- f(x) e 
e: —1 limsat f(x). 


11. f(x) = ; lim f(x) 
x ARO 19. Se existirem lim, sa- f(x) e limy-a+ f(x), então também 
Tabela Ex-11 existe lim, sa fx). 
xX 0,01 0,001 0,0001 | 0,0001 | 0,001 | 0,01 20. Selim, a+ f(x) = +%, então f (a) não está definido. 
fŒ 21-26 Esboce um gráfico possível de uma função f com as proprie- 
dades especificadas. (São possíveis muitas soluções diferentes.) M 
sen™! 2x 21. (i) o domínio de fé [—1, 1] 
12. f(x) = + Nm Go (1) H-D=H0)=F0)=0 


Gii) lim, fœ) = lim, fœ) = lim F= 1 


22. (i) o domínio de fé [—2, 1] 
i) H-D=H0=HD=0 
fœ Gii) lim, fO) =2, lim f(x) = 0e lim,»1- fO)=1 


Tabela Ex-12 


x | —0,1 | -0,01 | —0,001 | 0,001 | 0,01 | 0,1 


23. (i) o domínio de fé (—%, 0] 
1) H-D=H0)=1 
Gii) lim, f(x) = +% 


o 


[e] 13-16 (i) Dê um palpite sobre o limite (se existir) calculando a 
função nos pontos especificados. (ii) Confirme suas conclusões 
sobre o limite desenhando o gráfico da função sobre um intervalo 24. (i) o domínio de fé (0, +50) 
adequado. (iii) Use um CAS para encontrar o limite. [Nota: Para Gi) fD=0 

as funções trigonométricas, assegure-se de que a calculadora este- 


; s Gii) o eixo y é uma assíntota vertical do gráfico de f 
ja no modo radianos.] E (iv) f@)<0se0<x< 1 


25. (i) H-D=H0)=f0)=0 


Gi) lim f(x) =+% e lim, f(x) = —% 


(ii) lim f@) = +o 


26. © H-D=0,H0)=1,H0)=0 
Gi) lim fœ)=0 e lim fQ)=+o 


(iii) lim fow)=1 e lim, F(x) = +% 


27-30 Modifique o argumento do Exemplo 1 para encontrar a equa- 
ção da reta tangente ao gráfico especificado no ponto dado. E 


Massa 


Figura Ex-32 
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m = m(v) 


Mo 


a A Sd a 


ye 


Velocidade 


27. O gráfico de y = x° em (—1, 1). 

28. O gráfico de y = x? em (0, 0). ES 
29. O gráfico de y = xt em (1, 1). 

30. O gráfico de y = xf em (—1, 1). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


31. Na Teoria Especial de Relatividade, o comprimento l de 
um bastão curto em movimento longitudinal é uma função 
l = I(v) da velocidade v do bastão. A Figura Ex-31, em que 
c denota a velocidade da luz, exibe algumas das caracterís- 
ticas qualitativas dessa função. 
(a) Qual é a interpretação física de lo? 
(b) Qual é o lim, > e [(v)? Qual é o significado físico des- 

se limite”? 


Al 


lo l= Iv) 


Comprimento 


ye 


Velocidade 
Figura Ex-31 


32. Na Teoria Especial de Relatividade, a massa m de um objeto 
em movimento é uma função m = m(v) da velocidade v do 
objeto. A Figura Ex-32, em que c denota a velocidade da luz, 
exibe algumas das características qualitativas dessa função. 
(a) Qual é a interpretação física de mo? 

(b) Qual éo lim, > e- m(v)? Qual é o significado físico des- 
se limite”? 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.1 


33. (a) Seja 


34. 


35. 


(b) 


(d) 


[= +) 
Faça um gráfico de f na janela 
[-1, 1] x [2,5; 3,5] 


e use sua calculadora para fazer uma conjectura sobre o 
limite de f(x) quando x — 0. 
Faça um gráfico de f na janela 


[-0,001; 0,001] x [2,5; 3,5] 


e use sua calculadora para fazer uma conjectura sobre o 
limite de f(x) quando x — 0. 
Faça um gráfico de f na janela 


[—-0,000001; 0,000001] x [2,5; 3,5] 


e use sua calculadora para fazer uma conjectura sobre o 
limite de f(x) quando x — 0. 
Mais adiante teremos condições de mostrar que 


1,1/x2 


lim (1 + x?) É = 3,00416602 


x>0 
Qual é o defeito que os gráficos obtidos nos itens anterio- 
res revelam sobre o uso de evidência numérica para fazer 
conjecturas sobre limites? 


Texto Dois estudantes estão discutindo o limite de /x quan- 
do x tende a 0. Um deles afirma que o limite é O e o outro, que 
esse limite não existe. Escreva um parágrafo curto discutindo 
os prós e os contras das afirmações dos dois estudantes. 


Texto Dados uma função fe um número real a, explique in- 
formalmente por que 


lim f(x +a) = lim f() 


(Aqui, a igualdade significa que ou ambos os limites existem e 


são 


iguais ou nenhum dos dois limites existe.) 


LfO)Lixaa 2f(x);x;a 3.Ambos os limites laterais devem existir e ser iguaisa L.  4.(a)0 (b)1 (c)+o (d)-v 5.4 


80 Cálculo 


1.2 CALCULANDO LIMITES 


Figura 1.2.1 


Não confunda o tamanho algébrico 
de um número com sua proximida- 
de de zero. Para números positivos, 
quanto menor o número, mais próxi- 
mo está de zero, mas para números 
negativos, quanto maior o número, 
mais próximo está de zero. Por exem- 
plo, —2 é maior do que —4, mas está 
mais próximo de zero. 


Nesta seção, discutiremos técnicas algébricas para calcular limites de muitas funções. 
Esses resultados serão baseados no desenvolvimento informal do conceito de limite 
discutido na seção precedente. Uma dedução mais formal desses resultados será possível 
depois da Seção 1.4. 


E ALGUNS LIMITES BÁSICOS 
Nossa estratégia para encontrar algebricamente os limites tem duas partes: 


e Primeiro, estabelecemos os limites de algumas funções simples. 


e Então, desenvolvemos um repertório de teoremas que nos capacitarão a usar esses limi- 
tes como “blocos de construção” para encontrar limites de funções mais complicadas. 


Começamos com o seguinte resultado básico, que está ilustrado na Figura 1.2.1. 


1.2.1 TEOREMA Sejam a e k dois números reais. 


1 
(a) lim k =k (b) lim x =a (c) lim — 
x>a x>a x>0 x 


Esses resultados são explicados nos seguintes exemplos: 


> Exemplo 1 Se f(x) = k é uma função constante, então os valores de f(x) permanecem 
fixos enquanto k e x variam, o que explica por que f(x) —> k quando x — a para todos os va- 
lores de a. Por exemplo: 

lim 3=3, lim 3 = 3, lim 3=3 «4 


x> -25 x>0 x>7 


> Exemplo 2 Se f(x) = x, então quando x — a, também deve valer que f(x) — a. Por 
exemplo: 


lim x = 0, lim x = —2, limx=7 4 
x>0 x—>—2 x>n 


O Teorema 1.2.2(e) permanece váli- 
do com n par e Lı = 0, desde que 
f(x) seja não negativa com x próximo 
aacomx a. 
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> Exemplo 3 O leitor deve saber, de sua experiência com frações que, para um numerador 
não nulo fixo, quanto mais próximo de O estiver o denominador, maior será o valor absoluto 
da fração. Esse fato e os dados da Tabela 1.2.1 sugerem por que 1/x — +% quando x —> 0* 
e por que 1/x — —º quando x > 07. «4 


Tabela 1.2.1 
VALORES CONCLUSÃO 
x 1 0,1 0,01 0,001 0,0001 --- | Quando x > 07, o valor de 1/x 
1/x| —1 —10 —100 —1.000 —10.000 decre e senai 
X 1 0,1 0,01 0,001 0,0001 --- | Quando x > 0*, o valor de 1/x 
l/x| 1 10 100 1.000 10.000 cresce ao 


O seguinte teorema, parte do qual está provado no Apêndice D (no Volume II), será nos- 
sa ferramenta básica para determinar algebricamente os limites. 


1.2.2 TEOREMA Seja a um número real e suponha que 
lim fO)=L, e lim g(x)= L? 
ou seja, os limites existem e têm valores L, e L}, respectivamente. Então: 
(a) lim [f@) + g0)] = lim f(x) + lim g(x) = Lı + L2 
(b) lim [fŒ)- g6)] = lim fœ) — lim g(x) = Lı — Lo 


(©) lim [f@)g0)] = (lim f@)) (lim 869) = Lilo 


fœ mI 
>a g(x) limga) Lz 


(e) lim Yf) = o lim fO) = YL, desde que Lı > O se n for par. 
x—>a x—>a 


(d) li , desde que L + O 


Além disso, essas afirmações também valem para os limites laterais quando x > a” ou 
+ 
x> a. 


Esse teorema pode ser enunciado informalmente como segue: 


(a) O limite da soma é a soma dos limites. 
(b) O limite da diferença é a diferença dos limites. 
(c) O limite do produto é o produto dos limites. 


(d) O limite do quociente é o quociente dos limites, desde que o limite do denominador 
não seja zero. 


(e) O limite da raiz enésima é a raiz enésima do limite. 


No caso especial da parte (c), em que f(x) = k é uma função constante, temos 


lim (kg(x)) = lim k - lim g(x) = k lim g(x) (1) 
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e analogamente para limites laterais. Esse resultado pode ser reformulado assim: 
Um fator constante pode ser movido para fora de um símbolo de limite. 


Embora as partes (a) e (c) do Teorema 1.2.2 tenham sido enunciadas para duas fun- 
ções, os resultados valem para um número finito qualquer de funções. Além disso, as 
várias partes do teorema podem ser usadas combinadas para reformular expressões que 
envolvam limites. 


> Exemplo 4 


lim [f(x — gœ) +2h(9] = lim f(x) — lim g(x) + 2 lim h(x) 


tim [/G)gC)AG)] = ( lim fœ) ( lim 869) (lim n69) 


3 
lim FOP = ( lim fœ) Tome g(x) = h(x) = f(x) na última equação. 
x>a x>a 


n 
: n : A extensão do Teorema 1.2.2(c) em que 
Jim [169] = (lim fœ) há n fatores, cada um dos quais é f(x). 


n 
lim x” = ( lim x) = aq” Aplique o resultado anterior com f(x) = x. < 
x>a x>a 


E LIMITES DE POLINÔMIOS E FUNÇÕES RACIONAIS QUANDO x > a 


> Exemplo 5 Encontre lim (x? — 4x +3). 


Solução 


lim (x? — 4x + 3) = lim x? — lim 4x + lim 3 | Teorema 1.2.2(0), (b). 
x>5 x>5 x>5 x>5 


= lim x? — 4 lim x AE lim 3 Constantes saem para 
x—>5 x> x>5 fora de limites. 


52 — 4(5)+3 Última parte do Exemplo 4. 


II 


=8 <4 


Observe que, no Exemplo 5, ocorreu que o limite do polinômio p(x) = x? — 4x + 3 
com x — 5 é exatamente igual a p(5). Isso não é acidental. O próximo resultado mostra que, 
em geral, o limite de um polinômio p(x) quando x — a é igual ao valor do polinômio em a. 
Sabendo disso, podemos reduzir os cálculos de limites de polinômios para o simples cálculo 
do valor do polinômio no ponto apropriado. 


1.2.3 TEOREMA Para qualquer polinômio 


p(x) = co + cx + + +e + e 


e qualquer número real a 


lim p(x) = co + ca +-+ + cna” = p(a) 
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DEMONSTRAÇÃO 
lim p(x) = lim (co +cx +. + cnx") 


x—>a x>a 


= lim cọ + lim cix +--+ + lim cx” 
x—>a 


x>a x>a 


= lim co+c lim x +--+ cn lim x” 


x>a x>a x>a 


= co + cia +-+- + cna” = p(a) E 


> Exemplo 6 Encontre lim (x” — 2x5 + 1)”. 


X-F 


Solução A função considerada é um polinômio (por quê?), de modo que o limite pode ser 
obtido calculando o valor do polinômio em x = 1. Isso dá 
lim (x” — 2x% +1) =0 <4 


x>1 


Lembre que uma função racional é um quociente de dois polinômios. O próximo exem- 
plo ilustra como os Teoremas 1.2.2(d) e 1.2.3 podem, às vezes, ser usados em combinação 
para calcular limites de funções racionais. 


— 5x3 +4 
> Exemplo 7 Encontre lim E 

x>2 x—3 
Solução 


: 3 
so 44 Mm 6044 


lim = eorema 1.2. 
s32 x—3 lim @—3) bite 
O54 


= —44 Teorema 1.2.3 | <4 


2=3 


O método utilizado no último exemplo não funciona com funções racionais em que o 
limite do denominador é nulo, porque o Teorema 1.2.2(d) não é aplicável. Há dois casos a 
considerar: aquele em que o limite do denominador é zero e o do numerador não é zero; e 
aquele em que ambos os limites, o do denominador e o do numerador, são iguais a zero. Se o 
limite do denominador é zero, mas o limite do numerador não é, podemos provar que o limite 
da função racional não existe e que ocorre uma das seguintes situações: 


e O limite poderá ser —> de um lado e +% do outro. 
e O limite poderá ser 40. 
e O limite poderá ser —o. 


A Figura 1.2.2 ilustra essas três possibilidades graficamente para funções racionais da forma 
1/(x — a), 1/(x — a? e —1/(x — a. 


> Exemplo 8 Encontre 


; 2—x . 2—x . D = 
(a) lim — LDL (b) im LL (œ lim —— > 
x—> 4t (x = 4x + 2) x>4- (x = 4)(x + 2) x>4 (x = 49x + 2) 


Solução Em todas as três partes, o limite do numerador é —2 e o do denominador, 0; logo, 
o limite da razão não existe. Para sermos mais específicos, necessitamos analisar o sinal da 
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= est Qd iss 
ii l i 
-2 2 4 
f 2-x 
Sinal de G DGF 
Figura 1.2.3 


No Exemplo 9(a), a função simplifica- 
da x — 3 está definida em x = 3, mas 
não a função original. Contudo, isso 
não tem efeito sobre o limite quando 
x se aproxima de 3, já que as duas 
funções são idênticas se x + 3 (Exer- 
cício 50). 


y 1 y=- 1 
Id œ- a}? 
x x x 
> > > 
a a a 
lim + =+o0 
+ X— E 
>a lim 5 =+oo lim — = de 
lim 1 SS x>a (x-a) x>a (x-a) 
e a 
x5a 
Figura 1.2.2 


razão, o qual é dado na Figura 1.2.3 e é determinado pelos sinais de 2 — x, x — 4 e x + 2. (O 
método do ponto de teste fornece uma maneira simples de obter o sinal da razão.) Segue a 
partir da figura que, quando x se aproxima de 4 pela direita, a razão é sempre negativa; quan- 
do x se aproxima de 4 pela esquerda, a razão acaba sendo positiva. Assim, 


; 2—x . 2—x 
lim = lim ———>—— = +% 
x>4t (x — 4) (x +2) x>4 (x — (x +2) 


e 


Como os limites laterais têm sinais opostos, só podemos concluir que o limite bilateral não 
existe. < 


No caso em que p(x)/qg(x) for uma função racional para a qual p(a) = 0 e g(a) = 0,0 
numerador e o denominador necessariamente possuirão um ou mais fatores comuns de x — a. 
Nesse caso, o limite de p(x)/g(x) quando x — a pode ser encontrado cancelando todos os fa- 
tores comuns de x — a e usando um dos métodos considerados anteriormente para encontrar 
o limite da função simplificada. Aqui temos alguns exemplos. 


> Exemplo 9 Encontre 


xº— 6x +9 2x +8 x? — 3x — 10 

lim ————— b) lim —>————— lim >————— 
o asa cao Clos 
Solução (a) O numerador e o denominador têm um zero em x = 3; logo, há um fator co- 
mum de x — 3. Então 


2 2 
— 6 9 —3 
no Ce l qutenel 
x=>3 x—3 x>3 x x>3 
Solução (b) O numerador e o denominador têm um zero em x = —4; logo, há um fator co- 
mum de x — (—4) = x + 4. Então 
2x +8 ; 2(x +4) . 2 2 
lim ————— = lim —————— = lim = —— 
x>-4 x? +x— 12 x> (x +A 3) >33 7 


Solução (c) O numerador e o denominador têm um zero em x = 5; logo, há um fator co- 
mum de x — 5. Então 
o x2-3x—10 (x — (x + 2) x+2 
lim >——— = limn >>> = li 
x>5 x2 — 10x +25 x>5(x—5(x-5) x>5x—5 


yx 


Figura 1.2.4 


Discuta os erros lógicos na seguinte 
afirmação: uma forma indeterminada 
do tipo 0/0 deve ter um limite igual 
a zero porque zero dividido por qual- 
quer coisa é igual a zero. 
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Contudo, 


lim(x+2)=7#0 e lim(x—5)=0 


portanto 


x2?-3x— 10 . x+2 
lim >——————— = lim 
x>5 x2 — 10x +25 x55x—5 


não existe. Mais precisamente, a análise de sinais na Figura 1.2.4 implica que 


ji x? —3x— 10 o x+2 di 
im += = lim = +0 
x>5tx2— 10x +25 x>5t x-5 
e 
2-3x-—10 2 
mo Can E aa 


= lim = 
x>5 x2? — 10x +25 «55 x—5 


Um quociente f(x)/g(x) em que o numerador e o denominador têm ambos um limite zero 
quando x — a é denominado forma indeterminada do tipo 0/0. O problema com esses limites 
é que é difícil dizer por inspeção se o limite existe e, se existir, é difícil dizer seu valor. Dito in- 
formalmente, isso ocorre porque há duas influências conflitantes em jogo: o valor de f(x)/g(x) 
tenderia a zero quando f(x) tendesse a O se g(x) permanecesse fixado em algum valor não nulo, 
enquanto o valor desse quociente tenderia a crescer ou decrescer sem cota quando g(x) tendesse 
a 0 se f(x) permanecesse fixado em algum valor não nulo. No entanto, com f(x) e g(x) tendendo 
a zero, o comportamento desse quociente depende de precisamente como essas tendências con- 
flitantes se cancelam uma à outra para as particulares funções fe g sob consideração. 

Às vezes, os limites de formas indeterminadas do tipo 0/0 podem ser encontrados por meio 
de simplificação algébrica, como nos dois casos anteriores, mas frequentemente isso não fun- 
ciona e precisamos usar outros métodos. Esses métodos serão estudados em seções posteriores. 

O teorema a seguir resume nossa observação sobre limites de funções racionais. 


1.2.4 TEOREMA Sejam 


pæ) 


NIS a) 


uma função racional e a um número real qualquer. 


(a) Se q(a) £ 0, então lim f(x) = f(a). 


(b) Se q(a) = 0, mas p(a) + 0, então lim f(x) não existe. 
x>a 


E LIMITES ENVOLVENDO RADICAIS 


= = 
> Exemplo 10 Encontre lim Rh 
x>1 XxX — 


Solução No Exemplo 2 da Seção 1.1, utilizamos evidência numérica para conjecturar que 
esse limite é 2. Aqui, vamos confirmar isso algebricamente. Como esse limite é uma forma 
indeterminada do tipo 0/0, precisamos construir uma estratégia para torná-lo evidente, caso 
exista. Uma tal estratégia é racionalizar o denominador da função. Assim, obtemos 


x-1 _ G=-D(W2+D  G=-D(WX+D 
Vx—10 (x DWVx+D x—1 


=vx+1 (11) 
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Confirme o limite no Exemplo 10 fato- 


rando o numerador. 


Figura 1.2.5 


Portanto, 


= lim yx +1=2 4 


a>1/x—1 


E LIMITES DE FUNÇÕES DEFINIDAS POR PARTES 
Para funções que são definidas por partes, é melhor obter o limite bilateral em um ponto no 
qual a fórmula muda encontrando primeiro os limites laterais no ponto. 


> Exemplo 11 Seja 
1/(x +2), x < -—2 


fœ) = 4x? —5, -2 <x <3 
Vx + 13, x>3 


Encontre 


(a) lim fo) (b) lim fl) (©) lim fx) 


Solução (a) Determinaremos o limite bilateral solicitado considerando primeiro os limi- 
tes laterais correspondentes. Para cada limite lateral, devemos usar a parte da fórmula que é 
aplicável no intervalo sobre o qual x varia. Por exemplo, quando x tende a —2 pela esquerda, 
a parte aplicável da fórmula é 


us 


e quando x tende a —2 pela direita, a parte aplicável da fórmula perto de —2 é 


f)=x2—5 
Assim, 
li = h =— 
se fœ) Piera x+ 2 D 


. Er 2 2 
dim fO)= lim @?-5)=(-2?-5=-1 


do que segue que lim f(x) não existe. 
x>-—2 


Solução (b) A parte aplicável da fórmula é f(x) = x? — 5 em ambos os lados de 0, portanto 
não há necessidade de considerar limites laterais. Vemos diretamente que 


lim fœ) = lim (x? —-9)=0-5=-—5 


Solução (c) Usando as partes aplicáveis da fórmula de f(x), obtemos 


lim f(x) = lim (G?-5)=3-5=4 


lim, fe) = tim, vx +13 = J lim (x +13) = V3 +13 =4 
Como os dois limites laterais são iguais, temos 
lim f(x) = 4 


Observamos que os cálculos dos limites em (a), (b) e (c) são consistentes com o gráfico de f 
na Figura 1.2.5. < 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.2 (Ver página 88 para respostas.) 


1. Em cada parte, encontre o limite sem fazer contas. 3. Encontre os limites. 


(a) lim 7 = ©) Jim 12y=—— (a) dim +x pa)! = 
. * RE U , — Dx — 2) 
(o) lim = (d) lim == & Z 
+50" [x w>5 [w] aF a 
1 — Da -2 
(e) lim Ee © im E De-A 
o l-z x—> -l+ x+1 
2. Sabendo que lim, . a f(x) = 1 e lim, > a g(x) = 2, encontre os (d) lim x’ — 16 e 
limites que existirem. x>4 x—4 
; 4. Sej 
(a) lim [3f@) +280)] = —— a 
1, yai 
o 2f0)+41 ro) = [1 >, X< 
b) lim >>> = = 
= 0080) x-—1, x>1 
lim ô (FO) + 3 Encontre os limites que existirem. 
ger ” (0) Jim f)=—— 


(b) lim, fe cs 
(c) lim fO)=—— 


EXERCÍCIOS 1.2 


1. Dado que 3-30 Encontre os limites. EH 


lim fx) =2, 
encontre os limites. 
(a) lim [f0) + 28009] 
(b) lim [h(x) — 3g(0) + 1] 
(o) lim [f6)86)] 

(d) Jim [g0 
(e) lim Y6+ fŒ) 


; 2 
O e 20) 


2. Use os gráficos de fe g na figura a seguir para encontrar os limi- 


lim g(x) = —4, 


lim A(x) = 0 


tes que existirem. Se o limite não existir, explique por quê. 


(a) lim [169 + 869] 


(e) lim e 
x>2 1 + g(x) 


®© lim SC) (h) 


©) lim [f@) + 869] 
© dim [CO +E6)] (A) 


dim [fœ + g(00)] 
1 + g(x) 


l 
152 FO 
im /f6) 


Figura Ex-2 


3. 


lim x(x — DG + 1) 


o x2-2x 

lim 

53 x+1 
= 


1m 
x51t x— 1 


x? +6x +5 
im > — t— 
x>-1x2 — 3x — 4 
2x] 4+x—1 
x>-1 x+1 
P +3 — 12t +4 
im ———— 
152 B— 4t 
im 
x>3t x —3 
. xX 
lim 
x>3x— 


4. 


10. 


28. 


30. 


lim x? — 3x? + 9x 
x>3 

6x — 9 
m = 
15013 — 12x +3 
t? +8 
t+2 


lim 
t>—2 


. x2—-4x+44 
lim —>——— 
x>2 x? +x—6 


t51 = 342 


lim —>— 
x>2tx2 —4 


g x 
lim E 
x>2xº-—4 
y+6 
ye y2 36 
l 3—x 
Poe x2 — 2x8 
. 3-—-x 
lim 
x>4x2—- 2x -8 
1 
x>3- lx — 3] 
g= 
lim — 2 
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31. Seja 
x—1, x<3 
os x=3 
Encontre 
(o) dim f&a) 0) lim fœ) (O lim f@). 
32. Seja 
t—2, t<0 
gm=4?, 0<t<2 
2t, t>2 
Encontre 


(a) lim g(t) (b) lim g(t) (c) lim g(t). 
t—>0 t>1 152 
33-36 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 


deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


33. 


Se existirem lima f(x) e lim, a g(x), então também existe 
limsa fE) + g09]. 


Se limesa g(x) = O e existir lim, a f(x), então não existe 


limysalfO)/g09]. 


Se existirem lim,» a f(x) e lim, a g(x) e ambos forem iguais, 
então lim, al f0)/g09] = 1. 


34. 


35. 


36. 


Se f(x) for uma função racional e x = a estiver no domínio de 
$, então lim, a f() = F(a). 


37-38 Primeiro racionalize o numerador e depois encontre o limite. EH 


Jx+4-2 Vx? +4- 
37. lim IZ 3g. T E 
x>0 Ea x>0 x 

39. Seja 
xaj 
Jars 
x—1 


(a) Encontre lim, 1 f(x). 
(b) Esboce o gráfico de y = f(x). 


40. Seja 
x2—9 
Er. —3 
masta T 
k, x=-—3 


(a) Determine k de modo que f(—3) = lim, 3 f(x) 
(b) Com k tomando o valor lim, >—3 f(x), mostre que f(x) 
pode ser expresso como um polinômio. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41. (a) Explique por que os seguintes cálculos estão incorretos. 


(b) Mostre que lim 


x— 0+ 


42. 


43. 


44. 


45. 


(a) Explique por que o argumento a seguir não está correto. 


E 1 2 Ne | 2 
lim = lim 1 
x>0 lx  x2+2x x>0 x x+2 


1 2 1 
x>0lx x24+2x) 2 


(b) Mostre que lim 
Encontre todos os valores de a com os quais existe 


: 1 a 
lim — 
tim ( =) 


(a) Explique informalmente por que 


. 1 1 
lim | -+= | =+% 
x>0" À X X 


(b) Verifique algebricamente o limite da parte (a). 


e é finito. 


Sejam p(x) e q(x) polinômios, e suponha q(xọ) = 0. Dis- 
cuta o comportamento do gráfico de y = p(x)/q4(x) na vi- 
zinhança do ponto x = xo. Dê exemplos que apoiem suas 
conclusões. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.2 


Suponha que f e g sejam duas funções tais que exista 
lime» a f(x), mas não exista lime. alf(x) + g(x)]. Use o Teo- 
rema 1.2.2 para provar que lim... q g(x) não existe. 


Suponha que f e g sejam duas funções tais que existam 
limesa f(x) e lime-salf(o) + g(x)]. Use o Teorema 1.2.2 para 
provar que existe lim, a g(x). 


Suponha que fe g sejam duas funções tais que 
imeoj=0 é md 
x>a x>a g(x) 


exista. Use o Teorema 1.2.2 para provar que lim, . a f(x) = 0. 


Texto De acordo com a Lei da Gravitação Universal de 
Newton, a força de atração gravitacional entre duas massas é 
inversamente proporcional ao quadrado da distância entre es- 
sas massas. Quais resultados dessa seção são úteis para descre- 
ver a força de atração gravitacional entre duas massas quando 
essas massas se aproximam mais e mais? 


Texto Suponha que fe g sejam duas funções que coincidem 
exceto num número finito de pontos e que a seja algum núme- 
ro real dado. Explique informalmente por que existem e são 
iguais 

lim f(x) e 


x>a 


lim g(x) 


ou por que ambos os limites não existem. Escreva um pará- 
grafo curto explicando a relação desse resultado com o uso de 
“simplificação algébrica” no cálculo de um limite. 


1. (a)7 (b)36 (0) —1 (d) 1 (e) + 2. (a)7 (b)-3 (c)1 


3. (a)—1 (b)0 (c) + (d) 8 


4. (a)2 (b) O (c) não existe 
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1.3 LIMITES NO INFINITO; COMPORTAMENTO FINAL DE UMA FUNÇÃO 


RR 
lim x =0 
| XxS+oo * 


Figura 1.3.1 


Assíntota horizontal y 


L 


y= 


“lim s@=L| 
| X>+oo | 


y=L Assíntota horizontal 


ER fœ) = a 


Figura 1.3.2 


Até aqui, estivemos ocupados com limites que descrevem o comportamento de uma 
função f(x) quando x tende a algum número real a. Nesta seção, vamos nos ocupar com o 
comportamento de f(x) quando x cresce ou decresce sem cota. 


E LIMITES NO INFINITO E ASSÍNTOTAS HORIZONTAIS 

Se os valores de uma variável x crescem sem cota, escrevemos x — +%; se os valores de x 
decrescem sem cota, escrevemos x —> —%. Algumas vezes, dizemos que o comportamento 
final de uma função f(x) é o comportamento da função quando x cresce ou decresce sem cota. 
Por exemplo, 


1 1 
lim -=0 e lim -=0 (1-2) 


dio y x> +o y 


estão ilustrados numericamente na Tabela 1.3.1 e geometricamente na Figura 1.3.1. 


Tabela 1.3.1 
VALORES CONCLUSÃO 
Š 1 10 100 1.000 10.000 --- | Quando x > —%, o valor de 1/x 
1/x 1 0,1 0,01 0,001 0,0001 cresce tendendo a 0. 
ğ 1 10 100 1.000 10.000 --- | Quando x > +ºº, o valor de 1/x 
1/x 1 0,1 0,01 0,001 0,0001 decresce tendendo a 0. 


Em geral, utilizamos a notação a seguir. 


1.3.1 LIMITES NO INFINITO (PONTO DE VISTA INFORMAL) Se os valores de f(x) ficam 
tão próximos quanto queiramos de um número L à medida que x cresce sem cota, então 
escrevemos 


lim fœ)=L ou f06)>L quando x +50 (3) 
x>5> + 


Analogamente, se os valores de f(x) ficam tão próximos quanto queiramos de um número 
L à medida que x decresce sem cota, então escrevemos 


lim fo) =L o f(x)->L quando x>-—o (4) 


x>— 


A Figura 1.3.2 ilustra o comportamento final de uma função f quando 


lim f(x)=L ou lim f(x)=L 
x—> +% Xx—>—o 

No primeiro caso, o gráfico de f se aproxima tanto quanto queiramos da reta y = L quando 

x cresce sem cota, e, no segundo caso, o gráfico de f se aproxima tanto quanto queiramos 

da reta y = L quando x decresce sem cota. Se ocorrer um desses limites, dizemos que a reta 

y = L é uma assíntota horizontal do gráfico de f. 


> Exemplo 1 Segue de (1) e de (2) que y = O é uma assíntota horizontal do gráfico de 
f(x) = 1/x tanto no sentido positivo quanto no negativo. Isso é consistente com o gráfico de 
y = 1/x mostrado na Figura 1.3.1. < 
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AJ 
A 
2 
xX 
> 
=n 
2 
y=arctgx 
Figura 1.3.3 
Ay 
6} 
5H 
4 
Fis 
y=e à 
1 
xX 
I | i l li ] | 1 ii ji > 
-5-4 -3 -2 -1 12345 
1 x 
y= (1 $ 1) 
Figura 1.3.4 


> Exemplo 2 A Figura 1.3.3 mostra o gráfico de f(x) = arc tg x. Como sugere esse gráfi- 
co, temos 


lim meg r=-2 (5-6) 
Pa e 


x 
lim arctgx=— e 
x> +% 8 2 2 


de modo que a reta y = 7/2 é uma assíntota horizontal para f no sentido positivo e a reta y = 
—7/2 é uma assíntota horizontal para f no sentido negativo. < 


> Exemplo 3 A Figura 1.3.4 mostra o gráfico de f(x) = (1 + 1/x)". Como sugere esse 


gráfico, temos 
IN: NE 
li) =e e Lo! =e (1-8) 
x — +% Y X— —00 x 


lim lim 


de modo que a reta y = e é uma assíntota horizontal para f tanto no sentido positivo quanto 
no negativo. «4 


E REGRAS DE LIMITES PARA LIMITES NO INFINITO 

Pode ser mostrado que as leis de limite do Teorema 1.2.2 passam sem modificações para li- 
mites em +% e —co, Além disso, segue pelos mesmos argumentos desenvolvidos na Seção 
1.2 que, se n for um inteiro positivo, então 


EO 


desde que existam os limites indicados de f(x). Também segue que constantes podem ser mo- 
vidas para fora do símbolo de limite no caso de limites no infinito: 


lim kf&œ) =k lim fœ) lim kfQ) =k lim fœ) 


dim 6) = dim (69) = (im, sœ) (9-10) 


(11-12) 


desde que existam os limites indicados de f(x). 

Finalmente, se f(x) = k for uma função constante, então os valores de f não mudam 

quando x —> +% ou x —> —%, de modo que 
lim k=k 


x>+% 


lim k =k (13-14) 
> Exemplo 4 


(a) Segue de (1), (2), (9) e (10) que, se n for um inteiro positivo, então 


lim 


iá 1 Êo E 1 2x 
x —> +0 2x xH 2x 


E LIMITES INFINITOS NO INFINITO 

Da mesma maneira que limites em um número real a, os limites no infinito podem deixar de 
existir por vários motivos. Uma possibilidade é que os valores de f(x) cresçam ou decresçam sem 
cota quando x > +% ou x — —%. Utilizaremos a notação seguinte para descrever essa situação. 
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1.3.2 LIMITES INFINITOS NO INFINITO (UM PONTO DE VISTA INFORMAL) Se os valores 
de f(x) crescem sem cota quando x —> +% ou x —> —%, então escrevemos 


lim f(x)=+% ou lim f(x) = +% 


conforme o caso. Se os valores de f(x) decrescem sem cota quando x > +% ou x > —%, 
então escrevemos 


lim f6)=— ou lim f@)=-—% 


conforme o caso. 


E LIMITES DE x” QUANDO x > +% 
Na Figura 1.3.5, ilustramos o comportamento no infinito dos polinômios da forma x” para 
n = 1, 2, 3 e 4, que são casos especiais dos seguintes resultados gerais: 


7 AS = : ão Jem PS a X 
in só a S o lim x -| E RO (15-16) 


x= +40 fico e) 


x 
ji L > 
=Å 4 
-8 F -8 F 
| lim x=+o% lim x? =+ | lim x4=4oe | 
| X5+oo XS+oo | X—+oo 
lim x=- lim x2=+oo lim x! =+ o0 
| X5-—oo X5-—oo P 
Figura 1.3.5 


A multiplicação de x” por um número real positivo não afeta os limites (15) e (16), mas 
a multiplicação por um número real negativo inverte os sinais. 


> Exemplo 5 


lim 2x) = +o, lim 2x) = —oo 
x —> +% Xx>—o 

lim —7xº = —oo, lim —7xf = —o «4 
x> +00 X> —o0 


E LIMITES DE POLINÔMIOS QUANDO x > + 
Há um princípio útil sobre polinômios que, informalmente, afirma que: 


O comportamento final de um polinômio coincide com o comportamento final de seu ter- 
mo de maior grau. 
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Mais precisamente, se c, # 0, então 


lim (cotcx+-+cx)= lim cx” 
ree x> —o (17) 
lim (cotex+--+cax")= lim cx” (18) 
Eco x — +oo 


Podemos motivar esses resultados colocando em evidência o x de potência mais alta do poli- 
nômio e examinando o limite da expressão fatorada. Assim, 
Co Ci 


+ 


x" x”! 


co cix +: + cnx” = x” ( ++) 
Quando x > —% ou x > +%, segue do Exemplo 4(a) que todos os termos com potência po- 
sitiva de x no denominador tendem a 0; logo, (17) e (18) são, certamente, plausíveis. 


> Exemplo 6 


lim (7x5 — 4x? +2x — 9) = lim 7xº = —o 


x> —o0 x— —o0 


lim (—4x8 + 17x? —-5x4+1D)= lim —4xº = —o <4 


x> —o x—>—o 


E LIMITES DE FUNÇÕES RACIONAIS QUANDO x > +% 

Uma técnica para determinar o comportamento final de uma função racional consiste em 
dividir cada termo do numerador e do denominador pela maior potência de x que ocorra no 
denominador, depois do que o comportamento final pode ser determinado usando resultados 
que já foram estabelecidos. A seguir temos alguns exemplos. 


— . 3x+5 
> Exemplo 7 Encontre lim ; 
x>+» 6x — 8 


Solução Divida o numerador e o denominador pela potência mais alta de x que aparece no 


denominador, isto é, x! = x. Obtemos 
3 5 
o BO a Sra 
x lim 6x 8 = x lim 8g Divida cada termo por x. 
F T 6 L 
x 


lim (3 dE z) 
Mo o xX O limite de um quociente 


8 é o quociente dos limites. 
lim [6— — 


lim 3+ lim — 
— > +o Xx>+e X O limite de uma soma 
= 8 é a soma dos limites. 
lim 6— lim — 
x—> +00 x> +o x 
3+5 lim 
x= + x 3+0 1 Uma constante sai para fora de um 
— 17 6-0 — 2 limite; Fórmulas (2) e (13). < 
6—8 lim — 
x—>+o x 
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> Exemplo 8 Encontre 


. 4x2 — x ; 5x? — 2x2 +1 
(a) lim —— (b) lim ———— 
x>—0e 2x3 — 5 x> +o 1—-3x 
Solução (a) Divida cada termo no numerador e no denominador pela maior potência de x 
que ocorre no denominador, a saber, x. Obtemos 


4 1 
2 Bo 
4x" — x o xy g 
lim ——— = lim #4 Divida cada termo por x°. 
x o 2x3 — 5 x œ 5 
2-73 
X 


O limite de um quociente 
é o quociente dos limites. 


1 
lim — — lim RE 
2 X5-SX +08. X O limite de uma diferença é 
= a diferença dos limites. 
lim 2— lim — 
X—>» =% X—> —0% yý 
a el e! 
4 lim — — lim 2 0-0 Uma constante pode ser tirada 
= IFAN NA = = 0 para fora do símbolo de limite; 
2 — 0 Fórmula (14) e Exemplo 4. 


Solução (b) Divida cada termo no numerador e no denominador pela maior potência de x 
que ocorre no denominador, a saber, x! = x. Obtemos 


lim Doc = Jim E (19) 


Nesse caso, não podemos argumentar que o limite do quociente é o quociente dos limites 
porque o limite do numerador não existe. Contudo, temos 


1 1 
lim 5x? — 2x = +%, lim -=0, lim ($ -3)=-3 


x—> +o x> + x x—> +o 


Assim, o numerador do lado direito de (19) tende a +%, e o denominador tem um limite finito 
negativo. Concluímos disso que o quociente tende a —%; ou seja, 


E UM MÉTODO RÁPIDO PARA ENCONTRAR LIMITES DE FUNÇÕES RACIONAIS 
QUANDO x —> +% OU x— —o 

Como o comportamento final de um polinômio coincide com o comportamento final de seu 

termo de maior grau, é razoável concluir que: 


O comportamento final de uma função racional coincide com o comportamento final do 
quociente do termo de maior grau do numerador dividido pelo termo de maior grau do 
denominador. 
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> Exemplo 9 Use a observação precedente para calcular os limites dos Exemplos 7 e 8. 


Solução 
3x+5 i 3x 


x>+0 6x —8 x>+o6x  x>+%2 


DA 4x? 2 
jm = lim é =0 


lim 
x>- 2x3 —5 x>- 2x3 0 150% 


| 5x? — 2x? +1 o Se e 
lim = lim = lim [-=xÍ])=—0 «4 
x>+o 1—-3x x>+0 (—3x) x5+0 3 


E LIMITES ENVOLVENDO RADICAIS 


> Exemplo 10 Encontre 


. yx? +2 | vx? +2 
(a) lim ~= (b) lim ~~ 
a>+to 3x — 6 x>- 3x — 6 
Em ambos os casos, seria prático manipular a função de forma que as potências de x se tor- 
nassem potências de 1/x. Isso pode ser obtido dividindo-se o numerador e o denominador por 


|x| e usando o fato de que vx? = |x]. 


Solução (a) Quando x > +, os valores de x tornam-se positivos; logo, podemos substi- 
tuir |x| por x onde for conveniente. Obtemos 


yx? +2 x? +2 
|x| 


r x? +2 E 2 
x o 3x 6 E x giy 3x = 6 Brana 3x = 6 

|x] x 

1+ 5 lim 1+ — 

X x> +o X 

o = 6 

3—— lim (3 — £) 

x—> +o xX 


Solução (b) Quando x —> —%, os valores de x tornam-se negativos; logo, podemos substi- 
. tuir |x| por — x onde for conveniente. Obtemos 
DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 
E x? +2 
Segue, do Exemplo 10, que a função , x2 +2 , EEn : 
v22 so Aa aaa a DO 
I =e 


fœ) = 


tem uma assíntota dada por y = 4 5 


no sentido positivo e uma assíntota fd 
dada por y = — no sentido negati- ji x 
vo. Confirme isso usando algum re- = Pavan T 3 


curso gráfico. 


y=VxÉ + 5 2, x 


(b) 
Figura 1.3.6 


Observamos na Seção 1. 
gras usuais da Álgebra nã 


20 


1 que as re- 
o podem ser 


aplicadas aos símbolos +% e —%. A 


parte (b) do Exemplo 11 


ilustra esse 


fato: os termos v/xº + 5x? e x ten- 


dem a +% quando x — + 


-ºo, mas sua 


diferença não tende a zero. 


Não há nenhum limite quando 


Xx> +0 OU x — 


Figura 1.3.7 


—oo 
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> Exemplo 11 Encontre 


(a) lim (Vxº +5— x°) (b) lim (V x6 + 5x3 — x°) 


Solução Os gráficos das funções f(x) = vx! +5 — x? e g(x) = V'xº + 5x3 — x? com 
x > 0 aparecem na Figura 1.3.6. A partir deles, podemos conjecturar que os limites soli- 
citados são 0 e 5, respectivamente. Para confirmar isso, tratamos cada função como uma 
fração com um denominador igual a 1 e racionalizamos o numerador. 


Vx0+5 + 
lim (vx +5- x°) = lim (Vxő +5 -— x°) 
x> +00 x> +œ /x +54 x? 


o (845) x i 5 
im = lim 
x—> +% Vxº+5+x2 x> +% / xf +5 +x? 


5 
l x? 
= lim ~x6 = x para x > 0 
x> +œ 5 
O 
xX 
0 


axi + 523 +x? 
lim (V x6 + 5x3 — x°) = lim (V x6 + 5x — x°) | = 
x—> +% x> +o / x6 + 5x3 +x? 


; (xf + 5x3) — x6 i 5x? 
= lim = lim 
ato /x6 + 5x3 x3 voto Vx6 + 5x3 +x? 
. 5 
= lim —— ~/x6 = x? para x > 0 
x > +% 5 
1+ = + 1 
x 
5 5 
< 


E COMPORTAMENTO FINAL DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS, 
EXPONENCIAIS E LOGARÍTMICAS 

Considere a função f(x) = sen x, cujo gráfico aparece na Figura 1.3.7. Para essa função, os 
limites quando x > +% e x —> —% deixam de existir, não porque f(x) cresça ou decresça sem 
cota, mas porque esses valores variam entre —1 e 1 sem se aproximar de algum número real 
específico. Em geral, as funções trigonométricas deixam de possuir limites quando x —> +% 
e x — —º por causa da periodicidade. Não existe notação para denotar esse tipo específico 
de comportamento. 

Na Seção 0.5, mostramos que ambas as funções e* e In x crescem sem cota quando 
x — +% (Figuras 0.5.8 e 0.5.9). Assim, na notação de limite, temos 

lim lnx = + lim e“ = +% (20-21) 


x— +0 x—> +00 


Para referência futura, também listamos os seguintes limites, que são consistentes com 
os gráficos das Figuras 1.3.8: 


lim e =0 lin limn = —e2 (22-23) 


X— —00 PAER 
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Figura 1.3.8 


Figura 1.3.9 


Finalmente, os limites seguintes podem ser deduzidos observando que o gráfico de 
y = e™ é a reflexão do gráfico de y = e* pelo eixo y (Figura 1.3.9). 
imeen =0 lim e™™* = +% 
x— +% S= = 
"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.3 (Ver página 100 para respostas.) 
1. Encontre os limites. 


(24-25) 
(a) lim B-x)= 


3. Dado que 


lim f&œ)=2 e lim g(x) = —3 


+ 
encontre os limites que existirem. 


(a) lim Bf) — g6)] = 


tj: tim ZE E 
15 += g(1) 
2f0) +380) _ 
(c) m = 
ato 3 f(x) + 2g(x) 
2 
W do = (d) lim 10 86) = 
x—> —o 4x2 — 3 x—> +% 
' 4. Considere os gráficos de 1/x, sen x, In x, ee e™. Qual deles, se 
(b) lim s z : 
x>+e 2 + senx algum, tem uma assíntota horizontal? 
1 xX 
(c) lim (1 + 2) Ša o o 
x +% x 
EXERCÍCIOS 1.3 [5] Recurso Gráfico 
1-4 Em cada um destes exercícios, faça hipóteses razoáveis sobre o 2. Para a função ø do gráfico abaixo, encontre: 
gráfico da função indicada fora da região esboçada. IH (a) lim d(x) 
1. Para a função g do gráfico abaixo, encontre (b) dim d 0). 
(a) lim g(x) (b) dim g() 
A7 7 = 809) 


y »= 400) 
x 
| 
4 


va 


Figura Ex-1 


Figura Ex-2 


3. Para a função é do gráfico abaixo, encontre: 
(b) lim (x). 


(a) lim $) 


y=) 


Figura Ex-3 


4. Para a função G do gráfico a seguir, encontre: 
(b) lim G(x). 
x> +0 


(a) lim G(x) 


y= G(x) 


M Figura Ex-4 
5. Dado que 
lim f(x)=3, lim g(x)=-5, lim h(x)=0 
x — +0 Xx— +0 x> + 


encontre os limites que existirem. Se o limite não existir, expli- 


que por quê. 
(a) lim [fŒ +3g6) 


] 


(b) lim [h(x) — 4800) + 1] 


(c) dim [/0)809] 
(e) lim 5 + fE) 


. 3h(x) + 4 
aa 
6. Dado que 


(d) Jim LgG9P 


6 fc) 


(h) lim ——LcL 
x>+ 5 f(x) +380) 


lim fœ)=7 e lim g(x)=-—6 


encontre os limites que existirem. Se o limite não existir, expli- 


que por quê. 
(a) lim [2/6) — ga) 


© Jim R? + g(9)] 
(e) dim Yf) 


(8) Jim, [ro +82 


] 


(b) 
(d) 


Jim [6/0) + 7869] 
im go] 
tim EO 
Im 
x>- f(x) 
xf 
x> (2x + 3)g(x) 


®© 


(h) 


Complete a tabela e dê um palpite sobre o limite indicado. 


f(x) =arctg (5) dim 169 


0,01 | 0,001 


0,0001 


0,00001 | 0,000001 


fœ) 
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(b) Use a Figura 1.3.3 para encontrar o valor exato do limite 


na parte (a). 


8. Complete a tabela e dê um palpite sobre o limite indicado. 


fŒ sx lim fO) 
x |10 | 100 | 1.000 | 10.000 | 100.000 | 1.000.000 
fc) 


9-40 Encontre os limites. EE 


9. lim (1 +2x — 3x?) 
1. lim yx 
3x +1 
13. üm E 
x>+02x—5 
15. lim —— 
y>- y +4 
aid 
ir im A 
x>% x2? + 2x +1 
T— 6x 
19. lim i 
x— +o x+3 
43 
21. lim e, 
t>+ 78 +3 
2+3x — 5x2 
33, im pi 
x> +o 1 + 8x? 
5x2 —2 
25. tim N2H 
x>- x+3 
27. lim +? 


29. lim 
x>-o x2-8 
31. lim (Vx? +3 — x) 
1 o X 
33. lim —Í 
x>» | + ex 
35 qu E E 
x—> +% €* — e 
2 
37. lim In (5) 
x — +o xX 
1 xX 
39. im EP 
x —» +o x* 


16. 


18. 


20. 


22. 


26. 


28. 


30. 


32. 


34. 


36. 


38. 


40. 


lim (2x) — 100x + 5) 


x > +00 


41-44 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


x>+o 


41. Temos lim (1 | 


1 2x 
) =d+0te=1t2=1. 
X 
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42. 


43. 


44. 
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45 


. Suponha que uma partícula esteja sendo acelerada por uma 


46. 


Cálculo 


Se y = L for uma assíntota horizontal da curva y = f(x), então 


lim fO)=L e lim fO)=L 


Se y = L for uma assíntota horizontal da curva y = f(x), então 
é possível que o gráfico de f intersecte a reta y = L uma infini- 
dade de vezes. 


Se uma função racional p(x)/g(x) tem uma assíntota horizon- 
tal, então o grau de p(x) deve ser igual ao grau de q(x). 


força constante. As duas curvas v = n(t) e v = e(t) da fi- 
gura abaixo fornecem as curvas de velocidade instantânea 
versus tempo para a partícula conforme previstas, respecti- 
vamente, pela Física clássica e pela Teoria da Relativida- 
de Especial. O parâmetro c representa a velocidade da luz. 
Usando a linguagem de limites, descreva as diferenças nas 
previsões em longo prazo das duas teorias. 


v=n(t) 
(Clássica) 


v=e(t) 
(Relatividade) 


Velocidade 


~ 


Tempo Figura Ex-45 


Seja T = f(t) a temperatura de uma batata cozida t minu- 
tos depois de retirada de um forno quente. A figura abaixo 
mostra a curva da temperatura versus tempo para a batata, 
onde r denota a temperatura ambiente. 

(a) Qual é o significado físico de lim, — o+ f (£)? 

(b) Qual é o significado físico de lim, > +» f (£)? 


AT 
É 400 
g 
z T=ft) 
D 
E 
o r e- 
- $ 
> 
Tempo (min) Figura Ex-46 
47. Seja 
2x2 +5, x<0 
f(x) = 3 — 5x 
———, x>0 
1 +4x +x? 
Encontre 


(a) Jim, fŒ) (b) dim fœ). 


32. 


49. 


50. 


51. 


52. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


53-54 Nestes exercícios, desenvolvemos algumas versões do prin- 
cípio da substituição, ferramenta útil no cálculo de limites. EM 


53. (a) Explique por que podemos calcular lim, > +. e” fazen- 


54. (a) 


Seja 
ac t < 1.000.000 
(o) 512 +6 
g = 
36 e 
v36 — 100 a 1.000.000 
5=t 
Encontre 


(a) lim g) (b) lim g0). 

t> —o t= + 
Discuta os limites de p(x) = (1 — x)” quando x > +% e 
x — —o para valores inteiros positivos de n. 


Em cada parte, encontre exemplos de polinômios p(x) e 
q(x) que satisfaçam a condição dada e tais que p(x) > +% e 
q(x) — +% quando x — +00. 


@ lim 2 =1 b) lim Z® =0 
E qa) e gG) 
O dim DE =+0 O Jim pa-w 


(a) Alguma das funções trigonométricas sen x, cos x, tg x, 
cotg x, sec x ou cossec x tem assíntotas horizontais? 

(b) Alguma das funções trigonométricas tem assíntotas verti- 
cais? Onde? 


Encontre 


tim co + cix +--+ cnx” 
«>+ do + dix +: + dmx” 


onde cn # 0 e dm + O. [Sugestão: A resposta dependerá dos 
casos m < n,m =n oum >n.] 


2 


do a substituição t = x” e escrevendo 


lim é = lime =+% 
x—> +o t> +% 
(b) Suponha que g(x) —> +% com x —> +%. Dada qual- 
quer função f(x), explique por que podemos calcu- 
lar lim, +» f[e(x)] fazendo a substituição t = g(x) e 
escrevendo 


dim flgG)]= lim fO 


(Aqui, a igualdade significa que ou ambos os limites 
existem e são iguais ou nenhum dos dois limites existe.) 
Por que o resultado da parte (b) permanece válido se 
todos os lim, +» forem substituídos por um dos se- 
guintes lim, o, liM; >c, limy > c- OU limy +? 


(c) 


Explique por que podemos calcular lim, — +% e” fa- 


zendo a substituição t = —x? e escrevendo 
: EES . t 
lim e* = lim é =0 
x — +% t —> —% 


(b) Suponha que g(x)—>— com x—> +. Dada qual- 
quer função f(x), explique por que podemos calcu- 
lar lim, +o f[g(x)] fazendo a substituição t = g(x) e 
escrevendo 


dim flgG)]= lim fO 


(Aqui, a igualdade significa que ou ambos os limites 
existem e são iguais ou nenhum dos dois limites existe.) 
(c) Por que o resultado da parte (b) permanece válido se 
todos os lim, + forem substituídos por um dos se- 
guintes lim, . o, lim,» e» limy > e- OU lim, > +? 


55-62 Encontre os limites usando uma substituição apropriada. EH 


55. 


57. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


F65. 


lim ex 56. lim e!” 
x—> 0+ x—> 0— 

lim ecessecx 58. lim eSessecx 
x>0+ x>0- 


. In 2x 
lim —— [Sugestão: t = In x] 
x> +% In 3x 


lim [In(x? — 1) — In(x + 1)] [Sugestão: t = x — 1] 


x—> +o 


x> + 


1 =X 
(1 — ) [Sugestão:t = —x] 
x 


P) xX 
lim (1 + 2) [Sugestão: t = x/2] 
x—> +0 X 
Seja f(x) = b*, em que O < b. Use o princípio da substituição 
para confirmar o comportamento assintótico dessa função ilus- 
trado na Figura 0.5.1. [Sugestão: f(x) = b* = (er by = e™ 8] 


Prove que lim,» o(1 + Qd” =e completando as partes (a) e (b). 

(a) Use a Equação (7) e a substituição t = 1/x para provar que 
lim, so (1 + x)!” =e. 

(b) Use a Equação (8) e a substituição t = 1/x para provar que 
lim;so (1 +x)!” = e. 


Suponha que a velocidade v (em pés/s) de um paraquedista t 
segundos depois de saltar de um avião seja dada pela equação 
v = 190(1 — e 685, 

(a) Faça o gráfico de v versus t. 

(b) Calculando um limite apropriado, mostre que o gráfico de 
v versus t tem uma assíntota horizontal v = c com uma 
constante c apropriada. 

(c) Qual é o significado físico da constante c em (b)? 


. A população p dos EUA no ano t pode ser modelada (em mi- 


lhões) pela função 


525 
pt) = 1 + 1,1e-0022250-1990) 


(a) Com base nesse modelo, qual foi a população dos EUA 
em 1990? 


67. 


68. 
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(b) Faça um gráfico de p versus t para o período de 200 anos 
que vai de 1950 até 2150. 

(c) Calculando um limite apropriado, mostre que o gráfico de 
p versus t tem uma assíntota horizontal p = c com uma 
constante c apropriada. 

(d) Qual é o significado da constante c em (b) para a previsão 
da população por meio desse modelo? 


(a) Calcule os valores (aproximados) dos termos da sequência 


oa apo OR Da 1,000110°°1, 1,00001 100001 
1 000001 1000001 1.0000001 10000001 


De qual número esses termos aparentemente se aproximam? 
(b) Use a Equação (7) para confirmar sua resposta na parte (a). 
(c) Seja 1 < a < 9 um inteiro positivo. Qual é o número que é 
aproximado mais e mais pelos termos da sequência a seguir? 
LA a 1,001003, 1,0001400, 1,0000100, 
1,000001209900% 1.00000017000002.. 


(As potências são inteiros positivos que começam e termi- 
nam com o dígito a e têm zeros nas demais posições.) 


1 x 
Seja f(x) = (1 + z) ; 
x 
(a) Prove a identidade 


x 
feg- 
(b) Use a Equação (7) e a identidade da parte (a) para provar a 


Equação (8). 


“fO — 


69-73 A noção de assíntota pode ser estendida para incluir curvas 
não necessariamente retas. Especificamente, dizemos que as curvas 
y = f(x) ey = g(x) são assintóticas quando x > +% se 


Jim 1/6) —8()]=0 


e assintóticas quando x > —o se 


dim [169 — 869] =0 


Nesses exercícios, determine uma função g(x) mais simples, tal que 
y = f(x) seja assintótica a y = g(x) quando x —> +% ou x — —%. Use 
um recurso gráfico para gerar os gráficos de y = f(x) e de y = g(x) e 
identifique todas as assíntotas verticais. E 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


2 
—2 
f(x) = E 5 [Sugestão: Divida x? — 2 por x — 2] 
es 
x —x+3 
fo)=——— 
x 
=x? +3x? +x- 1 
fœ) = 
r= 
xixi 3 
MOST E 
1 
f(x) = sen x + — 


x—1 


Texto Em alguns modelos de aprender a executar alguma ati- 
vidade (por exemplo, malabarismo), supõe-se que o nível de 
competência de um indivíduo cresça com a prática, mas não 
pode crescer indefinidamente. Como os conceitos desta seção 
são aplicáveis a um modelo desses? 
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75. Texto Em alguns modelos populacionais, supõe-se que um 
dado sistema ecológico possui uma capacidade de tolerância L. 
As populações maiores do que a capacidade de tolerância ten- 


a capacidade de tolerância tendem a aumentar em direção a L. 
Explique por que essas hipóteses são razoáveis e discuta como 
os conceitos desta seção são aplicáveis a um modelo desses. 


dem a declinar em direção a L, enquanto que as menores do que 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.3 


1. (a) + (b)5 (c) — (d) O 


2. (a) 5 (b) não existe (c)e 3. (a)9 (b) -4 (c) não existe (d) 4 


4. 1/x,e'e e™ têm, cada uma, uma assíntota horizontal. 


1.4 LIMITES (DISCUTIDOS MAIS RIGOROSAMENTE) 


Nas seções anteriores deste capítulo, ocupamo-nos com a descoberta de valores de limites, 
tanto pela amostragem de valores selecionados de x como pela aplicação de teoremas de 
limites que foram enunciados sem prova. Nosso objetivo principal nesta seção é definir 
precisamente a noção de limite, tornando possível, assim, estabelecer limites com exatidão e 
provar teoremas sobre limites. Com isso, também estaremos obtendo uma compreensão mais 
profunda de algumas das propriedades mais sutis das funções. 


E MOTIVAÇÃO PARA A DEFINIÇÃO DE LIMITES BILATERAIS 


A afirmação lim, > a f(x) = L pode ser interpretada informalmente como significando que 
o valor de f(x) pode ser tomado tão próximo quanto queiramos do número real L, bastando 
para isso tomar valores de x suficientemente próximos de a. Nosso objetivo é tornar mate- 
maticamente precisas as frases “tão próximo quanto queiramos de L” e “suficientemente 
próximo de a”. 

Para isso, considere a função f esboçada na Figura 1.4.1a, para a qual f(x) > L 
quando x — a. Para simplificar a visualização, desenhamos o gráfico de f como sendo 
crescente em um intervalo aberto contendo a e deliberadamente colocamos um buraco no 
gráfico sobre o ponto x = a para enfatizar que f não precisa estar definida em x = a para 
ter um limite nesse ponto. 


rop y=[09 EE =o E y=f0 
) é € : € i 
y fo) 1 
Heesen A | 
L-e- | L-—e| | 
l x | x 
x a a x a 2 xa 
(a) (b) (0) 


Figura 1.4.1 


Em seguida, escolhamos qualquer número positivo € e perguntemos quão próximo deve 
estar x de a para garantir que os valores de f(x) caiam a uma distância inferior a e de L. Pode- 
mos responder a isso geometricamente traçando retas horizontais a partir dos pontos L + € e 
L — e do eixo y até encontrarmos a curva y = f(x) e, então, traçar retas verticais a partir desses 
pontos da curva até o eixo x (Figura 1.4.1b). Como indicamos na figura, sejam xo e xı os dois 
pontos em que essas retas verticais cortam o eixo x. 


y v=f0) 


s> ô> 

| | x 
£ (o z> 
Xy a-ô a a+ô x 


Figura 1.4.2 


As definições de limites laterais exi- 
gem adaptações mínimas na Defini- 
ção 1.4.1. Por exemplo, para um limite 
pela direita, basta supor que f(x) es- 
teja definida em um intervalo (a, b) 
que se estende à direita de a e que a 
condição e€ seja satisfeita por qualquer 
x do intervalo a < x < a + ô que se 
estende à direita de a. Uma adaptação 
semelhante deve ser feita para limites 
pela esquerda. (Ver Exercício 27.) 
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Agora, imaginemos que x se aproxime mais e mais de a (de qualquer um dos dois la- 
dos). A partir de um certo instante, x estará dentro do intervalo (xo, x1), que está destacado na 
Figura 1.4.1c; quando isso ocorrer, o valor de f(x) cairá entre L — ee L + e, que determinam 
um intervalo destacado na figura. Assim, podemos concluir: 


Se f(x) — L quando x — a, então para qualquer número positivo € podemos encontrar 
um intervalo aberto (xo, x1) no eixo x que contém o ponto a e que tem a propriedade de 
que, para cada x nesse intervalo (exceto possivelmente para x = a), o valor de f(x) está 
entre L— ceL+ e. 


O que é importante sobre esse resultado é que ele é válido independentemente de quão 
pequeno se tomar e. Contudo, tornar € cada vez menor força f(x) a ficar cada vez mais próximo 
de L, que é precisamente o conceito que estávamos tentando captar matematicamente. 

Observe que, na Figura 1.4.1, o intervalo (xo, xı) se estende mais para o lado direito 
de a do que para o lado esquerdo. Contudo, muitas vezes é preferível dispor de um inter- 
valo que se estenda a mesma distância para ambos os lados de a. Para isso, escolhamos 
qualquer número positivo ô que seja menor do que x, — a e a — xp e consideremos o in- 
tervalo 


(a — ô, a+ ô) 


Esse intervalo se estende à mesma distância ô de ambos os lados de a e está dentro do inter- 
valo (xo, x1) (Figura 1.4.2). Além disso, a condição 


L-e<f(x)<L+e (1) 


vale com qualquer x desse intervalo (exceto, possivelmente, x = a), já que essa condição vale 
no intervalo maior (xo, x1). 
Como (1) pode ser expressa como 


fl) — L| < e 
e a condição de x estar situado no intervalo (a — ô, a + ô), mas x a, pode ser expressa como 
0< |x- a| < ô 


somos levados à definição precisa de limite bilateral a seguir. 


1.4.1 DEFINIÇÃO DE LIMITE Seja f(x) definida em todo x de algum intervalo aberto que 
contenha o número a, com a possível exceção de que f(x) não precisa estar definida em a. 
Escreveremos 


lim fœ) =L 


se, dado qualquer número € > 0, pudermos encontrar um número ô > O tal que 


IfO)—L|<e se O<|x—a|<ô 


Essa definição, que é atribuída ao matemático alemão Karl Weierstrass e é conhecida 
como a definição “épsilon-delta” de limite bilateral, estabelece a transição de um conceito in- 
formal de limite para uma definição precisa. Especificamente, à frase informal “tão próximo 
quanto queiramos de L” atribuímos um sentido quantitativo pela nossa habilidade de escolher 
arbitrariamente o número positivo e, e a frase “suficientemente próximo de a” é quantificada 
pelo número positivo ô. 

Nas seções precedentes, ilustramos vários métodos numéricos e gráficos para adivi- 
nhar limites. Agora que temos uma definição precisa para trabalhar, podemos confirmar, de 


102 


Cálculo 


fato, a validade daqueles palpites com prova matemática. Aqui está um exemplo típico de 
uma tal prova. 


> Exemplo 1 Use a Definição 1.4.1 para provar que lim Bx- 5)=1. 


Solução Devemos mostrar que, dado qualquer número positivo €, podemos encontrar um 
número positivo ô tal que 


IGx—5)— 1|<e se O<|x-—-2|<ô6 (2) 
—— wv v 
fœ) L a 


Há duas coisas a fazer. Primeiro, devemos descobrir um valor de ô que sustente essa afirma- 
ção e, então, provar que a afirmação é válida para aquele ô. Para a primeira parte, começamos 


por simplificar e escrever (2) como 
Bx—6|<e se 0<|x—2|<ô 


A seguir, vamos reescrever essa afirmação em uma forma que irá facilitar a descoberta de um 


ô apropriado: 
3x —2]<e se O<l|x-—-2|<ô 


x—2|< e/3 


(3) 


se 0< |x-—2|< ô 


Deveria ser evidente, por si só, que essa última afirmação está assegurada quando ô = €/3, 
a qual completa a parte da descoberta de nosso trabalho. Agora, precisamos provar que (2) é 
válida para essa escolha de ô. Porém, a afirmativa (2) é equivalente à (3), e (3) se verifica com 
ô = €/3, portanto, (2) se verifica também com ô = €/3. Isso prova que lim 3x —-5S)=1. 4 


Este exemplo ilustra a forma geral da prova de um limite: admitamos que nos é dado um número positivo €, e 
tentamos provar ser possível encontrar um número positivo ô, tal que 


IfO)—-L|<e se O<l|x—al<ôb (4) 
Isso é feito, em primeiro lugar, descobrindo-se ô e, então, provando que o ô descoberto funciona. Uma vez 
que o argumento tem de ser bastante geral, a fim de valer para todos os valores de € positivos, a quantida- 
de ô deve ser expressa como uma função de e. No Exemplo 1, encontramos a função ô = e/3 por alguma 
álgebra simples; contudo, a maioria das provas de limite requer um pouco mais de engenhosidade lógica 
e algébrica. Logo, se o leitor achar nossa discussão resultante das provas “e-ô” desafiadora, não venha a 
se desencorajar; os conceitos e as técnicas têm dificuldades intrínsecas. Com efeito, o entendimento exato 
de limites iludiu as melhores mentes matemáticas por mais de 150 anos após a descoberta dos conceitos 
básicos de Cálculo. 


Karl Weierstrass (1815-1897) Weierstrass, filho de um 
oficial alfandegário, nasceu em Ostenfelde, Alemanha. 
Quando jovem, Weierstrass mostrou notável habilidade 
em línguas e Matemática. Porém, pressionado pelo pai 
dominador, entrou em um programa de leis e comércio 
da Universidade de Bonn. Para desgosto da família, o 


ensino médio, e não universitário. Então, em 1854, ele publicou 
um artigo da maior importância, causando sensação no mundo 
matemático e dando-lhe, da noite para o dia, fama internacional. 
Ele recebeu imediatamente um doutorado honorário na Universi- 
dade de Kônigsberg e começou uma nova carreira universitária, 
lecionando na Universidade de Berlim em 1856. Em 1859, o es- 


teimoso jovem concentrou-se em esgrimar e beber cer- 
veja. Quatro anos mais tarde, voltou para casa sem nenhum títu- 
lo. Em 1839, entrou na Academia de Miinster para obter um títu- 
lo em ensino médio e lá conheceu e estudou sob a orientação de 
um excelente matemático, Christof Gudermann. As ideias desse 
matemático tiveram grande influência no trabalho de Weiers- 
trass. Após receber seu diploma de licenciatura, ele passou os 15 
anos seguintes lecionando alemão, Geografia e Matemática em 
uma escola de ensino médio. Além disso, ensinava caligrafia 
para crianças. Durante esse período, muito do trabalho matemá- 
tico de Weierstrass foi ignorado, pois ele era um professor de 


forço dispendido nas pesquisas matemáticas causou-lhe um co- 
lapso nervoso temporário e levou-o a surtos de vertigens que o 
acompanharam pelo resto de sua vida. Weierstrass era um pro- 
fessor brilhante, e suas aulas estavam sempre lotadas. Apesar de 
sua fama, ele nunca perdeu seus hábitos de bebedor de cerveja, 
estando sempre na companhia de estudantes, brilhantes ou não. 
Weierstrass foi reconhecido como um grande nome mundial em 
Análise Matemática. Ele e seus estudantes abriram caminho para 
as escolas modernas de Análise Matemática. 


[Imagem: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Karl Weierstrass.jpg] 


O limite pela esquerda e o limite bila- 
teral no Exemplo 2 não existem em 
x = 0 porque o domínio de „/x não 
inclui números à esquerda de 0. 


} 
a-ô a-ô a a+ô, a+ô 


Figura 1.4.3 


Caso o leitor se pergunte como foi 
obtida a restrição ô < 1, em vez de 
ô<5ouôx< L, por exemplo, a res- 
posta é simples: 1 é somente uma es- 
colha conveniente, pois qualquer res- 
trição da forma ô < c teria funcionado 
igualmente bem. 
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> Exemplo 2 Prove que lim yx = 0. 
x—> 0+ 


Solução Observe que o domínio de /x é O < x, portanto é válido discutir o limite com 
x — 0*. Devemos mostrar que, dado € > 0, existe um ô > 0 tal que 


Nx—-0|<e se 0O<x-0<6 


ou, simplificando: 


Nx <e se 0O<x<ô (5) 


No entanto, elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade /x < e, podemos rees- 
crever (4) como 


x<é se 0O<x<ô (6) 


Deveria ser evidente, por si só, que (6) é verdadeiro se ô = €?;e uma vez que (6) é a reformu- 
lação de (5), mostramos que (5) é válida com ô = e. Isso prova que lim yx =0. «4 
x> 0+ 


E OVALOR DE ô NÃO É ÚNICO 


Preparando o próximo exemplo, notamos que o valor de ô na Definição 1.4.1 não é único; 
uma vez encontrado um valor de ô que preencha as exigências da definição, qualquer número 
positivo ô; menor também cumprirá aquelas exigências. Isto é, se for verdade que 


IfO)—L|<e se O<l|x—a|<óo 
então também será verdade que 
IfO)—L|<e se 0<|x—aļ|< ô 


Isso porque (x: 0 < |x — a| < 61) é um subconjunto de {x : 0 < |x — a| < ô} (Figura 1.4.3) 
e, portanto, se | f(x) — L| < e€ estiver satisfeita para todo x no intervalo maior, então estará 
automaticamente satisfeita para todo x no subconjunto. Logo, no Exemplo 1, no qual usamos 
ô = €e/3, poderíamos ter usado valores menores de ô, como ô = €/4, ô = €/5 ou ô = e/6. 


> Exemplo 3 Prove que lim x° = 9, 


Solução Devemos mostrar que, dado qualquer número positivo, conseguimos encontrar 
um número positivo ô tal que 


2—9 <e se 0<]x—3| <ô (7) 

Como |x — 3| ocorre no lado direito dessa “afirmativa se”, será útil fatorar o lado esquerdo 
para introduzir um fator |x — 3]. Isso resulta na seguinte forma alternativa de (7): 

x+3|x—-3]<e se O<l|x—-3|<ô6 (8) 

Queremos limitar o fator |x + 3]. Se soubéssemos, por exemplo, que ô < 1, então teríamos 


—l<x-—3<1,portanto,5 < x + 3 < 7 e, consequentemente, |x + 3| < 7. Assim, se 
ô< le0< |x—3|< ô, então 


|x + 3|lx — 3| < 78 


Segue que (8) estará satisfeita por qualquer ô positivo tal que ô < 1 e 78 < e. Isso pode 
ser obtido tomando ô como o mínimo dos números 1 e €/7, que costumamos denotar por 
ô = min(1, e/7). Isso prova que lim x =9. 4 


E LIMITES QUANDO x > +œ 
Na Seção 1.3, discutimos os limites 


lim fOo)=L e lim fO)=L 


104 


Cálculo 


de um ponto de vista intuitivo. Interpretamos a primeira afirmação como significando que os 
valores de f(x) ficam tão próximos quanto queiramos de L quando x cresce sem parar; inter- 
pretamos a segunda afirmação como significando que os valores de f(x) ficam tão próximos 
quanto queriamos de L quando x decresce sem parar. Essas ideias são captadas mais precisa- 
mente nas definições a seguir e ilustradas na Figura 1.4.4. 


1.4.2 DEFINIÇÃO Seja f(x) definida em todo x de algum intervalo aberto infinito que se 
estende no sentido positivo do eixo x. Escreveremos 


dim fo) =L 


se, dado qualquer número e > 0, houver um correspondente número positivo N tal que 


IfO)—L|<e se x>N 


1.4.3 DEFINIÇÃO Seja f(x) definida em todo x de algum intervalo aberto infinito que se 
estende no sentido negativo do eixo x. Escreveremos 


lim f(x)= L 
x—> —oo 
se, dado qualquer número e > 0, houver um correspondente número negativo N, tal que 


IfO)—L|<e se x<N 


Para ver como essas definições se relacionam com os nossos conceitos informais desses 
limites, suponha que f(x) — L quando x —> +, e para um dado e, seja N o número positivo 
descrito na Definição 1.4.2. Se for permitido a x crescer sem parar, então x acabará entrando 
no intervalo (N, +), o qual está marcado mais claro na Figura 1.4.4a; quando isso acontecer, 
os valores de f(x) cairão entre L — e e L + e, marcado mais escuro na figura. Uma vez que 
isso é válido para todos os valores de e (não importa quão pequeno), podemos forçar os va- 
lores de f(x) a ficar tão perto de L quanto quisermos, fazendo N suficientemente grande. Isso 
está de acordo com o nosso conceito informal desse limite. Analogamente, a Figura 1.4.4b 
ilustra a Definição 1.4.3. 


y x 
L+ e T T L+ e 
fœ) fœ) 

L L 
L-e L- € 
x xX 
— dl > 

| N x —> «— x N | 
[lfco-< esex>N | fo -LI< esex<N | 
(a) (b) 
Figura 1.4.4 


E... 1 
> Exemplo 4 Prove que lim — = 0. 
x>+o x 


a-ô ta+ô 
a 


fOw)>Mse0O<|x-al< ê 


(a) 


Figura 1.4.5 


Como o leitor definiria esses limites? 
lim f(x)=+ lim f(x) =—o 
x>at x>at 


lim f(x)=+o lim f(x) = —o0 


xoa 


tim f6)=+ lim f6)=-co 
lim f()=+e lim f&)=-» 
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Solução  Aplicando-se a Definição 1.4.2 com f(x) = 1/x e L = 0, devemos mostrar que, 
dado e > O conseguimos encontrar um número N > 0 tal que 


1 
-0| <e se x>N (9) 
x 


Como x —> +%, podemos supor que x > 0. Logo, podemos eliminar os valores absolutos nes- 
sa afirmação e a reescrever como 


1 
— <e se x>N 
x 
ou, tomando os recíprocos, 
1 
x>- se x>N (10) 
E€ 


É evidente, por si só, que N = 1/€ satisfaz essa exigência, e como (10) é equivalente a (9) se 
x > 0, a prova está completa. « 


E LIMITES INFINITOS 
Na Seção 1.1, discutimos, do ponto de vista intuitivo, os seguinte tipos de limites: 


lim f(x) = +%, lim f(x) = —o (11) 
lim, f(x) = +00, lim f(x) = —o (12) 
lim f(x) = +%, lim f(x) = —oo (13) 


Lembre que cada uma dessas expressões descreve uma maneira particular na qual o limite 
não existe. O +% indica que o limite não existe porque f(x) cresce sem cota, e o —% indica 
que o limite não existe porque f(x) decresce sem cota. Essas ideias estão captadas mais preci- 
samente nas definições a seguir e ilustradas na Figura 1.4.5. 


1.4.4 DEFINIÇÃO Seja f(x) definida em todo x de algum intervalo aberto contendo a, 
exceto que f(x) não precisa estar definida em a. Escreveremos 


lim f(x) = +% 

x—>a 
se, dado qualquer número positivo M, pudermos encontrar um número ô > 0, tal que f(x) 
satisfaz 


fO)>M se 0<j|x-—a| <ô 


1.4.5 DEFINIÇÃO Seja f(x) definida em todo x de algum intervalo aberto contendo a, 
com a exceção de que f(x) não precisa estar definida em a. Escreveremos 


lim f(x) = —o0 


se, dado qualquer número negativo M, pudermos encontrar um número ô > 0, tal que f(x) 
satisfaz 


fo)<M se 0<j|x-—a| <ô 


Para ver como essas definições se relacionam com os nossos conceitos informais 
desses limites, suponha que f(x) — +% quando x — a e que, para um dado M, seja ô o 
número positivo correspondente, descrito na Definição 1.4.4. A seguir, imagine que x 
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aproxima-se cada vez mais de a (por qualquer lado). Então, x entrará no intervalo (a — ô, 
a + ô), marcado mais claro na Figura 1.4.5a; quando isso acontecer, os valores de f(x) 
serão maiores do que M, marcado mais escuro. Uma vez que isso é válido para qualquer 
valor positivo M (não importa quão grande), podemos forçar os valores de f(x) para que 
sejam tão grandes quanto quisermos, fazendo-se x suficientemente próximo de a. Isso está 
de acordo com o nosso conceito informal desse limite. Analogamente, a Figura 1.4.5b 
ilustra a Definição 1.4.5. 


E l 
> Exemplo 5 Prove que lim, 5 = +o. 
x>0 X 


Solução Aplicando a Definição 1.4.4 com f(x) = 1/x2 e a = 0, devemos mostrar que, dado 


um número M > 0, conseguimos encontrar um número ô > 0, tal que 


1 
m7 M se 0< |x— 0| <ô (14) 


ou, tomando-se o recíproco e simplificando, 


1 
x? < — se 0<j|x|<ô (15) 
M 


No entanto, x? < 1/M se |x| < 1/M, logo ô = 1/V/M satisfaz (15). Uma vez que (14) é 


equivalente a (15), a prova está completa. < 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.4 (Ver página 109 para respostas.) 


1. A definição de limite bilateral afirma: lim, > a f(x) = L se, dado 
qualquer número , existir um número p 


tal 


que | f(x) — L| < ese 


2. Suponha que f(x) seja uma função tal que, dado € > 0, a con- 
dição O < |x — 1| < €/2 garante que | f(x) — 5| < e. Qual é o 
limite que decorre dessa propriedade? 


3. Suponha que € seja um número positivo qualquer. Encontre o 
maior valor de ô, tal que [5x — 10| < e se 0 < |x — 2| < ô. 


EXERCÍCIOS 1.4 Recurso Gráfico 


4. A definição de limite em +% afirma: lim, >» f(x) = L se, dado 
qualquer número _ , existir um número positivo 
» tal que | f(x) — L| < ese 


5. Encontre o menor número positivo N, tal que, para cada x > N, 
o valor de f(x) = 1/,/x está a menos de 0,01 unidade de 0. 


1. (a) 


(b) 


Encontre o maior intervalo aberto, centrado na origem do 
eixo x, tal que, para cada ponto x no intervalo, o valor da 
função f(x) = x + 2 não esteja mais longe do que 0,1 uni- 
dade do número f(0) = 2. 

Encontre o maior intervalo aberto, centrado no ponto 
x = 3, tal que, para cada ponto x no intervalo, o valor da 
função f(x) = 4x — 5 não esteja mais longe do que 0,01 
unidade do número f(3) = 7. 

Encontre o maior intervalo aberto, centrado no ponto x = 
4, tal que, para cada ponto x do intervalo, o valor da fun- 
ção f(x) = x? não esteja mais longe do que 0,001 unidade 
do número f(4) = 16. 


2. Em cada parte, encontre o maior intervalo aberto, centrado no 
ponto x = 0, tal que, para cada ponto x do intervalo, o valor da 
função f(x) = 2x +3 não esteja mais longe do que € unidades 


do 
(a) 
(c) 


número f(0) = 3. 
e=0,1 (b) e=0,01 
e = 0,0012 


3. (a) Encontre os valores de xp e x, na figura anexa. 
(b) Encontre um número positivo ô, tal que |/x — 2] < 0,05 
se 0 < |x — 4| < ô. 


ys 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
4 


Fora de escala Figura Ex-3 


4. (a) Encontre os valores de xo e x, na figura abaixo. 
(b) Encontre um número positivo ô tal que |(1/x) — 1| < 0,1 se 
0 < |x— 1| < ô. 


Fora de escala 


Figura Ex-4 


Gere o gráfico de f(x) = x? — 4x + 5 com um recurso grá- 
fico computacional e use-o para encontrar um número ô, tal 
que |f(x) — 2| < 0,05 se 0 < |x — 1| < ô. [Sugestão: Mostre 
que a desigualdade | f(x) — 2| < 0,05 pode ser reescrita como 
1,95 < xX? — 4x + 5 < 2,05 e obtenha uma estimativa dos valo- 
res de x para os quais x? — 4x + 5 = 1,95 e xX? — 4x + 5 = 2,05.] 


Use o método do Exercício 5 para encontrar um número ô tal 
que |V 5x + 1 — 4| < 0,5se 0 < |x — 3| < ô. 


Seja f(x) = x + x com L = lim, > ı f(x) e tome e = 0,2. 
Use um recurso gráfico e sua operação de traçar retas para 
encontrar um número positivo ô, tal que |f(x) — L| < e se 
0 < |x— 1| < ô. 


Seja f(x) = (sen 2x)/x e use um recurso gráfico para conjec- 
turar o valor de L = lim, — o f(x). Depois tome e = 0,1 e use 
o recurso gráfico e sua operação de traçar retas para encontrar 
um número positivo ô, tal que | f(x) — L| < e se 0 < |x| < ô. 


9-16 São dados um número positivo € e o limite L de uma fun- 
ção f no ponto a. Encontre um número ô tal que | f(x) — L| < € se 
0<|x—a|< ô. E 


9. lim 2x=8; €= 0,1] 10. lim (5x — 2) = 13; e = 0,01 


11. lim n = 6; e = 0,05 


4x? — 1 
im 
x>-1/2 2x+1 


13. lim x) = 8; e = 0,001 


x>2 


14. lim x = 2; e = 0,001 


x>4 


12. 


2; e=0,05 


1 1 
15. lim — = q e=0,05 16. lim Ix|=0; e=0,05 


17-26 Use a Definição 1.4.1 para provar que o limite dado está cor- 
reto. W 


17. lim 3=3 


x>2 


19. lim 3x = 15 


18. lim (x +2)=6 
20. lim (1x+5)=—2 


2x? 2.9 

2i. im A i 22. lim = == 

x>0 ba 15-03 x+3 

A = o Jx+2, xÆl 
23. lim f(x) = 3, onde f(x) = pean 

. E .J9-2x, x#2 
24. lim f(x) = 5, onde f(x) = [ao de 
25. lim |x| =0 

e 9— 2x, x<2 
26. lim fŒ) = 5, onde f(x) = E L1 x>2 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


27. Forneça definições rigorosas de lim;sa+r f(x) =L e 
limra fO)=L. 


28. Considere a afirmação lim, ~a | f(x) — L| = 0. 
(a) Usando a Definição 1.4.1, escreva por extenso precisa- 
mente o que essa afirmação de limites significa. 
(b) Explique por que sua resposta da parte (a) mostra que 


lim | f(x) — L| = 0 se, e só se, lim f(x) = L 
x>a x>a 


29. (a) Mostre que 
[(3x2 + 2x — 20) — 300] = |3x + 32] - |x — 10] 


(b) Encontre um número que seja maior do que |3x + 32] 
para cada x que satisfaça |x — 10| < 1. 
(c) Preencha as lacunas para completar a prova de que 


lim [3x2 + 2x — 20] = 300 
x> 10 


Suponha que € > 0. Tome ô = min(1, 
nha que O < |x — 10| < ô. Então 


) e supo- 


|(6x? + 2x — 20) — 300| = [3x + 32| - |x — 10] 
< -|x — 10] 
< g 
=€ 
30. (a) Mostre que 
28 12 
-lx — 2l 
3x +1 3x +1 


(b) Será |12/(3x + 1)| limitado se |x — 2| < 4? Se não for, 
explique; se for, encontre uma cota. 

(c) Será |12/(3x + 1)| limitado se |x — 2| < 1? Se não for, 
explique; se for, encontre uma cota. 

(d) Preencha as lacunas para completar a prova de que 


. 28 
lim =4 
x>2| 3x +1 


Suponha que € > 0. Tome ô = min(1, 
nha que O < |x — 2 | < ô. Então 


) e supo- 


12 
3x+1 


28 
3x+1 


| 2| 


< -|x — 2| 
< 


= € 


31-36 Use a Definição 1.4.1 para provar que o limite dado está 
correto. Em cada caso, para mostrar que limsa f(x) = L, fatore 
| f(x) — L| como 


| f(x) — L| = |“alguma coisa”| - |x — al 


e, então, controle o tamanho de |“alguma coisa”| por meio de restri- 
ções no tamanho de ô. E 
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31. 


32. 


33. 


35. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


Cálculo 


lim 2x? =2 [Sugestão: Suponha que ô < 1.) 


lim x? +x) = 12 [Sugestão: Suponha que ô < 1.) 


2 3 

lim =al 34. lim E -g 
x>-2x +1 x>1⁄2 x 
lim vx =2 36. lim x? =8 
x>4 x>2 
Seja 

O, com x racional 

fœ) = e 
x, com x irracional 


Use a Definição 1.4.1 para provar que lim,.,o f(x) = 0. 
Seja 


O, com x racional 


roz] 


1, com x irracional 


Use a Definição 1.4.1 para provar que não existe lim, 0 f(x). 
[Sugestão: Suponha que limo f(x) = L e aplique a De- 
finição 1.4.1 com e = 5 para concluir que |1 — L| < } e 
IL| = |0 — L| < +. Então, mostre que 1 < |1 — L| + |L] e obte- 
nha uma contradição.] 


(a) Encontre o menor número positivo N, tal que, para cada 
ponto x no intervalo (N, +), o valor da função f(x) =1/x2 
não esteja mais longe do que 0,1 unidade de L = 0. 

(b) Encontre o menor número positivo N, tal que, para cada pon- 
to x no intervalo (N, +20), o valor da função f(x) = x/(x+1) 
não esteja mais longe do que 0,01 unidade de L = 1. 

(c) Encontre o maior número negativo N, tal que, para cada 
ponto x no intervalo (—%, N), o valor da função f(x) = 1/22 
não esteja mais longe do que 0,001 unidade de L = 0. 

(d) Encontre o maior número negativo N, tal que, para 
cada ponto x no intervalo (—%, N), o valor da função 
f(x) = x/(x +1) não esteja mais longe do que 0,01 uni- 
dade de L = 1. 


Em cada parte, encontre o menor número positivo N, tal que, 
para cada ponto x no intervalo (N, +%), a função f(x) = 1/x° 
não esteja mais longe do que € unidades do número L = 0. 

(a) e=0,1 (b) e= 0,01 (c) e= 0,001 


(a) Encontre os valores de x, e x, na figura a seguir. 
(b) Encontre um número positivo N, tal que 


=l 


2 
| <e 


1+x? 


com x > N. 
(c) Encontre um número negativo N, tal que 


comx < N. 


Fora de escala 


Figura Ex-41 


42. (a) Encontre os valores de x, e x na figura abaixo. 
(b) Encontre um número positivo N, tal que 


com x > N. 
(c) Encontre um número negativo N, tal que 


<E 


1 
EE 


1 
x 


com x < N. 


Figura Ex-42 


43-46 São dados um número positivo € e o limite L de uma função 
fem +%. Encontre um número positivo N tal que | fŒ) — L| < € se 
x>N. E 


1 
43. lim — =0;€e=0,01 


x>+o x 
44. lim =0; e= 0,005 
x>+o x +2 
45. lim = 1; e = 0,001 
x> +2 x +1 
4x — 1 
46. E 2; €=0,1 


ım — 
x>+0 2x +5 


47-50 São dados um número positivo € e o limite L de uma função 
fem —o . Encontre um número negativo N tal que | f(x) — L| < € 
sex < N. E 


1 
47. lim = 0; e = 0,005 
x>—o xy 2 
48. lim — =Q; e = 0,01 


do ia e sdppe di 
x>- 2x +5 
50. lim —%— = 1; e = 0,001 
x>-2 x +1 
51-56 Use as Definições 1.4.2 ou 1.4.3 para provar que o limite 
dado está correto. E 
51. lim > =0 52. lim =0 
x> +o x x>+e x +2 
sa dm e 54. lim =1 
x>- 2x +5 x>-0 x +1 
55. Es = 56. lim 2º =0 
x>+e /x— 1 x—> —oo 
57. (a) Encontre o maior intervalo aberto centrado na origem do 
eixo x, tal que, para cada ponto x no intervalo, diferente do 
centro, o valor de f(x) = 1/x? é maior do que 100. 
(b) Encontre o maior intervalo aberto, centrado no ponto x = 1, 
tal que, para cada ponto x do intervalo, diferente de 1, o va- 
lor da função f(x) = 1/|x — 1| é maior do que 1.000. 
(c) Encontre o maior intervalo aberto, centrado no ponto x = 3, 
tal que, para cada ponto x do intervalo, diferente de 3, o va- 
lor da função f(x) = —1/(x — 3)? é menor do que — 1.000. 
(d) Encontre o maior intervalo aberto, centrado na origem do 
eixo x, tal que, para cada ponto x do intervalo, diferente de 
zero, o valor de f(x) = —1/x! é menor do que — 10.000. 
58. Em cada parte, encontre o maior intervalo aberto, centrado no 


ponto x = 1, tal que, para cada ponto x do intervalo diferente 
do centro, o valor de f(x) = 1/(x — 1)? é maior do que M. 


(a) M= 10 (b) M = 1.000 (c) M = 100.000 
59-64 Use as Definições 1.4.4 ou 1.4.5 para provar que o limite 
dado está correto. E 
59. lim —— = 60. lim —— = 

253 (= 3)? di 3 (1-3) 

61. lim — = +% 62. lim = +oo 
x>0 |x] x>1 |x— 1| 
f 1 ol 
63. lim [-— | = —o 64. lim — = +% 
x>0 x4 150 x4 


65-70 Use as definições do Exercício 27 para provar que o limite 
lateral dado está correto. IB 


65. lim, «+D=3 66. lim Bx+2)=5 
67. lim, vx—4=0 68. lim V/—x = 0 


, Ki x 2 
69. Jim, f(x) = 2, onde f(x) = E x<2 

x, x>2 
70. lim f(x) = 6, onde f(x) = a x<2 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.4 
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71-74 Escreva por extenso as definições dos limites dados na nota 
da margem da página 105) e use sua definição para provar que o 
limite dado está correto. EH 


1 
71. (a) lim —— = —% (b) lim = +0 
x>l+]—x zəl 1x 
1 
72. (a) lim — = +% (b) lim — = —o 
x>0+ x x>0- x 
73. (a) lim (x +1)= +% (b) lim (x+ 1)= —% 
x +o Xx—>—oo 
74. (a) lim (x? -3)=+0 (b) lim ()+5)=—o 
Xx— +00 Xx>—o 
75. De acordo com a lei de Ohm, quando uma voltagem de V 


volts é aplicada através de um resistor com uma resistência de 

R ohms, uma corrente de 7 = V/R ampères circula através do 

resistor. 

(a) Quanta corrente circula se uma voltagem de 3,0 volts é 
aplicada através de uma resistência de 7,5 ohms? 

(b) Se a resistência varia em +0,1 ohm e a voltagem perma- 

nece constante em 3,0 volts, qual é a variação dos valores 

para a corrente? 

Se a variação da temperatura fizer a resistência variar em 

+ô de seu valor de 7,5 ohms e a voltagem permanecer 

constante em 3,0 volts, quais serão os possíveis valores 

para a corrente? 

Se a corrente não pode variar mais do que e = +0,001 am- 

pères a uma voltagem de 3,0 volts, qual a variação de +ô a 

partir do valor de 7,5 ohms que é permitida? 

Certas ligas tornam-se supercondutores quando suas tem- 

peraturas se aproximam do zero absoluto (—273ºC), signi- 

ficando que suas resistências tendem a zero. Se a voltagem 

permanecer constante, o que acontece com a corrente em 

um supercondutor quando R —> 0? 


(c) 


(d) 


(e) 


76. Texto Compare a Definição 1.1.1 informal com a Definição 

1.4.1. 

(a) Quais partes da Definição 1.4.1 correspondem à expres- 
são “os valores de f(x) puderem ser tornados tão próximos 
quanto queiramos de L” da Definição 1.1.1? Explique. 

(b) Quais partes da Definição 1.4.1 correspondem à expressão 
“tomemos os valores de x suficientemente próximos de a 


(mas não iguais a a)” da Definição 1.1.1? Explique. 


77. Texto Compare a Definição 1.3.1 informal com a Definição 

1.4.2. 

(a) Quais partes da Definição 1.4.2 correspondem à expressão 
“os valores de f(x) ficam tão próximos quanto queiramos 
de L” da Definição 1.3.1? Explique. 

(b) Quais partes da Definição 1.4.2 correspondem à expres- 
são “à medida que x cresce sem cota” da Definição 1.3.1? 


Explique. 


1. e>0;0>0;0<|x-al<ô 2 limofO)=5 3. 6=€e/5 


4. e>0;N;x>N 


5. N= 10.000 
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1.5 CONTINUIDADE 


E 


Joseph Helfenberger/iStockphoto 

Uma bola de beisebol percorre uma 
trajetória “contínua” depois de ser 
lançada. 


Uma bola de beisebol não pode desaparecer em algum ponto para reaparecer em outro 
e continuar seu movimento. Assim, percebemos a trajetória da bola como uma curva 
sem interrupções. Nesta seção, vamos traduzir as “curvas sem interrupções” para uma 
formulação matemática precisa chamada de continuidade e desenvolver algumas das 
propriedades fundamentais das curvas contínuas. 


E DEFINIÇÃO DE CONTINUIDADE 


Intuitivamente, o gráfico de uma função pode ser descrito como uma curva contínua se não 
apresentar quebras ou buracos. Para tornar essa ideia mais precisa, precisamos entender quais 
propriedades de uma função podem causar quebras ou buracos. Com referência à Figura 
1.5.1, podemos ver que o gráfico de uma função tem uma quebra ou buraco se ocorrer alguma 
das seguintes condições: 


e A função f não está definida em c (Figura 1.5.1a). 
e O limite de f(x) não existe quando x tende a c (Figura 1.5.1b, Figura 1.5.1c). 


e O valor da função e o valor do limite em c são diferentes (Figura 1.5.1d). 


Ay Ay Ay Ay 
v=f0) 
v=f0) E ad | v=f0) 

i . 
| | y=f0) | 
| | | 
P l l 
l ba | x | % | x 
+ > > L > + > 
C c C C 

(a) (b) (c) (d) 
Figura 1.5.1 


A terceira condição da Definição 
1.5.1, na realidade, implica as primei- 
ras duas, pois fica subentendido na 
afirmação 


Jim fœ) = f(0) 


que esse limite existe e que a função 
está definida em c. Assim, quando 
quisermos mostrar a continuidade em 
c, em geral verificamos apenas a ter- 
ceira condição. 


Isso sugere a seguinte definição. 


1.5.1 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função f é contínua em x = c se as seguintes con- 
dições estiverem satisfeitas: 


1. f(c) está definida. 


2. lim f(x) existe. 


X>C 


3. lim fl) = fo). 


Se falhar uma ou mais das condições dessa definição, então dizemos que f tem uma descon- 
tinuidade em x = c. Cada função esboçada na Figura 1.5.1 ilustra uma descontinuidade em 
x = c. Na Figura 1.5.1a, a função não está definida em c, violando a primeira condição da 
Definição 1.5.1. Na Figura 1.5.1b, existem ambos os limites laterais de f(x) quando x tende a 
c, mas não são iguais. Portanto, não existe lim, f(x), violando a segunda condição da De- 
finição 1.5.1. Diremos que uma função como a da Figura 1.5.1b tem uma descontinuidade 
de salto em c. Na Figura 1.5.1c, os limites laterais de f(x) quando x tende a c são infinitos. 
Portanto, não existe lim... f(x), violando a segunda condição da Definição 1.5.1. Diremos 
que uma função como a da Figura 1.5.1c tem uma descontinuidade infinita em c. Na Figura 
1.5.1d, a função está definida em c e o limite lim, f(x) existe, mas esses dois valores não 


Chris Hondros/Getty Images 

Uma conexão mal feita num cabo de 
transmissão pode causar uma des- 
continuidade no sinal elétrico trans- 
mitido. 


Capítulo 1 / Limites e continuidade 111 


são iguais, violando a terceira condição da Definição 1.5.1. Diremos que uma função como a 
da Figura 1.5.1d tem uma descontinuidade removível em c. Os Exercícios 33 e 34 ajudam a 
explicar a nomenclatura dessas descontinuidades. 


> Exemplo 1 Determine se as seguintes funções são contínuas no ponto x = 2. 


24 x? —4 42 x? —4 42 
= —, x —, x 
fo = -z EJ=4 44 h(x)= į x-2 

o 3, p=), 4, x=2 


Solução Em cada caso, devemos determinar se o limite da função quando x — 2 é o mes- 
mo que o valor da função em x = 2. Em todos os três casos, as funções são idênticas, exceto 
no ponto x = 2 portanto, todas as três têm o mesmo limite em x = 2, isto é: 


2 
ya 
hm f) lim g) =y la sa XxX — 


4 ; 
2 = lim («+2)=4 


A função f está indefinida em x = 2 e, portanto, não é contínua em x = 2 (Figura 1.5.24). A 
função g está definida em x = 2, mas o valor g(2) = 3 difere do limite naquele ponto; portan- 
to, g não é contínua em x = 2 (Figura 1.5.2b). O valor da função h em x = 2 é h(2) = 4, que é 
o mesmo que o limite naquele ponto. Portanto, h é contínua em x = 2 (Figura 1.5.2c). (Note 
que a função h poderia ter sido escrita de forma simplificada A(x) = x + 2, mas a escrevemos 
por partes para enfatizar sua relação com fe g.) 4 


(a) (b) 
Figura 1.5.2 


E CONTINUIDADE EM APLICAÇÕES 

Nas aplicações, as descontinuidades sinalizam, muitas vezes, a ocorrência de importantes 
fenômenos físicos. Por exemplo, a Figura 1.5.3a é um gráfico da voltagem versus o tempo 
para um cabo subterrâneo que é acidentalmente cortado por uma equipe de trabalho no ins- 
tante t = tọ. (A voltagem caiu para zero quando a linha foi cortada.) A Figura 1.5.3b mostra 
o gráfico de unidades em estoque versus tempo para uma companhia que reabastece o esto- 
que com y; unidades quando o estoque cai para yo unidades. As descontinuidades ocorrem 
nos momentos em que acontece o reabastecimento. 


A V (Voltagem) A y (Unidades de estoque) 


~ DANS 


i—— > 
Corte to 
na linha Pontos de reabastecimento 
(a) (b) 


Figura 1.5.3 
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»=f0) 


yx 


Figura 1.5.4 


C N EES uu 


Modifique a Definição 1.5.2 apropria- 
damente, de modo a poder aplicá-la a 
intervalos da forma [a, +%), (—%, b], 


(a, b] e la, b). 


fœ =V- 


Figura 1.5.5 


E CONTINUIDADE EM UM INTERVALO 


Se uma função f for contínua em cada ponto de um intervalo aberto (a, b), então dizemos 
que fé contínua em (a, b). Essa definição também se aplica a intervalos abertos infinitos da 
forma (a, +%), (—%, b) e (—%, +00). Quando f for contínua em (— 0,4%), dizemos que f é 
contínua em toda parte. 

Como a Definição 1.5.1 envolve um limite bilateral, ela geralmente não se aplica às ex- 
tremidades de um intervalo fechado [a, b] ou à extremidade de um intervalo da forma [a, b), 
(a, b], (—%, b] ou [a, +œ). Para contornar esse problema, concordaremos que uma função é 
contínua numa extremidade de um intervalo se o valor nessa extremidade for igual ao limite 
lateral adequado naquele ponto. Por exemplo, a função cujo gráfico está na Figura 1.5.4 é 
contínua na extremidade direita do intervalo [a, b] porque 


lim f(x) = fb) 
x>b 
mas não é contínua na extremidade esquerda porque 
lim f6) £ f(a) 
x>a 
Em geral, dizemos que uma função é contínua à esquerda no ponto c se 
lim f(x) = f(c) 
x>c 
e é contínua à direita no ponto c se 


dim f@)= fo) 


Usando essa terminologia, definimos a continuidade em um intervalo fechado como segue. 


1.5.2 DEFINIÇÃO Uma função f é dita contínua em um intervalo fechado [a, b] se as 
seguintes condições são satisfeitas: 


1. fé contínua em (a, b). 


2. fé contínua à direita em a. 


3. fé contínua à esquerda em b. 


> Exemplo 2 O que pode ser dito sobre a continuidade da função f(x) = y9 — x?? 


Solução Como o domínio natural dessa função é o intervalo fechado [—3, 3], precisamos 
investigar a continuidade de f no intervalo aberto (—3, 3) e nas duas extremidades. Se c for 
um ponto qualquer do intervalo (—3, 3), então segue, do Teorema 1.2.2(e), que 


lim f(x) = lim y9 — x? = vim (9-x)=V9-c2= f(c) 


provando que f é contínua em cada ponto do intervalo (—3, 3). A função fé também contínua 
nas extremidades, uma vez que 


lim f6)= lim V9-x2 = lim (9 — x°) =0 = f(3) 


lim f)= lim V9-x2= / lim (9—3) =0= (3) 


Logo, fé contínua no intervalo fechado [-3, 3] (Figura 1.5.5). < 
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E ALGUMAS PROPRIEDADES DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 

O teorema seguinte é derivado do Teorema 1.2.2 e nos capacita a tirar conclusões sobre a 
continuidade das funções obtidas pela adição, pela subtração, pela multiplicação e pela divi- 
são de funções contínuas. 


1.5.3 TEOREMA Seas funções fe g forem contínuas em c, então 


(a) f+ g é contínua emc. 
(b) f- g é contínua em c. 
(c) fg é contínua em c. 


(d) f/g é contínua em c se g(c) + 0 e tem uma descontinuidade em c se g(c) = 0. 


Provaremos a parte (d); as demais provas são similares e serão deixadas como exercício. 


DEMONSTRAÇÃO Consideremos primeiro o caso em que g(c) = 0. Nesse caso, f(c)/g(c) está 
indefinida, logo a função f/g tem uma descontinuidade em c. 

A seguir, consideremos o caso em que g(c) + O. Para provar que f/g é contínua em c, 
devemos mostrar que 


O fo 
1m = 


1 
x>c g(x)  g(c) g 


Uma vez que fe g são contínuas em c, 
lim fœ) = Hc) e lim gl) = g(c) 
Logo, pelo Teorema 1.2.2(d), 


fo AEFO so) 
lim = = 
x>c g(x) lim g(x) g(c) 


o que prova (1). m 


E CONTINUIDADE DOS POLINÔMIOS E DAS FUNÇÕES RACIONAIS 

O procedimento geral para mostrar que uma função é contínua em toda parte é verificar a 
continuidade em um ponto arbitrário. Por exemplo, mostramos no Teorema 1.2.3 que, se 
p(x) for um polinômio e a um número real qualquer, então 


Jim px) = p(a) 


Isso mostra que os polinômios são contínuos em toda parte. Além disso, como as funções 
racionais são quocientes de polinômios, segue da parte (d) do Teorema 1.5.3 que as funções 
racionais são contínuas nos pontos em que o denominador não se anula e que nesses zeros há 
descontinuidades. Assim, temos o seguinte resultado: 


1.5.4 TEOREMA 
(a) Um polinômio é contínuo em toda parte. 


(b) Uma função racional é contínua em cada ponto em que o denominador não se anula 
e tem descontinuidades nos pontos em que o denominador é zero. 
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DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um recurso 
computacional para gerar o gráfico 
da equação do Exemplo 3, então é 
bem possível que possa ser vista a 
descontinuidade em x = 2, mas não 
em x = 3. Tente isso e explique o que 
deve estar acontecendo. 


Figure 1.5.6 


Em palavras, o Teorema 1.5.5 afirma 
que um símbolo de limite pode passar 
pelo sinal de função desde que o li- 
mite da expressão dentro desse sinal 
exista e a função seja contínua nesse 
limite. 


> Exemplo 3 Para quais valores de x há uma descontinuidade no gráfico de 


x2—9 


= 0.9 
x x? — 5x +6 


Solução A função cujo gráfico estamos fazendo é uma função racional e, portanto, é con- 
tínua em toda parte, exceto nos pontos em que o denominador é zero. Resolvendo a equação 


2 —5x+6=0 


obtêm-se dois pontos de descontinuidade, x = 2 e x = 3 (Figura 1.5.6). < 


> Exemplo 4 Mostre que |x| é contínua em toda parte (Figura 0.1.9). 
Solução Podemos escrever |x| como 


x se x>0 
= O se x= 0 
—x se x<0 


logo, |x| é o mesmo que o polinômio x no intervalo (0,+%) e o mesmo que o polinômio —x no 
intervalo (—%, 0). No entanto, como polinômios são funções contínuas, então x = O é o único 
ponto de descontinuidade possível para |x|. Nesse ponto, temos |0| = 0; logo, para provar a 
continuidade em x = 0, devemos mostrar que 


lim |x/=0 (2) 
x>0 
Como a fórmula para |x| muda no 0, será útil considerar os limites laterais em 0, em vez do 
limite bilateral. Obtemos 


lim |x| = lim x =0 e 


x>0+ x>0 x 


lim |x| = lim (-x) =0 
>00 x>0 


Logo, (2) é válido e |x| é contínua em x = 0. < 


E CONTINUIDADE DE COMPOSIÇÕES 
O teorema seguinte será útil para calcular o limite da composição de funções. 


1.5.5 TEOREMA Selim; >c g(x) = L e se a função f for contínua em L, então 
lim; > cf(g0)) = fL). Ou seja, 


lim f(g69)) = f ( lim gœ) 


Essa igualdade permanece válida se todos os lim, — « forem trocados por um dos limites 
lim; -ser limpo, =, My- +» ou lim, o, cos. 


No caso especial desse teorema em que f(x) = |x], por ser |x| contínua em toda parte, 
podemos escrever 


lim IgG) = | lim 869) (3) 


sempre que existir lim, > « g(x). Assim, por exemplo: 


lim [5-2] = [lim (5 -x)|=[-4]=4 


O valor absoluto de uma função que 
não é contínua em toda parte pode 
ser contínuo? Justifique sua resposta. 


| 
43241 1234 


Figura 1.5.7 
Ay 
FD) 


Fa) 


y= 


Figura 1.5.8 
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O teorema seguinte refere-se à continuidade da composição de funções; a primeira par- 
te trata da continuidade em um ponto específico e a segunda, da continuidade em toda parte. 


1.5.6 TEOREMA 


(a) Se a função g for contínua em um ponto c e a função f for contínua no ponto g(c), 


então a composição fo g será contínua em c. 


(b) Se a função g for contínua em toda parte e a função f for contínua em toda parte, 
então a composição fo g será contínua em toda parte. 


DEMONSTRAÇÃO | Provaremos apenas a parte (a): a prova da parte (b) pode ser obtida apli- 
cando-se a parte (a) em um ponto arbitrário c. Para provar que fo g é contínua em c, devemos 
mostrar que o valor de fo g e o valor de seu limite são os mesmos em x = c. De fato, é isso 
que acontece uma vez que podemos escrever 


lim (fog)69 = lim f(g69)) = f ( im gœ) = FE) = SoD) m 


Sabemos, do Exemplo 4, que a função |x| é contínua em toda parte. Assim, se g(x) for 
contínua no ponto c, então pela parte (a) do Teorema 1.5.6 a função |g(x)| deve também ser 
contínua no ponto c; e, mais geralmente, se g(x) for contínua em toda parte, então também o 
é |g(x)|. Formulado informalmente: 


O valor absoluto de uma função contínua é uma função contínua. 


Por exemplo, o polinômio g(x) = 4 — x? é contínuo em toda parte; logo, podemos concluir 
que a função |4 — x?| é também contínua em toda parte (Figura 1.5.7). 


E OTEOREMA DO VALOR INTERMEDIÁRIO 

A Figura 1.5.8 mostra o gráfico de uma função que é contínua no intervalo fechado [a, b]. A 
figura sugere que, se traçarmos qualquer linha reta horizontal y = k, com k entre f (a) e f(b), a 
reta cruzará a curva y = f(x) pelo menos uma vez sobre o intervalo [a, b]. 

Formulando em termos numéricos, se f for contínua em [a, b], então a função f deve 
assumir todos os valores k entre f(a) e f(b) pelo menos uma vez, à medida que x varia de a a 
b. Por exemplo, o polinômio p(x) = xº — x + 3 temo valor 3 em x = 1 e o valor 33 em x = 2. 
Logo, segue da continuidade de p que a equação xº — x + 3 = k tem, no mínimo, uma solução 
no intervalo [1, 2] com qualquer valor de k entre 3 e 33. Essa ideia está mais precisamente 
formulada no seguinte teorema. 


1.5.7 TEOREMA (Teorema do Valor Intermediário) Se f for uma função contínua 


em um intervalo fechado [a, b] e k um número qualquer entre f(a) e f(b), inclusive, então 
existe no mínimo um número x no intervalo [a, b], tal que f(x) = k. 


Embora esse teorema seja intuitivamente óbvio, a prova depende de um desenvolvi- 
mento matemático preciso do sistema de números reais, o qual está além do alcance deste 
livro. 
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Ay 


Fa) > 0 


fb) < 0 


Figura 1.5.9 


Figura 1.5.10 


yx 


E USANDO O TEOREMA DO VALOR INTERMEDIÁRIO PARA APROXIMAR RAÍZES 


Vários problemas podem ser reduzidos a encontrar as raízes de uma equação f(x) = 0. Às 
vezes, é possível encontrar as raízes exatamente usando Álgebra, mas, com frequência, isso 
não é possível, e devemos nos satisfazer com uma aproximação decimal das raízes. Um pro- 
cedimento para a aproximação de raízes está baseado na seguinte consequência do Teorema 
do Valor Intermediário. 


1.5.8 TEOREMA Se ffor uma função contínua em |a, b], e se f(a) e f(b) forem dife- 


rentes de zero com sinais opostos, então existe, no mínimo, uma solução para a equação 
fœ) = O no intervalo (a, b). 


Esse resultado, ilustrado na Figura 1.5.9, pode ser provado como segue. 


DEMONSTRAÇÃO Como f(a) e f(b) têm sinais opostos, O está entre f (a) e f(b). Dessa forma, 
pelo Teorema do Valor Intermediário, existe no mínimo um número x no intervalo [a, b], 
tal que f(x) = 0. Contudo, f(a) e f(b) são diferentes de zero, logo x deve estar situado entre 
(a, b), o que completa a prova. E 


Antes de ilustrarmos como esse teorema pode ser usado para aproximar raízes, é útil 
discutir a terminologia padrão para descrever erros de aproximações. Se x é uma aproxima- 
ção para uma quantidade xo, então dizemos que 


e€ = |x — xol 


é o erro absoluto ou (menos precisamente) o erro na aproximação. A terminologia na Tabela 
1.5.1 é usada para descrever o tamanho de tais erros. 


Tabela 1.5.1 
ERRO DESCRIÇÃO 
x— xo| < 0,1 x aproxima xo com um erro de no máximo 0,1 
x— xo|< 0,01 x aproxima xo com um erro de no máximo 0,01 
x— xo | < 0,001 x aproxima xo com um erro de no máximo 0,001 
x — xo | < 0,0001 x aproxima xo com um erro de no máximo 0,0001 
x— xo| < 0,5 x aproxima xo até o inteiro mais próximo 
x— xo | < 0,05 x aproxima xo até a primeira casa decimal (i.e., até o décimo mais próximo) 
x— xo | < 0,005 x aproxima xo até a segunda casa decimal (i.e., até o centésimo mais próximo) 
x— xo | < 0,0005 x aproxima xq até a terceira casa decimal (i.e., até o milésimo mais próximo) 
> Exemplo 5 A equação 
2 -x—1=0 


não é facilmente resolvida pela Álgebra, porque o lado esquerdo não tem fatores simples. 
Entretanto, se fizermos o gráfico de p(x) = x) — x — 1 com um recurso gráfico computacional 
(Figura 1.5.10), somos levados a conjecturar que há uma raiz real e que ela está situada den- 
tro do intervalo [1, 2]. A existência de uma raiz nesse intervalo é também confirmada pelo 
Teorema 1.5.8, uma vez que p(1) = —1 e p(2) = 5 têm sinais opostos. Aproxime essa raiz 
com uma precisão de duas casas decimais. 


4 1,326 1,328 1,330 
—0,01 


—0,02 


Figura 1.5.11 


OBSERVAÇÃO 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use um recurso gráfico computa- 
cional para mostrar que a raiz xy no 
Exemplo 5 pode ser aproximada 
como xo = 1,3245 com uma precisão 
de três casas decimais. 
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Solução Nosso objetivo é aproximar a raiz desconhecida xo com um erro de, no máxi- 
mo, 0,005. Segue que, se encontrarmos um intervalo de comprimento 0,01 que contenha 
a raiz, então o ponto médio desse intervalo aproximará a raiz com um erro de, no máximo, 
1 (0,01) = 0,005, atingindo a precisão desejada. 

Sabemos que a raiz xo está situada no intervalo [1, 2]. Contudo, esse intervalo tem tama- 
nho 1, o qual é muito grande. Podemos apontar com maior precisão a localização da raiz divi- 
dindo o intervalo [1, 2] em 10 partes iguais e calculando p nos pontos da subdivisão, usando 
um recurso computacional (Tabela 1.5.2). Nessa tabela, p(1,3) e p(1,4) têm sinais opostos, 
assim sabemos que a raiz está situada no intervalo [1,3; 1,4]. Esse intervalo tem comprimento 
0,1, e é ainda muito grande; portanto, repetimos o processo dividindo o intervalo [1,3; 1,4] 
em 10 partes e calculando p nos pontos da subdivisão; isso dá lugar à Tabela 1.5.3, que nos 
diz que a raiz está situada em [1,32; 1,33] (Figura 1.5.11). Como esse intervalo tem compri- 
mento 0,01, seu ponto médio 1,325 aproximará a raiz com um erro de, no máximo, 0,005. 
Logo, xo = 1,325 com uma precisão de duas casas decimais. < 


Tabela 1.5.2 


X 1 11 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 
px) 1 0,77 | -0,47 | —0,10 | 0,34 | 0,88 | 1,50 | 2,21 | 3,03 | 3,96 5 


Tabela 1.5.3 


x 1,3 131] 1,32) 1,33] 1,34 | 1,35 | 1,36 | 1,37 | 1,38 | 1,39 1,4 
p(x) |-0,103/-0,062/-0,020 | 0,023 | 0,066 | 0,110 | 0,155 | 0,201 | 0,248 | 0,296 |0,344 


Dizer que x aproxima xo com uma precisão de n casas decimais não significa que as primeiras n casas decimais 
de x e xo serão as mesmas, quando os números forem arredondados para n casas decimais. Por exemplo, 
x = 1,084 aproxima xo = 1,087 com duas casas decimais porque |x — xo] = 0,003 (< 0,005). Entretanto, se 
arredondarmos esses valores para duas casas decimais, obtemos x = 1,08 e xo = 1,09. Assim, se quisermos 
aproximar um número até n casas decimais, devemos apresentar a aproximação até n + 1 casas decimais, pelo 
menos, para preservar a aproximação. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.5 (Ver página 120 para respostas.) 


fseja contínua em x = c? 


1. Quais são as três condições que devem ser cumpridas para que 4. Em quais valores de x, se houver, a função 
2 
x* — 16 
fœ) = x2—5x+4 


2. Suponha que fe g sejam funções contínuas, tais que f(2) = 1 e 
lim [f(x) + 4g(x)] = 13. Encontre 
x> 


(a) 82) 
©) lim g(9. 


é descontínua? 


5. Suponha que uma função f seja contínua em toda parte e que 


J&E? = 3, fC 1) = 1, f0) = 4, fQ) = 1 e f2) = 5.0 


3. Suponha que f e g sejam funções contínuas, tais que Teorema do Valor Intermediário garante que f tem uma raiz 
lim g(x) = 5e f(3) = —2. Encontre lim [ F2]. nos intervalos a seguir? 
x>3 x> 


(a) [-2,-1] (b) [-1,0] (© [—1,1] (d) [0,2] 
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EXERCÍCIOS 1.5 [Recurso Gráfico 


1-4 Seja f a função cujo gráfico é dado. Em quais (se houver) dos 
intervalos seguintes fé contínua? EH 

(a) [1,3] (b) (1,3) (c) [1,2] 

(d) (1,2) (e) [2,3] ®© (2,3) 

Em cada intervalo no qual f não for contínua, indique quais das con- 
dições para a continuidade de f não valem. 


1. Ay 2. y 
cs 
e 
e—— 
1 1 | ` 1 1 l ai 
1 2 3 1 2 3 
3. AY 4 y 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | E = 
| f | > J | > 
1 2 3 1 2 3 
5. Considere as funções 
_] 14, x%4 _ j4x—10, x#4 
so=| 1 x=4 09 = [8 x=4 
Em cada parte, verifique se a função dada é contínua em x = 4. 
(a) fœ (b) g) (e) —g(09) (d) FO] 


(e) Fw E) 8w) 


6. Considere as funções 


(e) 8) -Ff 


1, 0<x 
Pure lo x<0 
Em cada parte, verifique se a função dada é contínua em x = 0. 


(a) fœ (b) g) ©) fx) (d) Ig(09] 
(e) Fw E) 8ga D fW gw 


ENFOCANDO CONCEITOS 


7. Em cada parte, esboce o gráfico de uma função f que satis- 
faça as condições propostas. 

(a) f é contínua em toda parte, exceto em x = 3, onde é 
contínua à direita. 

(b) ftem um limite bilateral em x = 3, mas não é contínua 
naquele ponto. 

(c) f não é contínua em x = 3, mas se seu valor em x = 3 
for mudado de f(3) = 1 para (3) = 0, torna-se contí- 
nuaemx=3. 

(d) fé contínua no intervalo [0, 3) e está definida no inter- 
valo fechado [0, 3]; mas f não é contínua no intervalo 
[0;3]. 


0, 0<x 
w= fi x<0 


8. A figura dada modela a concentração C de um medicamen- 
to na corrente sanguínea de um paciente ao longo de um 


período de 48 horas. Discuta o significado das descontinui- 


dades do gráfico. 
6 E 
4 
l | tm) 
12 2 


i 
4 36 48 


A C (mg/L) 


Figura Ex-8 


9. Um estacionamento para estudantes em uma universidade 
cobra $2,00 para a primeira meia hora (ou para qualquer 
fração) e $1,00 para cada meia hora subsequente (ou para 
qualquer fração) até uma diária máxima de $10,00. 

(a) Esboce o gráfico do custo como função do tempo de 
estacionamento. 

(b) Discuta o significado da descontinuidade no gráfico 
para um estudante que utiliza o estacionamento. 


10. Em cada parte, determine se a função é contínua ou não e 

explique seu raciocínio. 

(a) A população da Terra como uma função do tempo. 

(b) Sua estatura exata como uma função do tempo. 

(c) O custo de uma corrida de táxi em sua cidade como 
uma função da distância percorrida. 

(d) O volume de um cubo de gelo derretendo como uma 
função do tempo. 


11-22 Encontre os pontos x, se houver, nos quais f não é contínua. EB 


11. fœ) = 5x — 3x +7 12. fœ) = yx -8 


x+2 x+2 
13. = 14. = 
fœ) PET Jo A 
15. fa) = iJon 
E IOS e TO = m 
2x? +x 4x2 +4x +5 
3 x—1 5 2x 
17. = — 18. E = 
Fe) E a fe) Ea 
x2+6x+9 8 
19. = ——— 20. =|4—-——— 
= f&) | F 
2x+3, x<4 
21. -f= 16 
fœ) 7+—, x>4 
x 
1 
2. fee F 
3 = 


23-28 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


23. Se f(x) for contínua em x = c, então | f(x)| também é. 


24. Se | f(x)| for contínua em x = c, então f(x) também é. 


25. Sefe g forem descontínuas em x = c, então f + g também é. 
26. Sefe g forem descontínuas em x = c, então fg também é. 
27. Se /f(x) for contínua em x = c, então f(x) também é. 

28. Se f(x) for contínua em x = c, então f(x) também é. 


29-30 Encontre um valor para a constante k, se possível, que faça a 
função ficar contínua em toda parte. E 


ad 
osos ii 15 
w o sosia 1 E 
o soshi são 


31. Encontre valores das constantes k e m, se possível, que façam a 
função f ficar contínua em toda parte. 


x? +5, x>2 
fO)=imx+D+k —-I<x<2 
2x? +x+7, x<-—l 
32. Em qual dos seguintes intervalos 
f9=—= 
X) = 
Vx—2 
é contínua”? 
(a) B, +) (b) (-0,+0) (c) (2,+%) (d) [1,2) 


33-34 Diz-se que uma função f tem uma descontinuidade removível 
em x = c se lim, —» f(x) existe, mas f não é contínua em x = c, ou 
porque f não está definida em c ou porque a definição de f(c) difere 
do valor do limite. Essa terminologia será usada nestes exercícios. EH 


33. (a) Esboce o gráfico de uma função com uma descontinuidade 
removível em x = c na qual f(c) não está definida. 
(b) Esboce o gráfico de uma função com uma descontinuidade 
removível em x = c na qual f(c) está definida. 


34. (a) A terminologia descontinuidade removível é apropriada 
porque uma descontinuidade removível de uma função f 
em um ponto x = c pode ser “removida” redefinindo o 
valor de f apropriadamente em x = c. Que valor de f(c) 
remove a descontinuidade”? 
(b) Mostre que as seguintes funções têm uma descontinuidade 
removível em x = 1 e esboce seus gráficos. 


qi l, x>1 

fO) = e g()=140, x=1 
x—1 

h gei 


(c) Quais valores de f(1) e g(1) removem as descontinuidades? 


35-36 Encontre os valores de x (se existirem) nos quais f não é con- 
tínua e determine se cada um desses valores é uma descontinuidade 
removível. E 

|x] x? + 3x 


35. (a) FO) = = (b) fœ) = x43 
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T e 
c X ~ ik- 
x2—-4 2x—3, XE 2 
36. (0) SO) O ro = [5 Ro 
= 3x +45, x%1 
© f&a) = B p= 


37. 


(a) Use um recurso gráfico computacional para gerar o gráfico 


da função f(x) = (x + 3)/(2x? + 5x — 3) e, então, use o 
gráfico para fazer uma conjectura sobre o número e a loca- 
lização de todas as descontinuidades. 

(b) Verifique sua conjectura fatorando o denominador. 


38. (a) Use um recurso computacional para gerar o gráfico da fun- 


ção f(x) = x/(x* — x + 2) e, então, use o gráfico para fazer 
uma conjectura sobre o número e a localização de todas as 
descontinuidades. 

(b) Use o Teorema do Valor Intermediário para localizar apro- 
ximadamente todos os pontos de descontinuidade com 
duas casas decimais de precisão. 


39. Prove que f(x) = x*/ é contínua em toda parte, justificando 


cuidadosamente cada passo. 


40. Prove que f(x) = 1/vV x4 + 7x2 + 1 é contínua em toda parte, 
justificando cuidadosamente cada passo. 


41. Prove: 
(a) a parte (a) do Teorema 1.5.3. 
(b) a parte (b) do Teorema 1.5.3 
(c) a parte (c) do Teorema 1.5.3. 


42. Prove a parte (b) do Teorema 1.5.4. 


43. (a) Use o Teorema 1.5.5 para provar que se f for contínua em 
x = c, então limpo f(c + h) = f(c). 
(b) Prove que se lim,..of(c + h) = f(c), então f é contínua em 
x = c. [Sugestão: O que esse limite nos diz sobre a conti- 
nuidade de g(h) = f(c + h)?] 
(c) Conclua das partes (a) e (b) que fé contínua em x = c se, e 
só se, limpo f(c + h) = f(c). 


44. Prove: Se fe g são contínuas em [a, b] e f(a) > g(a), f(b) < g(b), 
então existe no mínimo uma solução para a equação f(x) = g(x) 
em (a, b). [Sugestão: Considere f(x) — g(x).] 


ENFOCANDO CONCEITOS 


45. Dê um exemplo de uma função que está definida em todo 
ponto de um intervalo fechado e cujos valores nas extre- 
midades têm sinais opostos, mas para a qual a equação 
f(x) = 0 não tem solução no intervalo. 


46. Seja f a função cujo gráfico está mostrado no Exercício 2. 
Para cada intervalo, determine (i) se está satisfeita a hipóte- 
se do Teorema do Valor Intermediário e (ii) se está satisfei- 
ta a conclusão desse mesmo teorema. 


(a) [1,2] (b) [2,3] (c) [1,3] 


47. Mostre que a equação x? + x?— 2x = 1 tem, no mínimo, uma 
solução no intervalo [—1, 1]. 
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48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.5 


Cálculo 


Prove que, se p(x) é um polinômio de grau ímpar, então a equa- 
ção p(x) = 0 tem, no mínimo, um número real como solução. 


A figura abaixo mostra o gráfico de y = xf + x — 1. Use o mé- 
todo do Exemplo 5 para aproximar os cortes com o eixo x com 
um erro de, no máximo, 0,05. 


[-5, 4]x [-3, 6] 


xScl = 1, yScl= 1 Figura Ex-49 


A figura abaixo mostra o gráfico de y = 5 — x — a. Use o 
método do Exemplo 5 para aproximar as raízes da equação 
5 — x — x!= 0 com uma precisão de duas casas decimais. 


[-5, 4]x [-3, 6] 


xScl = 1,yScl= 1 Figura Ex-50 


Use o fato de que é «/5 uma solução de x? — 5 = O para aproxi- 
mar y5 com um erro de, no máximo, 0,005. 


Um corredor é cronometrado percorrendo 100 metros em 10 
segundos. O cronômetro é zerado e o corredor volta calma- 
mente para o início da pista. Mostre que existe pelo menos um 
ponto na pista no qual a leitura do cronômetro coincide com a 
leitura durante a volta ao início. [Sugestão: Use o resultado de 
Exercício 44.] 


Prove que existem pontos diametralmente opostos no Equador 
terrestre em que se registra a mesma temperatura. [Sugestão: 
Considere a figura dada, em que aparece o Equador visto de 
algum ponto acima do Polo Norte. Suponha que a temperatura 
T(0) seja uma função contínua do ângulo 0 e considere a fun- 
ção f(0) = T(0 + x) — T(0).] 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


A temperatura 
neste ponto é T(6) 


Interseção do 
Equador com o 
meridiano de Greenwich 


Figura Ex-53 


Seja R uma região elíptica no plano xy e defina f(z) como a 
área da parte de R que está sobre ou à esquerda da reta vertical 
x = z. Prove que f é uma função contínua de z. [Sugestão: Su- 
ponha que a elipse esteja localizada entre as retas horizontais 
y=aey=b,coma < b.Convença-se de que |f(z1) — f(z2)| 
<(b-a)-lz — zal.] 


Seja R uma região elíptica no plano. Dada qualquer reta L, pro- 
ve que existe uma reta perpendicular a L que divide R em duas 
regiões de mesma área. [Sugestão: Introduza coordenadas tais 
que L coincida com o eixo x. Use o resultado do Exercício 54 e 
o Teorema do Valor Intermediário.) 


Suponha que f seja contínua no intervalo [0, 1] e que 0 < f(x) < 1 

para todo x desse intervalo. 

(a) Esboce o gráfico de y = x junto a um gráfico possível de f 
sobre o intervalo [0, 1]. 

(b) Use o Teorema do Valor Intermediário para ajudar a pro- 
var que existe pelo menos um número c no intervalo [0, 1] 
tal que f(c) = c. 


Texto Muitas vezes se supõe que quantidades físicas variá- 
veis sejam funções contínuas do tempo como, por exemplo, a 
altitude de um objeto em queda ou o peso de uma bola de neve 
derretendo. Use exemplos específicos para discutir os méritos 
dessa suposição. 


Texto O Teorema do Valor Intermediário (Teorema 1.5.7) é 
um exemplo dos assim denominados “teoremas de existência”. 
Descreva em palavras como podemos reconhecer um teorema 
de existência e discuta algumas maneiras pelas quais um teo- 
rema de existência pode ser útil. 


1. f(c) está definida; existe lim; cf0) ; lime. e fo) = f(c) 


5. (a) sim (b) não (c) sim (d) sim 


2. (a)3 (b)3 


3. -2/5 4 x=1,4 
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1.6 CONTINUIDADE DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS, 
EXPONENCIAIS E INVERSAS 


Nesta seção, investigaremos as propriedades de continuidade das funções trigonométricas, 
exponenciais e inversas de várias funções contínuas. Também discutiremos alguns 
importantes limites envolvendo essas funções. 


E CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
A Lembre que, na Trigonometria, desenhamos os gráficos de sen x e de cos x como curvas con- 
tínuas. Não provaremos formalmente que essas funções são contínuas, mas podemos motivar 
esse fato deixando c ser um ângulo fixo e x um ângulo variável, ambos medidos em radianos. 
Como indica a Figura 1.6.1, quando o ângulo x tende ao ângulo c, o ponto P(cos x, sen x) 
move-se no círculo unitário em direção ao ponto Q(cos c, sen c), e as coordenadas de P ten- 
dem às correspondentes coordenadas de Q. Isso implica que 


Q(cos c, sen c) 


q 


P(cos x, sen x) 


lim senx = senc e lim cosx = cosc (1) 
xc HG 
Assim, sen x e cos x são contínuos em um ponto arbitrário c; desse modo, essas funções são 
s contínuas em toda parte. 
As fórmulas em (1) podem ser usadas para encontrar limites das funções trigonométri- 
cas restantes, expressando-os em termos de sen x e cos x; por exemplo, se cos c + 0, então 


Quando x tende a c, 
o ponto P tende ao ponto Q. : 7 sen x sen c 
E Ro lim tgx = lim = =tgc 
x>c x—>c COSX cos c 


Figura 1.6.1 
Assim, somos levados ao seguinte teorema. 


1.6.1 TEOREMA Sec for qualquer número no domínio natural da função trigonométri- 


O Teorema 1.6.1 implica que as seis . z 
funções trigonométricas básicas são ca enunciada, então 


ntíni m mínios. Em par- : p : 
continuasiem seus domínios, Fm pai lim senx = senc lim cos x = cosc lim tgx = tgc 
ticular, sen x e cos x são contínuas x>c x>c x>€ 
i ock paiite: lim cossec x = cossec c lim secx = sec c lim cotg x = cotg c 


X>€ XE r 


> Exemplo 1 Encontre o limite 


lim cos 
x>1 É e | 


Solução Como a função cosseno é contínua em toda parte, segue do Teorema 1.5.5 que 
lim cos(g(x)) = cos (im g6) 


desde que lim g(x) exista. Assim, 
x — 


2 
lim cos C Tl ) = lim cos(x + 1) = cos (im (x + D) =cos2 4 


x>1 


E CONTINUIDADE DE FUNÇÕES INVERSAS 

Como os gráficos de uma função injetora f e sua inversa f7! são um a reflexão do outro pela 
reta y = x, é geometricamente evidente que, se o gráfico de f não tem quebras ou buracos, en- 
tão tampouco o gráfico de f7! tem quebras ou buracos. Isso, mais o fato de que a imagem de 
fé o domínio de f”!, sugere o resultado seguinte, que enunciamos sem prova formal. 
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Resumido, o Teorema 1.6.2 afirma: 
a inversa de uma função contínua é 
contínua. 


Figura 1.6.2 


y= 


1.6.2 TEOREMA Sef for uma função injetora que é contínua em cada ponto de seu do- 


mínio, então f”! será contínua em cada ponto de seu domínio; ou seja, f~! será contínua 
em cada ponto da imagem de f. 


> Exemplo 2 Use o Teorema 1.6.2 para provar que arc sen x é contínua no intervalo 
[—1,1]. 


Solução Lembre que arc sen x é a função inversa da função seno restrita, cujo domínio é o 
intervalo [—7/2, 7/2] e cuja imagem é o intervalo [—1, 1] (Definição 0.4.6 e Figura 0.4.13). 
Como sen x é contínua no intervalo [—77/2, 7/2], o Teorema 1.6.2 implica que arc sen x é 
contínua no intervalo [—1, 1]. < 


Argumentos análogos à solução do Exemplo 2 mostram que cada uma das funções 
trigonométricas inversas definidas na Seção 0.4 é contínua em cada ponto de seu domínio. 

Quando introduzimos a função exponencial f(x) = b* na Seção 0.5, supusemos que seu 
gráfico era uma curva sem quebras ou buracos, ou seja, supusemos que o gráfico de y = b* 
era uma curva contínua. Essa suposição e o Teorema 1.6.2 implicam o teorema seguinte, que 
é enunciado sem prova formal. 


1.6.3 TEOREMA Sejab>0,b1. 


(a) A função b* é contínua em (—%, +00), 


(b) A função log, é contínua em (0, +%). 


arc tg x + Inx 


é contínua? 
FT 


> Exemplo 3 Em quais pontos a função f(x) = 


Solução O quociente será uma função contínua em todos os pontos onde o numerador e 
o denominador forem ambos funções contínuas e o denominador não for zero. Como arc tg 
x é contínua em toda parte e In x é contínua com x > 0, o numerador é contínuo se x > 0. O 
denominador, sendo um polinômio, é contínuo em toda parte, de modo que o quociente é 
contínuo em todos os pontos tais que x > 0 e o denominador for não nulo. Assim, fé contínua 
nos intervalos (0, 2) e (2, +œ). «4 


E OBTENDO LIMITES POR CONFRONTO 
Na Seção 1.1, usamos evidência numérica para conjecturar que 


(2) 


Contudo, não é fácil determinar esse limite com precisão. O limite é uma forma indetermina- 
da do tipo 0/0, e não existem operações algébricas simples que nos permitam obtê-lo. Adian- 
te no texto, desenvolveremos métodos gerais para obter limites de formas indeterminadas, 
mas aqui utilizaremos uma técnica chamada de confronto. 

O método do confronto é usado para concluir que f(x) — L quando x —> c através do 
“confronto” de f com duas outras funções, g e h, cujos limites quando x — c já são conheci- 
dos como sendo L. Como ilustra a Figura 1.6.2, isso força f a também ter o limite L. Essa é a 
ideia subjacente ao teorema seguinte, que enunciamos sem prova. 


O Teorema do Confronto também 
é válido para limites laterais e para 
limites em +% e —%. Como muda- 
riam as hipóteses do teorema nes- 
ses casos? 


Figura 1.6.3 
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1.6.4 TEOREMA (Teorema do Confronto) Sejam f, g e h funções que satisfazem 


800) < fŒ) < hx) 


para todo x em algum intervalo aberto que contenha o ponto c, com a possível exceção 
de que as desigualdades não precisam ser válidas em c. Se g e h tiverem o mesmo limite 
quando x tende a c, digamos 


lim g(x) = lim h(x) = L 


então f também tem esse limite quando x tende a c, isto é, 


lim f(x)= L 


Para ilustrar o uso do Teorema do Confronto, provaremos os seguintes resultados, ilus- 
trados na Figura 1.6.3 


1.6.5 TEOREMA 


DEMONSTRAÇÃO (A) Nesta prova, interpretaremos x como um ângulo medido em radianos, 
e vamos supor, para começar, que O < x < 7/2. Como ilustrado na Figura 1.6.4, a área do 
setor de raio 1 e ângulo central x situa-se entre as áreas de dois triângulos, um com a área 5 tg 


1 


x e o outro com a área > sen x. Como a área do setor é de ix (ver nota na margem), segue que 


Multiplicando todos os membros por 2/(sen x) e usando o fato de que sen x > 0 com 
0 < x < 7/2, obtemos 
1 x 


>— 21 
cos x sen x 


Em seguida, tomando os recíprocos e revertendo as desigualdades, obtemos 


sen x 


cosx < 


(3) 
x 

que confronta a função (sen x)/x com as funções cos x e 1. Embora tenhamos de- 

rivado essas desigualdades supondo que O < x < 7/2, elas também são válidas com 

—m/2 < x < O [já que (3) permanece inalterada trocando x por —x usando as identidades 

sen(—x) = —sen x e cos(—x) = cos x]. Finalmente, como 


lim cosx=1 e liml=1 
x>0 x>0 


o Teorema do Confronto implica que 
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Lembre que a área A de um setor de 
raio r e ângulo 0 é 


1 
A= =r% 
2 


Isso pode ser obtido da relação 
A 0 
ar? 2r 
que afirma que a área do setor está 
para a área do círculo assim como o 
ângulo central do setor está para o 
ângulo central do círculo. 


T 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use um recurso gráfico computa- 
cional para confirmar os limites no 
Exemplo 4; se o leitor dispuser de um 
CAS, use-o para obter os limites. 


| = sen(1) 


Figura 1.6.5 


(d, tgx) 


I 
Ee: (cos x, sen x 


) 
l tgx : N 
À 
: AA 
1 1 1 


Área do triângulo >  Áreadosetor > Área do triângulo 


sen x 


tg x 
2 


> = 


E 
2 


Figura 1.6.4 


DEMONSTRAÇÃO (b) Para esta prova, usaremos o limite da parte (a), a continuidade da fun- 
ção seno e a identidade trigonométrica sen? x = 1 — cos? x. Obtemos 


l — cos x . l] — cosx 1I-+cosx . sen? x 
- = lim 
x 1 + cosx x>0 (| + cos x)x 


. senx : sen x 0 
= | lim lim = (1) =0H 
x>0 x x>0 | +cosx 1+1 


> Exemplo 4 Encontre 


. tgx . sen20 - sen3x 
(a) lim —— (b) lim (c) lim 
x>0 x 650 x>0 sen 5x 


Solução (a) 
t 1 1 
lim E = lim (=. ) = (im = (im ) =djdj=a 
x>0 x x>0 x Cos x x>0 x x>0 COSX 


Solução (b) O truque é multiplicar e dividir por 2, o que fará o denominador igual ao argu- 
mento da função seno [como no Teorema 1.6.5(a)]: 


. sen20 . sen 20 . sen20 
lim = lim 2. = 2 lim 
0650 0 950 20 050 20 


Faça, agora, a substituição x = 20 e use o fato de que x > 0 quando 0 — 0. Segue-se 


- sen20 - sen20 . senx 
lim = 2 lim = 2 lim =2(1j}=2 
0650 6 0650 20 50 x 
Solução (c) 
sen 3x 3 sen 3x 
3 ` 3.1 3 
a E S S =a 


x>0 sen 5x  x>0 sen 5x ndo sen 5x 5:1 


X 5x 


> Exemplo 5 Discuta os limites 


1 1 
(a) lim sen( +) (b) lim esen( =) 
x>0 x x>0 X 


Solução (a) Consideremos 1/x como um ângulo medido em radianos. Quando x —> 0*, o 
ângulo 1/x tende a +%, de modo que os valores de sen(1/x) ficam oscilando entre 1 e —1, 
sem tender a limite algum. Analogamente, quando x —> 07, o ângulo 1/x tende a —%, de 
modo que, novamente, os valores de (1/x) ficam oscilando entre 1 e —1, sem tender a limite 


Confirme (4) considerando os casos 
x> 0ex < 0 separadamente. 


Ay 


» =x] 


y= 


y =-lxl 
y=xsen (=) 
Figura 1.6.6 
OBSERVAÇÃO 
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algum. Essas conclusões são consistentes com o gráfico mostrado na Figura 1.6.5. Observe 
que as oscilações ficam cada vez mais rápidas quando x — 0, pois 1/x cresce (ou decresce) 
cada vez mais rápido quando x tende a 0. 


Solução (b) Como 


segue que, se x * 0, então 
1 
—|x| < x sen| — } < |x| (4) 
x 


Como |x| — 0 quando x — 0, as desigualdades em (4) e o Teorema do Confronto implicam 


que 
: 1 

lim x sen| — | = 0 
x>0 xX 


Isso é consistente com o gráfico mostrado na Figura 1.6.6. < 


Segue, da parte (b) deste exemplo, que a função 


fo = x sen(l/x), x#0 

“o, x=0 
é contínua em x = 0, uma vez que o valor da função e o valor do limite são os mesmos em x = 0. Isso mostra 
que o comportamento de uma função pode ser muito complexo na vizinhança de um ponto x = c, mesmo se a 


função for contínua em c. 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.6 (Ver página 128 para respostas.) 


1. Em cada parte, é a função contínua dada no intervalo [0, 7/2)? 
(c) tg x 


(a) sen x (b) cos x 


2. Calcule os limites. 
sen x 


(a) lim 
x>0 x 


w 
(b) lim a Cosa 


EXERCÍCIOS 1.6 


3. Suponha que uma função f tenha a propriedade 
(d) cossec x 
3 = [x| <f) < 3 + |] 
com qualquer x real. A partir disso, podemos concluir que 
fO)> — — quando x > 


4. Em cada parte, dê o maior intervalo no qual a função seja con- 
tínua. 


(a) e (b) In x (c) arcsenx (d) arctgx 


Recurso Gráfico 


1-8 Encontre os pontos de descontinuidade, se existirem. EB 


2. f(x) = cs) 
x—x 


1. f(x) = sen — 2) 


9-14 Determine onde fé contínua. EH 
9. f(x) = arc sen 2x 


10. f(x) = arc cos(ln x) 


3. f(x) = |cotx] 4. f(x) = sec x 

r J i 1. fœ) = maro ik 12. flw) = exp (=) 
5. = 6. = —————— 

P fe) 1 + sen? x arc sen (1/x) 


7. fœ) = 


1 — 2 sen x 


a 8. f0)=v2+tg?x 


13. f(x) = 14. fœ) =h |x| — 2 In(x+ 3) 
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15. Em cada parte, use o Teorema 1.5.6(b) para mostrar que a fun- 
ção é contínua em toda parte. E 


15. (a) sen? + 7x + 1) (b) |sen x] (c) cos?(x + 1) 


16. (a) |3 + sen 2x| 
(c) cosx — 2 cos? x+ 1 


(b) sen(sen x) 


17-40 Encontre os limites. EE 


1 
17. lim cos[ — 18. lim sen di 
x > +o 3% x +% 2—3x 
. x . x+1 
19. lim arcsen 20. lim In 
x— +o 1— 2x x> +o x 
21. lim eik 22. lim cos(2 arc tgx) 
x> x—> +% 
30 h 
23. tim = 24. lim E 
650 0 h>0 2h 
8 29 
25. E 26. lim “2 
0>0+ 02 0>0 0 
tg 7 6 
27. lim £2 28. lim 2> 
x>0 sen 3x x>0 sen 8x 
2 
sen x sen” x 
29. lim —— . li 
era Sa 30 PET 3x2 
2 
31. lim SEX 32. oe 
x>0 x h—>0 1 — cos h 
12 
33. lim >> 34. lim * 
t>0 1 — cos? t x>0 cos ($x — x) 
2 
ES 
35. lim O os im A 
6501 — cos 0 h>0 cos? 5h — 1 
1 2-3 
37. lim sen( +) 38. lim ES 
x> 0t X x>0 X 
39. lim 2 — cos 3x — cos 4x 
x>0 X 
40. lim tg 3x? + sen? 5x 
x>0 x? 


41-42 (a) Complete a tabela e dê uma estimativa para o limite indi- 
cado. (b) Encontre o valor exato do limite. EE 


sen(x — 5)... 
ad a 
35 4145/149/5,1]5516 
fe) Tabela Ex-41 
sen(x? + 3x + 2). ; 
42. f(x) = F2 ; lim, fœ) 
JE -2,1 | -2,01 | -2,001 | -1,999 | —1,99 | -1,9 
fœ 


Tabela Ex-42 


43-46 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


43. 


44. 
45. 


46. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. Numa tentativa de verificar que limo (sen x)/x = 1, um 


Suponha que uma função f satisfaça 
1f0) + Sl < |x+ 1| 
com qualquer número real x. Então lim,., 4 f(x) = —5. 


Com0<x<7/2,o gráfico de y = sen x fica abaixo do gráfico 
de y = x e acima do gráfico de y = x cos x. 


Se uma função invertível f for contínua em toda parte, então 
sua inversa também é contínua em toda parte. 


Suponha que M seja um número positivo e que uma função f 
satisfaça 


-M < fœ) < M 


com qualquer número real x. Então 


0 


limx/()=0 e lim fo) 


x— +% X: 


estudante constrói a tabela abaixo. 
(a) Quais erros o estudante cometeu? 
(b) Qual é o valor exato do limite ilustrado nessa tabela? 


X —0,01 —0,001 0,001 0,01 


sen x/x | 0,017453 | 0,017453 | 0,017453 | 0,017453 


49. 


50. 


Tabela Ex-47 


48. Um ângulo central que mede 0 radianos subentende uma cor- 


da de comprimento c(6) e um arco circular de comprimento 
s(0) no círculo da figura abaixo. Usando sua intuição, qual 
seria sua conjectura sobre o valor de lim o+ c(0)/s(0)? 
Verifique sua conjectura calculando o limite. 


AN 


Figura Ex-48 


Encontre um valor diferente de zero para a constante k que torne 
tgk 
Ent R x<0 
fo)=4 * 
3x +2k, x>0 
contínua em x = 0. 
Será a função 
sen x 
—, 0 
fo)=4 bl 
1, x=0 


contínua em x = 0? Explique 


51. Nas partes (a) a (c), encontre o limite fazendo a substituição 


indicada. 


1 


1 
(a) lim xsen—; t=- 


x—> +% X X 
; 1 1 
(b) lim x{1-— cos- }ļ; t=- 
x> —o x xX 
x— 
(c) lim Pt=7—X 
x>7 senx 
|. cos(m/x) - , x x 
52. Encontre lim E | Sugestão: Seja t = — — z] 
x>2 x—2 2 x 
tex— 1 
53. Encontre lim penta 54. Encontre lim RE . 
x>1 x—1 x> 7/4 x—n/4 


55. Encontre lim 


56. 


57-60 Aplique o resultado do Exercício 56, se necessário, para en- 


cosx — sen x 
x— 7/4 


x>m/4 


L = lims o(f(x)/x), mostre que 


lim —— = 
150 fQ) 


[Sugestão: Aplique o Teorema 1.5.5 à composição h o g, onde 


x#0 


fO)/x, 
L, x=0 


h(x) = | 


egw =f w] 


contrar os limites. E 


i x . arctgx 
57. lim — — 58. lim 
x>0 arc sen x x>0 x 
5 = 1 
59. lim arc sen 5x 60. tim arc sen (x ) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


IH 


ez 


x>0 X x>1 x2 — 1 


m64. 


Suponha que f seja uma função invertível, tal que f(0) = 0, 
f seja contínua em O e exista lim, — o (f(x)/x). Sabendo que 


m65. 


66. 
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Por que não poderíamos ter obtido esse mesmo resultado 
escrevendo 


1 1 
lim x sen (5) = lim x - lim sen (=) 
x>0 x x>0 x>0 x 
; 1 
=0.limsen/-— | = 0? 
x>0 * 


Esboce os gráficos de y = 1 — x°, y = cos x e y = f(x), onde 
fé uma função qualquer que satisfaz a desigualdade 


1—2 < fx) < cosx 


para todo x no intervalo (—7/2, 7/2). O que você pode 
dizer sobre o limite de f(x) quando x — 0? Explique seu 
raciocínio. 


Esboce os gráficos de y = 1/x, y = —1/xe y = f(x) em um 
sistema de coordenadas, onde f é uma função qualquer sa- 
tisfazendo a desigualdade 


= |m 


< fa) < 


para todo x no intervalo [1, +%). O que você pode dizer 
sobre o limite de f(x) quando x —> +? Explique seu 
raciocínio. 


Faça desenhos análogos aos da Figura 1.6.2 que ilus- 
trem o Teorema do Confronto para os limites da forma 
lim; poe f (0) e lim, voo (DO). 


61. Use o Teorema do Confronto para mostrar que 


507 
lim x cos — = 0 
x>0 x 
e ilustre o princípio envolvido usando um recurso gráfico 
computacional para fazer os gráficos de y = |x|, y = — |x| e 
y = x cos(507/x) na mesma tela da janela [—1, 1] x [—1,1]. 


Use o Teorema do Confronto para mostrar que 


lim x? sen (5) =0 
x>0 JX 


e ilustre o princípio envolvido usando um recurso gráfico 
computacional para fazer os gráficos de y = x, y= — xe 
y= x sen(507/4/x) na mesma tela da janela [—0,5; 0,5] x 


[-0,25; 0,25]. 


63. No Exemplo 5, usamos o Teorema do Confronto para pro- 


var que 
: 1 

lim xsen/[— | =0 
x>0 XxX 


67. 


68. 


69. 


(a) Use o Teorema do Valor Intermediário para mostrar que a 
equação x = cos x tem, pelo menos, uma solução no inter- 
valo [0, 7/2]. 

Mostre graficamente que há exatamente uma solução no 
intervalo. 

(c) Aproxime a solução com três casas decimais de precisão. 


(b) 


(a) Use o Teorema do Valor Intermediário para mostrar que 
a equação x + sen x = 1 tem pelo menos uma solução no 
intervalo [0, 7/6]. 

(b) Mostre graficamente que existe exatamente uma solução 
no intervalo. 

(c) Aproxime a solução com três casas decimais de precisão. 


No estudo da queda de objetos próximos à superfície da Ter- 
ra, a aceleração g devida à gravidade é usualmente tomada 
como sendo a constante 9,8 m/s?. Entretanto, a forma elíp- 
tica da Terra e outros fatores causam variações nesse valor 
que dependem da latitude. A seguinte fórmula, conhecida 
como Fórmula da Gravidade Elipsoidal do Sistema Geodési- 
co Mundial de 1984 (WGS 84), é usada para prever o valor 
de g na latitude de & graus (tanto ao norte quanto ao sul do 
Equador): 


1 + 0,0019318526461 ser? q 
m 


g = 9,7803253359 
1 — 0,0066943799901 sen” q 


/s2 
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70. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 1.6 


Cálculo 


(a) Use um recurso gráfico para traçar a curva y = g(ġ) com 
0° < ġ < 90°. O que os valores de g em & = 0º e em p = 90º 
dizem sobre o modelo elipsoidal WGS 84 da Terra? 

(b) Mostre que temos g = 9,8 m/s? em algum lugar entre as 
latitudes 38º e 39º. 


Texto Usando suas próprias palavras, explique o valor práti- 
co do Teorema do Confronto. 


71. 


Texto Um exame cuidadoso da demonstração do Teorema 
1.6.5 levanta uma dúvida sobre a possível circularidade do ar- 
gumento apresentado! Leia o artigo (em inglês) de Fred Rich- 
man na edição de março de 1993 do periódico College Mathe- 
matics Journal intitulado “A Circular Argument” e escreva um 
texto curto sobre os principais argumentos do autor. 


1. (a) sim (b) sim (c) sim (d) não 


2. (a)1 (60 3.3;0 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 1 [4 Recurso Gráfico 


4. (a) (—%, +00) (b) (0, +œ) (c) [—1, 1] (d) (~%, +00) 


C| CAS 


1. 


c|4. 


Para a função f cujo gráfico está na figura abaixo, encontre o 
limite, se ele existir. 


(a) Jim f@) 
(a) Jim, (9) 
(8) dim f@) 


©) lim fœ) 
(o) lim f@) 
h) lim f@) 


©) lim f@) 
() lim f(x) 
© lim f@) 


Figura Ex-1 


. Em cada parte, complete a tabela e faça uma conjectura sobre 


o valor do limite indicado. Confirme sua conjectura, obtendo o 
limite analiticamente. 


wJ- mo 
a = H 1 
i x2 — 4’ Pan e 
x | 2,00001 | 2,0001 | 2,001 | 2,01 | 2,1 | 2,5 
fœ) 
tg E 
(b) f(x) = =—; lim f(x) 
po x>0 
x 0,01 | —0,001 | —0,0001 | 0,0001 | 0,001 | 0,01 
fœ 


. (a) Aproxime o valor do limite 


o PPM 
lim 
x>0 * 


com três casas decimais de precisão, construindo uma tabela 
apropriada de valores. 
(b) Confirme sua aproximação com um recurso computacional. 


Aproxime 


primeiro olhando para o gráfico e, em seguida, calculando os 
valores para algumas escolhas apropriadas de x. Compare suas 
respostas com o valor obtido por um CAS. 


5-10 Encontre os limites. EE 


E DD) - 2 
5 lim DOT 6. lim —— 
x>-1 x-—1 z+] = 1 
3 9 2 
E im 8. lim 
x> -3 x? + 4x +3 527 x—2 
2x — 1)º 
9. lim ER 
xo + (3x? + 2x — 7)(x? — 9x) 
o Nx +42 
10. lim —— 
x>0 x2 
11. Em cada parte, encontre as assíntotas horizontais, se houver. 


2x—7 x=? H10 
= b seo 
(8) y x? — 4x b) y 3x? — 4x 
2x? — 6 
O) y=>|—— 
© y x? + 5x 


. Em cada parte, encontre lim, > a f(x), se existir, tomando a 


iguala 0,5%; —57; —5,5; —% e +00, 


@ f= V5 


= fa-9k-s) x#5 
6) 10) = lj pas 
13-20 Encontre os limites. E 
E 14. lim 2H 
x>0 tg 3x *>0 1 — cosx 
3x — k 
15. im 6 sm 
x>0 x 
1 — cos 8 
16. lim tg (=) 
950 0 
17. lim e'' 18. lim In(sen20) — In(tg 0) 
t= m/2+ G-t 
š 3N ` abx 
19. lim (1+> 20. lim (1+2), ab>0 
x> +oo Xe x—> +0 X 
21. Se investirmos $1.000 numa aplicação que paga 7% de ju- 


ros, compostos n vezes por ano, então em 10 anos haverá 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


$1.000(1 + 0,07/n)!º" na aplicação. Quanto haverá na aplica- 
ção em 10 anos se a taxa de juros for composta trimestralmen- 
te (n = 4)? Mensalmente (n = 12)? Diariamente (n = 365)? 
Quanto haverá na aplicação em 10 anos se os juros forem com- 
postos continuamente, isto é, com n — +%? 


(a) Escreva um parágrafo ou dois descrevendo como o limite 
de uma função pode não existir em um ponto x = a e apre- 
sentando alguns exemplos específicos. 

(b) Escreva um parágrafo ou dois descrevendo como o limi- 
te de uma função pode não existir quando x > +% ou 
x —> —®% e apresentando alguns exemplos específicos. 

(c) Escreva um parágrafo ou dois descrevendo como uma fun- 
ção pode deixar de ser contínua em um ponto x = a e apre- 
sentando alguns exemplos específicos. 


(a) Encontre uma fórmula para uma função racional que tem 
uma assíntota vertical em x = 1 e uma assíntota horizontal 
emy=2. 

(b) Verifique seu trabalho usando um recurso computacional 
para fazer o gráfico da função. 


Reescreva a definição e-ô de lim, > a f(x) = L em termos da 
janela de um recurso gráfico centrada no ponto (a, L). 


Suponha que f(x) seja uma função e que, para qualquer e > 0, 

a condição O < |x — 2| < je garanta que | f(x) — 5| < e. 

(a) Qual é o limite descrito por essa afirmação? 

(b) Obtenha um valor de ô tal que O < |x — 2| < ô garanta que 
18 f(x) — 40] < 0,048. 


O limite 


.  senx 
lim =:] 
150 x 


assegura que há um número ô tal que 


sen x 
—1 


< 0,001 


se 0 < |x| < ô. Estime o maior desses ô. 


Em cada parte são dados um número positivo € e o limite L de 
uma função fem a. Encontre um número ô tal que | f(x) — L| < € 
se 0 < |x — a| < ô. 
(a) lim (4x — 7) = 1; e = 0,01 

x>2 

4x2 — 9 

(b) lim > 

x>3/2 2x — 3 
(c) lim x? = 16; e = 0,001 

+ 


= 6; € = 0,05 


Use a Definição 1.4.1 para provar que os limites dados estão 
corretos. 


=6 


o 4x? —9 
(b) lim 


lim (4x — 7) = 1 
(a) pu k ) x>3/2 2x — 3 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 
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Suponha que f seja contínua em xo e que f(xo) > 0. Dê uma 
prova e-ô ou um argumento verbal convincente para mostrar 
que deve existir um intervalo aberto, contendo xo, no qual 


fo) > 0. 
(a) Seja 


Aproxime lim, — 1 f(x) traçando o gráfico de fe calculan- 
do valores para algumas escolhas apropriadas de x. 
(b) Use a identidade 
a B 


sen 8 = 2sen PR a à 
2 2 


sen x 


para encontrar o valor exato de lim f(x). 
x>1 


Encontre os valores de x, se houver, nos quais a função dada 
não é contínua. 


(a) f= b) FO) = é — 2º 
x2— 1 
x+3 
CEL ET 


Determine onde f é contínua. 


1 
(a) fa) = EE (b) f(x) = arc cos (=) 
(co) fl) = e" x 
Suponha que 
+43, x<2 
fœ) = | x? +9, x>2 


fé contínua em toda parte? Justifique sua conclusão. 


Um dicionário descreve uma função contínua como “aquela 

cujos valores em cada ponto estão aproximados de perto pelos 

valores dos pontos vizinhos”. 

(a) Como você explicaria o significado dos termos “pontos vizi- 
nhos” e “aproximados de perto” para um “não matemático”? 

(b) Escreva um parágrafo que explique por que a definição do 
dicionário está em conformidade com a Definição 1.5.1. 


Mostre que a conclusão do Teorema do Valor Intermediário 
pode ser falsa se f não for contínua no intervalo [a, b]. 


Suponha que f seja contínua no intervalo [0, 1], que f(0) = 2 
e que f não tenha zeros no intervalo. Prove que f(x) > O para 
todo x em [0, 1]. 


Mostre que a equação x! + 5xº + 5x — 1 = 0 tem, no mínimo, 
duas soluções reais no intervalo [—6, 2]. 
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CAPÍTULO 1 ESTABELECENDO CONEXÕES 


Na Seção 1.1, desenvolvemos o conceito de reta tangente a um grá- 
fico num dado ponto considerando essa reta como a posição limite 
de retas secantes por esse ponto (Figura 1.1.4a). Nestes exercícios, 
desenvolveremos uma ideia análoga em que as retas secantes são 
substituídas por “círculos secantes” e a reta tangente é substituída 
por um “círculo tangente” (denominado círculo osculador). Come- 
çamos com o gráfico de y = x°. 


1. Lembre que, por três pontos não colineares quaisquer do plano 


passa um único círculo. Dado qualquer número real positivo x, 
considere o único “círculo secante” que passa pelo ponto fixa- 
do O(0, 0) e os pontos variáveis O(—x, x°) e P(x, x?) (ver figura 
abaixo). Use Geometria Plana para explicar por que o centro 
desse círculo está na interseção do eixo y com a reta bissetora 
perpendicular do segmento OP. 


Qx, x?) 


Círculo 
secante 


x 
Etsy 


ji 
-5 O(O, 0) 5 


Figura Ex-1 


(a) Denotemos por (0, C(x)) o centro do círculo do Exercício 
1. Mostre que 


Ca) = 4x +i 


(b) Mostre que, quando x—>0*, o círculo secante tende a uma 
posição limite dada pelo círculo que passa pela origem e é 
centrado em (0, 5). Conforme indicado na figura a seguir, 
esse círculo é o círculo osculador do gráfico de y = x? na 
origem. 


-5 «x 5 


Figura Ex-2 


. Mostre que, se trocarmos a curva y = x° pela curva y = f(x), 


em que f é uma função par, a fórmula de C(x) se torna 


x2 
fœ) — o. 


[Aqui, estamos supondo que f(x) + f(0) com valores positi- 
vos de x próximos de 0.] Se lim, o+ C(x) = L £ f(0), então 
definimos o círculo osculador da curva y = f(x) em (0, f(0)) 
como sendo o único círculo que passa por (0, f(0)) e é centra- 
do em (0, L). Se C(x) não tiver um limite finito diferente de 
F(0) quando x—0*, então dizemos que a curva não possui um 
círculo osculador em (0, f(0)). 


1 
Cosg [0+ 109 + 


. Em cada parte, determine o círculo osculador à curva y = f(x) 


em (0, f(0)), se existir. 

(a) f(x) = 4% b) fœ) =x cos x 

(c) fœ = |x] (d) f(x) =x sen x 

(ee) = Icostr 

(£) fF) = xX gx), em que g(x) é uma função par contínua com 
g(0) + 0 

© o= 


Kirby Lee/WireImage/Getty Images 


O coroamento das realizações 
do Cálculo é sua habilidade em 
capturar matematicamente o 
movimento contínuo, permitindo 
que seja analisado instante a 
instante. 


A DERIVADA 


Muitos fenômenos físicos envolvem grandezas que variam, como a velocidade de um foguete, a 
inflação de uma moeda, o número de bactérias em uma cultura, a intensidade do tremor de um 
terremoto, a voltagem de um sinal elétrico e assim por diante. Neste capítulo, desenvolveremos o 
conceito de “derivada”, que é a ferramenta matemática para estudar a taxa segundo a qual varia 
uma quantidade em relação a outra. O estudo de taxas de variação está bastante relacionado com o 
conceito geométrico de uma reta tangente a uma curva; portanto, também discutiremos a definição 
geral de uma reta tangente e os métodos para encontrar sua inclinação e equação. 


2.1 RETAS TANGENTES E TAXAS DE VARIAÇÃO 


Nesta seção, discutiremos três ideias: retas tangentes a curvas, a velocidade de um objeto 
movendo-se em linha reta e a taxa segundo a qual uma variável muda em relação a outra. 
Nosso objetivo é mostrar como essas ideias aparentemente sem conexão estão, na realidade, 
estreitamente relacionadas. 


E RETAS TANGENTES 


No Exemplo 1 da Seção 1.1 mostramos como a noção de limite pode ser utilizada para encon- 
trar uma equação para a reta tangente a uma curva. Naquele estágio, não tínhamos definições 
precisas de retas tangentes nem de limites para utilizar e, portanto, nossos argumentos foram 
intuitivos e informais. Contudo, agora que os limites foram definidos com precisão, estamos 
em condições de dar uma definição matemática de reta tangente a uma curva y = f(x) num 
ponto P(xo, f(xo)) da curva. Como ilustramos na Figura 2.1.1, considere um ponto Q(x, f(x)) 
na curva que seja distinto de P e calcule a inclinação mpo da reta secante por P e Q: 


_ fŒ- fæ) 


mp 
e X — Ri 


Quando x tende a xo, então o ponto Q caminha na curva e se aproxima do ponto P. Se a reta 
secante por P e Q atingir alguma posição limite quando x — xo, então consideraremos essa 
posição como a posição da reta tangente em P. Dito de outra maneira, se a inclinação mpg da 
reta secante por P e Q tender a um limite quando x — xo, então consideraremos esse limite 
como a inclinação mM da reta tangente em P. Assim, temos a definição seguinte. 
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fœ% 


fa 


Figura 2.1.1 


2.1.1 DEFINIÇÃO Suponha que xo seja um ponto do domínio da função f. A reta tan- 
gente à curva y = f(x) no ponto P(xo, f(xo)) é a reta de equação 


y — f (x0) = mix — xo) 


onde 


fœ) — flo) (1) 


X>Xo Xx — Xo 


Mtg == Jim 


sempre que existir o limite. Para simplificar, também dizemos que essa reta é a reta tan- 
gente a y = f(x) em xo. 


> Exemplo 1 Use a Definição 2.1.1 para encontrar uma equação para a reta tangente à pa- 
rábola y = x? no ponto P(1, 1) e confirme que o resultado confere com o obtido no Exemplo 1 
da Seção 1.1. 


Solução Aplicando a Fórmula (1) com f(x) = x? e xo = 1, temos 


FOTO 
m lim > = 
x>1 x— l1 
2 
—1 
= lim 
xsl x—1 
—1 1 
= PU nnti 
x=>1 x—1 x>l 


Assim, a reta tangente a y = x° em (1, 1) tem a equação 
y— 1=2(x— 1) ou, equivalentemente, y= 2x -— 1 


que confere com o Exemplo 1 da Seção 1.1. « 


Há uma maneira alternativa de expressar a Fórmula (1) que também é muito usada. De- 
notando por h a diferença 
h=x— xo 


então a afirmação de que x —> xo é equivalente à afirmação de que h — 0; portanto, podemos 
reescrever (1) em termos de x, e de h como 
a Cn = jeo) 


Mig = lim 5 2) 


As Fórmulas (1) e (2) para Mm qua- 
se sempre conduzem a uma forma 
indeterminada do tipo 0/0; portanto, 
é necessário efetuar alguma simplifi- 
cação algébrica ou utilizar outro mé- 
todo para determinar o limite de tais 
indeterminações. 


Figura 2.1.3 
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Na Figura 2.1.2, pode ser visto como a Fórmula (2) dá a inclinação da reta tangente 
como um limite de inclinações de retas decentes. 


, Ae 
q see 

Farh ge 

EN + h) -f 


fem 
v=f09) 


Figura 2.1.2 


> Exemplo 2 Calcule a inclinação no Exemplo 1 usando a Fórmula (2). 
Solução Aplicando a Fórmula (2) com f(x) = x? e xo = 1, obtemos 


fa + -fA 


Mg =a h 
. +h? -I 
= lim 
h—>0 h 
1+2h+hk? -1 
= lim Ler = lim (2 +h) =2 
h—>0 h>0 


o que está de acordo com a inclinação encontrada no Exemplo 1. « 


> Exemplo 3 Encontre uma equação para a reta tangente à curva y = 2/x no ponto (2, 1) 
dessa curva. 


Solução Vamos encontrar a inclinação da reta tangente aplicando a Fórmula (2) com 
f(x) = 2/x e xo = 2. Temos 


fC+h) — TO 


Pp io h 
2 i (=) 
= lim 2+h = lim \ 2+h / 
h>0 h h>0 h 


— 1 
h50 h(2 +h) h>02+h 2 
Assim, uma equação da reta tangente em (2, 1) é 


y-1= -}(x — 2) ou, equivalentemente, y = -3x +2 


(ver Figura 2.1.3). < 
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> Exemplo 4 Encontre as inclinações das retas tangentes à curva y = /xemxwy = 1, xo = 4 
e Xo = 9. 


Solução Poderíamos calcular cada uma dessas inclinações, mas é mais eficiente encontrar 
a inclinação para um valor arbitrário de xo e depois substituir os valores numéricos específi- 
cos dados. Dessa forma, obtemos 


o fo +Hh) = fao) 
mig = lim 
h>0 h 


vath y% 


= lim 
h>0 
lim NV X0 +h AES N Xo + h+ /X Racionalize o numerador para 
= im ajudar a eliminar a forma 
h>0 h vxo +h + xo indeterminada do limite. 


xo + h — xo 


DGE ão) 


pb E FÃ + ão) 
1 


1 
m = 
h>0 xo + h + Xo 2A/ Xð 


As inclinações em xo = 1, 4 e 9 agora podem ser obtidas substituindo esses valores na fórmu- 
la geral de my. Assim: 


1 1 
inclinação em xo = 1: 2A S5 
inclinação em xo = 4: A. = l 

2/4 4 
inclinação em xo = 9: ea = l 
2/9 6 


(ver Figura 2.1.4). < 


| 
| 
l | 
l | 
| fujo fp] 
Figura 2.1.4 1234 5678910 


EB VELOCIDADE 


Um dos temas importantes do Cálculo é o estudo do movimento. Para descrever completa- 
mente o movimento de um objeto é necessário especificar sua velocidade escalar, a direção e 
o sentido em que está se movendo. A velocidade escalar e a direção e o sentido do movimen- 
to, juntos, constituem o que se denomina a velocidade do objeto. Por exemplo, saber que um 
avião tem uma velocidade escalar de 800 km/h nos diz quão rápido ele é, mas não para onde 
está indo. Por outro lado, saber que sua velocidade é de 800 km/h em direção ao Sul escla- 
A velocidade de um avião descreve Tece não apenas o quão rápido ele é como também a direção e o sentido de seu movimento. 

sua velocidade escalar, sua direção e Adiante, estudaremos o movimento de objetos que se movem ao longo de curvas nos 
seu sentido. espaços bi e tridimensional, mas por enquanto consideraremos apenas o movimento ao longo 


Carlos Santa Maria/iStockphoto 


Tempo decorrido 
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de uma reta, o que constitui o movimento retilíneo. Alguns exemplos disso são um pistão 
movendo-se em um cilindro, um carro de corrida em uma pista reta, um objeto largado dire- 
tamente para baixo do alto de um prédio, uma bola que, jogada verticalmente para cima, volta 
verticalmente para baixo e assim por diante. 

Para fins computacionais, vamos supor que uma partícula em movimento retilíneo mo- 
ve-se ao longo de uma reta de coordenadas, que denominamos eixo s. Uma descrição gráfica 
do movimento retilíneo ao longo do eixo s pode ser obtida com um gráfico da coordenada s 
da partícula versus o tempo decorrido t desde o tempo inicial t = 0. Esse gráfico é a curva 
posição versus tempo da partícula. A Figura 2.1.5 mostra duas dessas curvas típicas. A pri- 
meira é para um carro que partiu da origem e se move somente no sentido positivo do eixo s. 
Nesse caso, s cresce com f crescente. A segunda é para uma bola que é jogada verticalmente 
para cima no sentido positivo de um eixo s a partir de uma altura inicial so e, então, cai verti- 
calmente para baixo no sentido negativo. Nesse caso, s cresce quando a bola sobe e decresce 
quando a bola desce. 


Bola 
subindo! descendo 


Bola 


~ 
~ 


ya 
M 


O carro move-se somente no sentido positivo Curva posição versus tempo 


Figura 2.1.5 


Mostre que (4) também vale para um 
intervalo de tempo [to + A, to], h < 0. 


A variação na posição 


Flo + h) — f (to) 


é denominada deslocamento da par- 
tícula ao longo do intervalo de tempo 


de to até to + h. 


Curva posição versus tempo 


Se uma partícula em movimento retilíneo percorre o eixo s de tal modo que a função da 
coordenada da posição em termos do tempo ź decorrido é 


s=f(0) (3) 


então f é denominada função posição da partícula; o gráfico de (3) é a curva posição versus 
tempo. A velocidade média da partícula em um intervalo de tempo [to, to + h], com h > 0, é 
definida como 


deslocamento  f(to +h) — f(to) (4) 


Ag tempo decorrido h 


> Exemplo 5 Suponha que s = f (f) = 1+ 5t — 2” seja a função posição de uma partícula, 
onde s está em metros e t está em segundos. Encontre as velocidades médias da partícula nos 
intervalos de tempo (a) [0, 2] e (b) [2, 3]. 


Solução (a) Aplicando (4) com tọ = 0 e h = 2, vemos que a velocidade média é 


o SWHD- 0 SO-SO 3-12 
nd h E 2 a a 


= Im/s 


Solução (b) Aplicando (4) com tọ = 2 e h = 1, vemos que a velocidade média é 


a E a E e 


A velocidade média descreve o comportamento de uma partícula em movimento reti- 
líneo em um intervalo de tempo. Estamos interessados na “velocidade instantânea” da par- 
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AS 


4 
s=1+5t-21º 
Figura 2.1.6 
Tabela 2.1.1 
INTERVALO DE VELOCIDADE 
TEMPO MÉDIA (m/s) 
20<t<3,0 —5 
2,0 <t<2,1 —3,2 
20<t<2,01 —3,02 
2,0 < t < 2,001 —3,002 
2,0 < żt < 2,0001 —3,0002 


Observe os valores negativos para a 
velocidade no Exemplo 6. Isso é con- 
sistente com o fato de que o objeto 
está se movendo no sentido negativo 


ao longo do eixo s. 


Confirme a solução do Exemplo 5(b) 
calculando a inclinação de uma reta 


secante apropriada. 


tícula, que descreve seu comportamento em um instante de tempo específico. A Fórmula (4) 
não é diretamente aplicável para calcular a velocidade instantânea, pois o “tempo decorrido” 
em um instante específico é zero, fazendo com que (4) se torne indefinida. Uma maneira de 
contornar esse problema é calcular velocidades médias para intervalos de tempo pequenos 
entre t = toe t = to + h. Essas velocidades médias podem ser vistas como aproximações da 
“velocidade instantânea” da partícula no instante tọ. Se essas velocidades médias tiverem um 
limite quando A tender a zero, então podemos tomar esse limite como sendo a velocidade ins- 
tantânea da partícula no instante to. Vejamos um exemplo. 


> Exemplo 6 Considere a partícula no Exemplo 5, cuja função posição é 
s=f(D)=1+5t—2t 


A posição da partícula no instante t = 2 sé s = 3 m (Figura 2.1.6). Encontre a velocidade 
instantânea da partícula no instante t = 2 s. 


Solução Uma primeira aproximação da velocidade instantânea da partícula é a velocidade 
média vm = —5 m/s no intervalo de tempo de t = 2 até t = 3, conforme vimos no Exemplo 
5(b). Para melhorar essa aproximação inicial, calculemos a velocidade média numa sucessão 
de intervalos de tempo cada vez menores. Deixamos para o leitor conferir as contas apre- 
sentadas na Tabela 2.1.1. As velocidades médias nessa tabela parecem tender a um limite de 
—3 m/s, sugerindo fortemente que essa deve ser a velocidade instantânea no instante de tem- 
po t = 2. Para confirmar isso analiticamente, começamos calculando a velocidade média do 
objeto num intervalo de tempo arbitrário de t = 2 até t = 2 + h usando a Formula (4): 


: fC+N)-IO) U++52+h) —22+h?]-3 
mo h h 


A velocidade instantânea do objeto no instante t = 2 é calculada como um limite quando 
h—0: 


[1 +52 +h) —2(2+h}?]-3 


velocidade instantânea = lim 
h>0 


h 
 -2+(104+5h)-(8+8h + 2h?) 
= lim 
h>0 h 
—3h — 2h? 
= lim ————— = lim (—3 — 2h) = —3 
h—>0 h=>0 


Isso confirma nossa conjectura numérica, pois a velocidade instantânea depois de 2 s é de 
—3 m/s. 4 


Considere uma partícula em movimento retilíneo com função posição s = f (t). Motivados 
pelo Exemplo 6, definimos a velocidade instantânea v; da partícula no instante tọ como o limi- 
te, quando h — 0, das velocidades médias vm nos intervalos de tempo entre t = to e t = to + h. 
Assim, a partir de (4), obtemos 
n F(to + h) fto) 


= hi 
E h>0 h 


(5) 


Geometricamente, a velocidade média vm entre t = toe t = to + h é a inclinação da reta secan- 
te pelos pontos P(to, f(to)) e O(to + h, f(to + h)) da curva posição versus tempo, e a velocida- 
de instantânea v; no instante tfo é a inclinação da reta tangente à curva posição versus tempo 
no ponto P(to, f(to)) (Figura 2.1.7). 


Uma unidade de aumento em 
x produz sempre m unidades 
de variação em y. 


Figura 2.1.8 
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fath) 


Fo) 


Figura 2.1.7 


E INCLINAÇÕES E TAXAS DE VARIAÇÃO 


A velocidade pode ser vista como uma taxa de variação, mais precisamente, a taxa de varia- 
ção da posição em relação ao tempo. As taxas de variação também ocorrem em outras apli- 
cações. Por exemplo: 


e Um biólogo pode estar interessado na taxa segundo a qual a quantidade de bactérias de 
uma colônia muda com o tempo. 


e Um engenheiro pode estar interessado na taxa segundo a qual o comprimento de um 
cano de metal muda com a temperatura. 


e Um economista pode estar interessado na taxa segundo a qual os custos de produção 
mudam com a quantidade do produto que está sendo produzido. 


e Um médico pode estar interessado na taxa segundo a qual o raio de uma artéria muda 
com a concentração de álcool na corrente sanguínea. 


Nosso próximo objetivo é definir precisamente o que se entende por “taxa de variação de 
y em relação a x” quando y é uma função de x. No caso em que y for uma função linear de x, 
digamos y = mx + b, a inclinação m será uma medida natural da taxa de variação de y em rela- 
ção a x. Como ilustramos na Figura 2.1.8, cada aumento de 1 unidade em x em qualquer lugar 
ao longo da reta produz uma variação de m unidades de y, de modo que vemos que y muda a 
uma taxa constante em relação a x ao longo da reta e que é m que mede essa taxa de variação. 


> Exemplo 7 Encontre a taxa de variação de y em relação a x se 
()y=2x—1 (b)y=-5x+1 


Solução Em (a), a taxa de variação de y em relação a x é m = 2, de modo que um aumento 
de 1 unidade em x produz um aumento de 2 unidades de y. Em (b), a taxa de variação de y em 
relação a x é m = —5, de modo que um aumento de 1 unidade em x produz uma redução de 
5 unidades de y. < 


Em problemas aplicados, mudar as unidades de medida pode mudar a inclinação de 
uma reta; assim, é essencial incluir as unidades quando calculamos a inclinação. Os exemplos 
a seguir ilustram isso. 


> Exemplo 8 Considere uma barra uniforme de 40 cm de comprimento termicamente iso- 
lada em sua superfície lateral e com as extremidades mantidas a temperaturas constantes de 
25º e 5°C, respectivamente (Figura 2.1.9). Mostra-se em Física que, sob condições apro- 
priadas, o gráfico da temperatura 7 versus a distância x da extremidade esquerda da barra será 
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Isolamento térmico 


g3 
L 
72 
g 15 
go 
2 5 
E 
o 
= © 10 20 30 40 
Distância x (cm) 
(b) 
5 25 
as 
220 
g 15 
go 
2 5 
E 
o 
= 0 0102 03 04 
Distância x (m) 
(c) 
Figura 2.1.9 
Ay 


Figura 2.1.10 


uma linha reta. As partes (b) e (c) da Figura 2.1.9 mostram dois desses gráficos: um com x 
medido em centímetros e o outro em metros. As inclinações em ambos os casos são: 


5-25 —20 
= = = 0,5 
m= 40-0 40 (6) 
5-25 -20 
50 (7) 


m = = = 
0,4—0 0,4 


A inclinação de (6) indica que a temperatura decresce a uma taxa de 0,5°C por centí- 
metro de distância da extremidade esquerda da barra, e a de (7) indica que a temperatura de- 
cresce a uma taxa de 50°C por metro de distância da extremidade esquerda da barra. Embora 
ambas as inclinações sejam diferentes, os dois resultados são fisicamente equivalentes. < 


Muito embora a taxa de variação de y em relação a x seja constante ao longo de uma 
reta não vertical y = mx + b, isso não é válido para uma curva qualquer y = f(x). Por exem- 
plo, na Figura 2.1.10, a variação em y que resulta de um aumento de 1 unidade em x tende a 
ter magnitude maior nas regiões em que a curva cresce ou decresce mais rapidamente do que 
em regiões em que a curva cresce ou decresce mais lentamente. Assim como fizemos com a 
velocidade, vamos distinguir entre a taxa de variação média sobre um intervalo e a taxa de 
variação instantânea em um ponto específico. 

Se y = f (x), então definimos a taxa de variação média de y em relação a x no intervalo 
[xo, x1] como 


A JOD fo) (8) 
X1 — X0 


e dizemos que a taxa de variação instantânea de y em relação a x é 


2 JED = E 
m AUT io) 


m= 
X1 > Xo Xi = () 


(9) 


Geometricamente, a taxa de variação média de y em relação a x no intervalo [xo, x1] é a incli- 
nação da reta secante pelos pontos P(xo, f(xo)) e O(x1, f(x1)) (Figura 2.1.11), e a taxa de varia- 
ção instantânea de y em relação a x em xo é a inclinação da reta tangente no ponto P(xo, f(xo)) 
(pois é o limite das inclinações das retas secantes por P). 


fa) 


fo) 


Figura 2.1.11 


Se quisermos, podemos tomar h = xı — xo e reescrever (8) e (9) como 


- Flo + h) — flo) 
h 


(10) 


m 


a SOo th) > fo) 
m= lim 
h>0 h 


(1) 


Faça os cálculos do Exemplo 9 usan- 
do as Fórmulas (10) e (11). 


Teste de esforço no 
levantamento de peso 


E“ 
O 300 600 900 1200 1500 


Trabalho W que está sendo feito (kg:m) 


Figura 2.1.12 
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> Exemplo9 Sejay=x +1. 

(a) Encontre a taxa de variação média de y em relação a x no intervalo [3, 5]. 

(b) Encontre a taxa de variação instantânea de y em relação a x quando x = —4. 
Solução (a) Aplicando a Fórmula (8) com f(x) = x? + 1, xo = 3 e xı = 5, obtemos 


fœ- fæ) f6- fG) 26-10 
= Xi — X0 = 5-3 = 2 o 


8 


m 


Assim, y cresce uma média de 8 unidades por aumento de 1 unidade em x ao longo do inter- 
valo [3, 5]. 


Solução (b) Aplicando a Fórmula (9) com f(x) = x? + 1 e xo = —4, obtemos 


fed- n feD)-1D) o G+D-17 
im = = lim = lim ———— — 


n=l = 
Po xo X1 — X0 xa>-4 xı —(—4) xı —> -4 xı +4 
2 
E x= 16 E Xi + 4 X1 — 4 : 
= lim A = lim ( K ) = lim (xı — 4) = —8 
x> 4 xı + 4 xı > —4 xit 4 xı > —4 
Assim, um pequeno aumento em x a partir de x = —4 acarretará aproximadamente um decrés- 


cimo de 8 unidades em y. «4 


E TAXAS DE VARIAÇÃO EM APLICAÇÕES 

Em problemas aplicados, as taxas de variação média e instantânea devem ser acompanhadas 
de unidades apropriadas. Em geral, as unidades de uma taxa de variação de y em relação a 
x são obtidas “dividindo-se” as unidades de y pelas unidades de x e, então, simplificando-se 
pelas regras usuais da Álgebra. Seguem-se alguns exemplos: 


e Se y estiver em graus Celsius (ºC) e x em centímetros (cm), então a unidade da taxa de 
variação de y em relação a x será graus Celsius por centímetro (ºC/cm). 


e Se y estiver em metros por segundo (m/s) e x em segundos (s), então a unidade da taxa 
de variação de y em relação a x será metros por segundo por segundo (m/s/s), o que é 
usualmente notado por m/s?. 


e Se y estiver em newton-metros (N-m) e x em metros, então a unidade da taxa de varia- 
ção de y em relação a x será newtons (N), pois N-m/m = N. 


e Se y estiver em metro-quilos (m-kg) e x em horas (h), então a unidade da taxa de varia- 
ção de y em relação a x será metro-quilos por hora (m-kg/h). 


> Exemplo 10 O fator limitante na resistência atlética é o desempenho cardíaco, isto é, o 
volume de sangue que o coração pode bombear por unidade de tempo durante uma competi- 
ção atlética. A Figura 2.1.12 mostra um gráfico de teste de esforço de desempenho cardíaco V 
em litros (L) de sangue versus a quantidade de trabalho que está sendo feita W em quilogra- 
mas-metros (kg-m) durante 1 minuto de levantamento de peso. O gráfico ilustra o conhecido 
fato médico de que o desempenho cardíaco aumenta com a quantidade de trabalho, mas, de- 
pois de atingir um valor de pico, começa a cair. 


(a) Use a reta secante que aparece na Figura 2.1.13a para estimar a taxa média de desempe- 
nho cardíaco em relação ao trabalho a ser executado quando este aumenta de 300 para 
1200 kg-m. 


(b) Use a reta tangente da Figura 2.1.13b para estimar a taxa de variação instantânea do de- 
sempenho cardíaco em relação ao trabalho que está sendo executado no ponto onde ele 
é de 300 kg-m. 
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Solução (a) Usando os pontos estimados (300, 13) e (1200, 19) para encontrar a inclinação 
da reta secante, obtemos 
19 — 13 L 


a > x 0,0067—— 
1200 — 300 kg-m 


Fm 
Isso significa que, em média, o aumento de 1 unidade no trabalho que está sendo executado 
produz um aumento de 0,0067 L no desempenho cardíaco no intervalo. 


Solução (b) Estimamos a inclinação da curva de desempenho cardíaco em W = 300 tra- 
çando uma reta que parece encontrar a curva em W = 300 com inclinação igual à da curva 


Wf EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.1 


(Figura 2.1.13h). Estimando os pontos (0, 7) e (900, 25) nessa reta, obtemos 


25—7 L 
ri —— 
900 — 0 


=0,02—— «4 
kg-m 


Desempenho 
cardíaco V ( 


Desempenho 
cardíaco V (L) 


300 600 900 12 
Trabalho W que está sendo feito (kg:m) 


Figura 2.1.13 


(a) 


00 1500 300 600 900 1200 1500 


Trabalho W que está sendo feito (kg:m) 


(b) 


(Ver página 143 para respostas.) 


1. A inclinação mg da reta tangente à curva y = f(x) no ponto (a) Inicialmente, a partícula avança uma distância de 
P(xo f(x0)) é dada por m no sentido (positivo /negativo); depois re- 
; : verte o sentido, percorrendo uma distância de 
mig = lim = lim ; 
x> xo h>0 m durante o período de 5 s restante. 
(b) A velocidade média da partícula no período de 5 segundos 
2. A reta tangente à curva y = (x — 1)? no ponto (—1, 4) tem é 
equação 4x + y = 0. Assim, o valor do limite 
3 . Seja s = f(t) a equação de uma curva posição versus tempo 
üm x —2x—3 para uma partícula em movimento retilíneo, onde s está em 
x>-1 x+1 metros e £ está em segundos. Suponha que s = —1 quando t = 
é 2 e que a velocidade instantânea da partícula nesse instante é 
de 3 m/s. A equação da reta tangente à curva posição versus 
3. Uma partícula se move ao longo de um eixo s, onde s está em tempo no instante 1 = 2 é 


metros. Durante os primeiros 5 segundos do movimento, a po- 
sição da partícula é dada por 


. Suponha que y = x? + x. 


(a) A taxa de variação média de y em relação a x no intervalo 


s=10-(3-12, 0<t<5 2<x<5é i 
o oo (b) A taxa de variação instantânea r; de y em relação a x em 
Use essa função posição para completar cada parte. x=2é 


EXERCÍCIOS 2.1 


1. 


A figura a seguir mostra a curva de posição versus tempo para 
um elevador que se move para cima até 60 m e, então, descar- 
rega seus passageiros. 


(a) Dê uma estimativa para a velocidade instantânea do eleva- 
dor em ż = 10s. 

(b) Esboce uma curva de velocidade versus tempo para o mo- 
vimento do elevador no intervalo O < t < 20. 


Distância (m) 


Tempo (s) Figura Ex-1 


. A figura abaixo mostra a curva posição versus tempo de um 
automóvel durante um período de 10 s. Use os segmentos de 
reta mostrados na figura para obter uma estimativa da veloci- 
dade instantânea do automóvel nos instantes t = 4 s e t = 8 s. 


140 
_ 120 
E 100 
$ 80 
qo 60 
K2] 

a 4 

20 


Tempo (s) 


Figura Ex-2 


. A figura abaixo mostra a curva de posição versus tempo para 

uma certa partícula se movendo ao longo de uma linha reta. 

A partir do gráfico, obtenha uma estimativa para as seguintes 

quantidades: 

(a) a velocidade média no intervalo O < 1 < 3. 

(b) os valores de t nos quais a velocidade instantânea é zero. 

(c) os valores de t nos quais a velocidade instantânea é máxi- 
ma ou mínima. 

(d) a velocidade instantânea quando t = 3 s. 


20 g 


Distância (cm) 


Tempo (s) Figura Ex-3 

. As figuras abaixo mostram as curvas de posição versus tempo 
para quatro partículas diferentes em movimento retilíneo. Para 
cada partícula, determine se a velocidade instantânea está au- 
mentando ou diminuindo com o tempo. 


y~ 
ag 


y~ 
Y 


(a) (b) (c) (d) 
Figura Ex-4 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


5. Se uma partícula se move com velocidade constante, o que 
pode ser dito sobre a curva de posição versus tempo? 


6. Um automóvel, inicialmente em repouso, começa a se mo- 
ver em uma pista reta. A velocidade aumenta de modo uni- 
forme até que, de repente, ao ver uma barreira de concreto, 
o motorista freia firmemente em tọ. O carro desacelera ra- 
pidamente, mas é muito tarde — ele se choca com a barreira 
no instante t, e volta instantaneamente ao repouso. Esboce 
uma curva de posição versus tempo que possa representar o 
movimento do carro. Indique como as características de sua 
curva correspondem aos eventos desse cenário. 


7-10 Em cada exercício, esboce uma curva e uma reta L satisfa- 
zendo as condições dadas. E 


7. L é tangente à curva e intersecta a curva em pelo menos 
dois pontos. 


8. L intersecta a curva em exatamente um ponto, mas não é 
tangente à curva. 


9. L é tangente à curva em dois pontos distintos. 


10. L é tangente à curva em dois pontos distintos e intersecta a 
curva num terceiro ponto. 


11-14 São dados uma função y = f(x) e os valores de xo e xı. 

(a) Encontre a taxa de variação média de y em relação a x no inter- 
valo [xo, xı]. 

(b) Encontre a taxa de variação instantânea de y em relação a x no 
valor especificado de xo. 

(c) Encontre a taxa de variação instantânea de y em relação a x em 
um valor arbitrário de xo. 

(d) A taxa de variação média em (a) é a inclinação de uma certa 
reta secante, e a taxa de variação instantânea em (b) é a incli- 
nação de uma certa reta tangente. Esboce o gráfico de y = f(x) 


junto com essas duas retas. E 
11. y=22;w0=0,m=1 12. y= x; x= l, xı =2 


13. y=1/x;100=2,m=3 14. y=1/X;w=1,x=2 


15-18 São dados uma função y = f(x) e um valor de xo. 

(a) Encontre uma fórmula para a inclinação da reta tangente ao 
gráfico de fem um ponto arbitrário x = xo. 

(b) Use a fórmula obtida em (a) para encontrar a inclinação da reta 
tangente para o dado valor de xo. E 


15. fœ =x -— 1; xo = —1 
16. f(W =x +3x+2;x0=2 
17. fŒ) =x +X; w=1 
18. fx) = 1/V/x; xo =4 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


AS O A O A 
> > = 3,então lim >> D—= 


19. Se lim 
x—1 h>0 h 


+ 


3. 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Cálculo 


Uma reta tangente a uma curva y = f(x) é um tipo particular de 
reta secante à curva. 


A velocidade de um objeto representa uma variação na posição 
do objeto. 


Uma viga de metal de 50 m de comprimento está apoiada em 
cada uma de suas extremidade numa coluna de concreto. Um 
peso de x toneladas é colocado no meio da viga e f(x) modela a 
quantidade de centímetros que a viga cede com esse peso. Nes- 
se caso, a unidade da taxa de variação de y = f(x) em relação a 
x é de centímetros por tonelada. 


Suponha que na figura a seguir esteja a curva de temperatura 

externa em ºF versus tempo relativa a um período de 24 horas. 

(a) Estime a temperatura máxima e o instante no qual ela 
ocorre. 

(b) O aumento da temperatura entre 8h e 14h é razoavelmente 
linear. Estime a taxa segundo a qual a temperatura está au- 
mentando durante esse período. 

(c) Estime o tempo no qual a temperatura decresce mais rapi- 
damente. Estime a taxa de variação instantânea da tempe- 
ratura em relação ao tempo naquele instante. 


80 r 
70 
60 
50 


Temperatura (ºF) 
D 
aad 


RES E || 
8 10 12 14 16 18 20 22 24 


TARDE > 


Figura Ex-23 


A figura abaixo mostra o gráfico da pressão p em atmosferas 
(atm) versus o volume V em litros (L) de 1 mol de um gás ideal 
a uma temperatura constante de 300 K (kelvin). Use as retas 
tangentes mostradas para estimar a taxa de variação da pressão 
em relação ao volume nos pontos em que V = 10 L e V= 25 L. 


Pressão p (atm) 
O = N UU A ù 


l ji l 


O 5 10 15 20 25 30 35 40 


Volume V (L) Figura Ex-24 


A figura a seguir mostra o gráfico da altura h em centímetros 
versus a idade t em anos de um indivíduo, desde o nascimento 
até os 20 anos. 

(a) Quando a taxa de crescimento é máxima? 

(b) Estime a taxa de crescimento aos 5 anos. 


26. 


27. 


28. 


(c 


— 


Aproximadamente em que idade, entre 10 e 20 anos, a taxa 
de crescimento é máxima? Estime a taxa de crescimento 
nessa idade. 

(d) Esboce um gráfico aproximado da taxa de crescimento 
versus idade. 


200 - 


Altura h (cm) 


| li l J 
0 5 10 15 20 
) 


Idade t (anos 


Figura Ex-25 


Suponha que um objeto seja largado do repouso (ou seja, 

com velocidade inicial nula) desde o alto do Empire State 

Building, em Nova Iorque, Estados Unidos, de uma altura de 

1.250 pés acima do nível da rua (ver Figura Ex-26). A altu- 

ra do objeto (em pés) pode ser modelada pela função posição 

s=f(t) = 1250 — 162. 

(a) Verifique que o objeto ainda está caindo aos t = 5 s. 

(b) Encontre a velocidade média do objeto no intervalo de 
t=5at=6s. 

(c) Encontre a velocidade instantânea do objeto no instante 
t=5s. 


Figura Ex-26 


Durante os 40 segundos iniciais de voo, um foguete é dispara- 

do diretamente para cima, de forma que a altura atingida em t 

segundos é de s = 0,3tº ft. 

(a) Qual é a altura atingida em 40 s? 

(b) Qual é a velocidade média do foguete durante os primei- 
ros 40 s? 

(c) Qual é a velocidade média do foguete durante os primeiros 
135 m de voo? 

(d) Qual é a velocidade instantânea ao fim dos 40 segundos? 


Um automóvel é conduzido ao longo de uma estrada reta de 
tal forma que, decorridos O < t < 12 segundos, está a s = 4,5? 
metros de sua posição inicial. 

(a) Encontre a velocidade média do carro no intervalo [0, 12]. 
(b) Encontre a velocidade instantânea do carro aos t = 6 s. 
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29. Um robô move-se no sentido positivo de um eixo de tal forma 30. Texto Discuta como a reta tangente ao gráfico de uma função 
que, após t minutos, sua distância é s = 6t* centímetros da y = f(x) num ponto P(xo, f(xo)) é definida em termos de retas 
origem. secantes ao gráfico pelo ponto P. 


(a) Encontre a velocidade média do robô no intervalo [2, 4]. 


(b) Encontre avelocidade insianifica ami = 0 31. Texto Uma partícula está em movimento retilíneo no interva- 


lo de tempo O < t < 2. Explique a conexão entre a velocidade 
instantânea da partícula no instante t = 1 e as velocidades mé- 
dias da partícula em partes do intervalo 0 < t < 2. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.1 
L FO) — fo), Fo +h) — f(xo) 


xX — Xo h 
(x? +x)— 6 . Q+4+h24+C+N]-6 


ade ur 


2. —4 3. (a)9:positivo;4 (b)1 m/s 4. s=3t-7 


2.2 FUNÇÃO DERIVADA 


Nesta seção, discutiremos o conceito de uma “derivada”, que é a principal ferramenta 
matemática utilizada para calcular e estudar as taxas de variação. 


E DEFINIÇÃO DA FUNÇÃO DERIVADA 
Na última seção, mostramos que se o limite 


ji fo +h) — f(xo) 
im 
h—>0 h 


existir, então podemos interpretá-lo ou como a inclinação da reta tangente à curva y = f(x) no 
ponto x = xo ou como a taxa de variação instantânea de y em relação a x em x = xo [ver Fórmu- 
las (2) e (11) daquela seção]. Esse limite é tão importante que possui notação especial: 

fo +h) — fo) 


fo) = lim 7 (1 


A 


Podemos pensar em f’ (que se lê “éfe linha”) como uma função cuja entrada é xp e cuja 
saída é o número f'(xo) que representa ou a inclinação da reta tangente a y = f(x) em x = xo, 
ou a taxa de variação instantânea de y em relação a x em x = xo. Para enfatizar esse ponto de 
vista funcional, substituímos xo por x em (1) e estabelecemos a definição a seguir. 


PEET 2.2.1 DEFINIÇÃO A função f’ definida pela fórmula 


fœ +h) — fa) 
h 


fo) = lim Fa +h) — fa) 2) 


h 


que aparece em (2) é comumente cha- , i E z =» , . 
mada de quociente de diferenças. é denominada derivada de f em relação a x. O domínio de f’ consiste em todos os x do 


domínio de f com os quais existe o limite. 


O termo “derivada” é usado porque a função f’ deriva da função f por meio de um limite. 


> Exemplo 1 Encontre a derivada em relação a x de f(x) = x? e use-a para encontrar a 
equação da reta tangente a y = xXemx=2. 
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y=x? 


(2,4) 


=3 -2 =l 
Figura 2.2.1 


Figura 2.2.2 


Solução Segue de (2) que 


Sath -SO pp CH 


li 


fF'œ) = lim 


h h>0 h 
o X+2xh+k -xr - Ixh+h? 
= lim = lim 
h=>0 h h=>0 h 


= lim 2x +h) = 2x 
h>0 


Assim, a inclinação da reta tangente a y = x? em x = 2 é f' (2) = 4. Como y = 4 com x = 2, a 
fórmula ponto-inclinação da reta tangente é 


y—4=4x-2) 


que podemos reescrever no formato inclinação-corte como y = 4x — 4 (Figura 2.2.1). < 


Podemos pensar em f’ como uma função “que produz inclinações”, no sentido de que 
o valor de f'(x) em x = xo é a inclinação da reta tangente ao gráfico de fem x = xo. Esse as- 
pecto da derivada está ilustrado na Figura 2.2.2, que mostra os gráficos de f(x) = x? e de sua 
derivada f'(x) = 2x (obtida no Exemplo 1). A figura ilustra que os valores de f'(x) = 2x em 
x = —2, 0 e 2 correspondem às inclinações das retas tangentes ao gráfico de f(x) = x? nesses 
valores de x. 


y=f@ =? AY 


Inclinação = —4 Inclinação = 4 


-3 -2 -1 1 2 31 
Inclinação = O 


Em geral, se f'(x) estiver definida em x = xo, então a fórmula ponto-inclinação da equa- 
ção da reta tangente ao gráfico de y = f(x) em x = xo pode ser encontrada através dos seguin- 
tes passos. 


Encontrando a Equação da Reta Tangente a y = f(x) em x = xo. 
Passo 1. Calcule f(x9); o ponto de tangência é (xo, f (xo)). 
Passo 2. Encontre f'(x) e calcule f'(x9), que é a inclinação m da reta. 


Passo 3. Substitua o valor da inclinação m e o ponto (xo, f(x9)) na forma ponto-inclinação 
da reta 


y — f (x0) = f" Cro)lx — x0) 
ou, equivalente, por 


V= +f Gola — xo) (3) 


A fórmula binominal é usada na solu- 
ção (a) para expandir (x + h)’. Essa 
fórmula pode ser encontrada no final 
do livro. 


y= 


Figura 2.2.3 


y=mx+b 


yx 


Em cada valor de x, a reta 
tangente tem inclinação m. 


Figura 2.2.4 


O resultado no Exemplo 3 é consis- 
tente com nossa observação anterior 
de que a taxa de variação de y em re- 
lação a x ao longo da reta y = mx + b 
é constante, e essa constante é m. 
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> Exemplo 2 
(a) Encontre a derivada em relação a x de f(x) = xx. 


(b) Faça os gráficos de fe f’ juntos e discuta a relação entre ambos. 


Solução (a) 
Fx +h) — fa) 


ræ = jm 


h 

GQ +h}? — œ +h) - [x? — x] 
= lim 

h>0 h 

o pê+3h+3xh2 +h? — x — h] — [x° — x] 
= lim 

h>0 h 

- 3xh+3xh +h? —h 
= lim 

h=>0 h 


= Jim [3x? +3xh +h? — 1] = 3x? — 1 


Solução (b) Uma vez que f'(x) pode ser interpretada como a inclinação da reta tangente 
ao gráfico de y = f(x) no ponto x, a derivada f'(x) é positiva onde a reta tangente y = f(x) 
tem inclinação positiva, é negativa onde a inclinação é negativa e é zero onde a reta tangente 
é horizontal. Deixamos para o leitor a verificação de que isso está em conformidade com os 
gráficos de f(x) = xº — x e f'(x) = 3x? — 1 mostrados na Figura 2.2.3. < 


> Exemplo 3 Em cada ponto x, a tangente à reta y = mx + b coincide com a própria reta 
(Figura 2.2.4) e, portanto, todas as retas tangentes têm inclinação m. Isso sugere geometri- 
camente que, se f(x) = mx + b, então f'(x) = m com qualquer x. Isso é confirmado pelos 
seguintes cálculos: 


Fa +h) — fl) 


f'(x) = lim 


h 
“ In(x+h)+4+b]-— [mx +b] 
= lim 
h=>0 h 
; m ; 
= lim — = lim m =m 4 
h>0 h h>0 


» Exemplo 4 

(a) Encontre a derivada em relação a x de f(x) = x. 

(b) Encontre a inclinação da reta tangente a y = /x em x = 9. 

(c) Encontre os limites de f'(x) quando x —> 0* e quando x —> +% e explique o que esses 


limites dizem sobre o gráfico de f. 


Solução (a) Lembre que, no Exemplo 4 da Seção 2.1, obtivemos a inclinação da reta tan- 
gente a y = /x em x = xo como sendo m = 1/(2,/x0). Assim, f'(x) = 1(2,/x). 


Solução (b) A inclinação da reta tangente em x = 9 é f'(9); logo, a partir de (a), essa incli- 


nação é f(9) = 1/(2/9) = 4. 
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Solução (c) Os gráficos de f(x) = /x e de f'(x) = 1/(2,/x) são mostrados na Figura 2.2.5. 
Observe que f'(x) > 0 se x > 0, o que significa que todas as retas tangentes ao gráfico de 
y = «/X têm inclinações positivas em todos os pontos desse intervalo. Como 


1 
lim — = lim — =0 
x>0+ 2,/x x> +o 2,/x 
o gráfico se torna cada vez mais vertical quando x — 0* e cada vez mais horizontal quando 
x> +. «4 


: E CALCULANDO A VELOCIDADE INSTANTÂNEA 
Segue da Fórmula (5) da Seção 2.1 (substituindo to por t) que, se s = f (t) for a função posi- 


x ção de uma partícula em movimento retilíneo, então a velocidade instantânea em um instante 
1 23456789 arbitrário t será dada por 
p 1 . fE+h) -fH 
y=f0)= = vi = lim 
nx ! h50 h 
Figura 2.2.5 Como o lado direito dessa equação é a derivada da função f (com variável independente t em 


vez de x), segue que, se f(t) for a função posição de uma partícula em movimento retilíneo, 
então a função 


: tta- Ja 
O O e 
h=>0 h ( 4 ) 
representará a velocidade instantânea da partícula no instante t. Consequentemente, dizemos que 
(4) é a função velocidade instantânea ou, mais simplesmente, a função velocidade da partícula. 


> Exemplo 5 Lembre que a partícula do Exemplo 5 da Seção 2.1 tem função posição 
s=f(t) = 1 + 5t — 22. Aqui, f(t) é medida em metros e t é medido em segundos. Encontre a 
função velocidade dessa partícula. 


Solução Segue de (4) que a função velocidade é 


. ft+rh- fo) O +50 +h) 24 +h)’ [145% — 24] 
m>——— >> = lim 


ns e h e h 
. Mt + 2th + h? — t°] + 5h >. —4th — 2h? + 5h 
= lim = lim 
h>0 h>0 h 


h 
= lim(—4t — 2h + 5) = 5 — 4t 


onde as unidades da velocidade são metros por segundo. 4 


EB DIFERENCIABILIDADE 


E possível que o limite que define a derivada de uma função f não exista em certos pontos do 
domínio de f. Nesses pontos, a derivada não está definida. Para levar em conta essa possibili- 
dade, introduzimos a seguinte terminologia. 


2.2.2 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função fé diferenciável ou derivável em xy se exis- 
tir o limite 
fc +h) — flo) 

l (5) 


Se f for diferenciável em cada ponto do intervalo aberto (a, b), então diremos que a fun- 
ção é diferenciável em (a, b) e, analogamente, em intervalos abertos da forma (a, +%), 
(—00, b) e (—%, +). Nesse último caso, dizemos que f é diferenciável em toda parte. 


f'@o) = lim 
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Geometricamente, uma função f é diferenciável em xp se o gráfico de f possuir uma 
reta tangente em xo. Assim, f não é derivável em cada ponto xo em que as retas secantes pelos 
pontos P(xo, f(xo)) e Q(x, f(x)) distintos de P não tenderem a uma única posição limite não 
vertical quando x — xo. A Figura 2.2.6 exibe duas situações comuns nas quais uma função 
que é contínua em xo pode deixar de ser derivável em xo. Essas situações podem ser descritas 
informalmente como 


e pontos com bico 
e pontos de tangência vertical 


Em um bico, as inclinações das retas secantes têm limites distintos pela esquerda e pela direita 
e, portanto, o limite bilateral que define a derivada não existe (Figura 2.2.7). Em um ponto de 
tangência vertical, as inclinações das retas secantes tendem a +% ou —% pela esquerda e pela 
direita (Figura 2.2.8), portanto, novamente o limite que define a derivada não existe. 


Ay Ay 


| P=Í0) 

l 
| y=f09) 
| 
| | 
| l 
I p | z 
| > | > 
Xo Xo 

Ponto de 

Bico tangência vertical 


Figura 2.2.6 


x — 


Figura 2.2.7 


Existem outras circunstâncias menos 
óbvias sob as quais uma função pode 
deixar de ser diferenciável. (Ver, por 
exemplo, o Exercício 49.) 


Xo 


Į 
| 
| 
J 
x Xy + 


R 


Figura 2.2.8 


Como ilustra a Figura 2.2.9, a diferenciabilidade em xo também pode ser descrita 
informalmente em termos do comportamento do gráfico de f sob ampliações cada vez 
maiores no ponto P(xo, f(xo)). Se f for derivável em xo, então com ampliações suficiente- 
mente grandes em P o gráfico parece ser uma reta não vertical (a reta tangente); se ocor- 


v= 


y= 


| 
| 
l 
| 
Xo 


Diferenciável em x, | Não diferenciável em x, Não diferenciável em x, 


Figura 2.2.9 
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Ay 


y= 


0 
y= |x 


Figura 2.2.10 


y= 


y= H 


-1,x<0 


Figura 2.2.11 


Um teorema que diz “se a afirmação 
A é verdadeira, então a afirmação B 
é verdadeira” é equivalente ao teo- 
rema que diz “se a afirmação B não é 
verdadeira, então a afirmação A não 
é verdadeira”. Dizemos que os dois 
teoremas estão em forma contrapo- 
sitiva um ao outro. Assim, o Teorema 
2.2.3 pode ser reescrito na forma 
contrapositiva como “se a função f 
não é contínua em xo, então f não é 
diferenciável em xo”. 


rer um bico em xo, então esse bico persistirá em qualquer ampliação, por maior que seja, 
e o gráfico nunca parecerá uma reta não vertical; finalmente, se ocorrer uma tangência 
vertical em xo, então o gráfico de f parecerá uma reta vertical com ampliações suficiente- 
mente grandes em P. 


> Exemplo 6 O gráfico de y = |x| na Figura 2.2.10 mostra que há um bico em x = 0, e isso 
implica que f(x) = |x| não é diferenciável naquele ponto. 


(a) Prove que f(x) = |x| não é diferenciável em x = 0, mostrando que o limite na Definição 
2.2.2 não existe naquele ponto. 


(b) Encontre uma fórmula para f'(x). 


Solução (a) Da Fórmula (5) com xo = 0, o valor de f'(0), se existisse, seria dado por 


0+ 4h) — f0 h) — f(O h|— |O h 
h>0 h h=>0 h h=>0 h h>0 h 
Contudo, 
ll f 1, h>0 
h l|-1, h<0 
portanto 
h 
lim LER e lim LSE 
h>0- h h>0t+ h 


Como esses limites não são iguais, o limite bilateral em (5) não existe e, consequentemente, 
f(x) = |x| não é diferenciável em x = 0. 


Solução (b) Uma fórmula para a derivada de f(x) = |x| pode ser obtida escrevendo-se |x| 
por partes e tratando-se os casos x > 0 e x < O separadamente. Se x > 0, então f(x) = x e 
f'(Œ)= 1; e sex < 0, então f(x) =—xef'(x) = —1. Logo, 


1, x>0 


rasi x<0 


O gráfico de f’ é mostrado na Figura 2.2.11. Observe que f’ não é contínua em x = 0; logo, 
esse exemplo mostra que a derivada de uma função que é contínua em toda parte não precisa 
ser contínua em toda parte. < 


E A RELAÇÃO ENTRE DIFERENCIABILIDADE E CONTINUIDADE 

Já sabemos que funções não são diferenciáveis em pontos com bico e em pontos de tangência 
vertical. O próximo teorema mostra que funções não são diferenciáveis em pontos de descon- 
tinuidade. Provaremos isso mostrando que, se f é diferenciável em um ponto, então f deve ser 
contínua nesse ponto. 


2.2.3 TEOREMA Seffor diferenciável no ponto xo, então f será contínua em xo. 


DEMONSTRAÇÃO Supondo que f seja diferenciável em xo, tem-se, a partir de (5), que f’ (xo) 
existe e é dada por 


(7) 


roei e +h)— de 


h 
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Para mostrar que f é contínua em xo, devemos mostrar que lim, — x f(x) = f(xo), ou, equi- 
valentemente, 


Jim [f@) — fGo1=0 


Expressando isso em termos da variável h = x — xo, devemos provar que 


lim [fo +A) — flo) =0 


Contudo, isso pode ser provado usando-se (7), como segue: 


fo +h) — fo) | À 


lim [fo +A) — fCxo)] = lim | 


h 
n Feath) =f o) 
= lim - lim A 
h>0 h h=>0 
= f(x) 0=0 E 

ADVERTÊNCIA A relação entre a continuidade e a diferenciabilidade teve grande significado histórico 
no desenvolvimento do Cálculo. No início do século XIX, os matemáticos acreditavam que, se 
A reciproca do Teorema EAs 6 falsa; uma função contínua tivesse muitos pontos de não diferenciabilidade, esses pontos, como os 


ou seja, uma função pode ser con- 
tínua em um ponto sem ser diferen- 
ciável nele. Isso ocorre, por exemplo, 


dentes de um serrote, deveriam estar separados uns dos outros e ligados por segmentos de cur- 
vas lisas (Figura 2.2.12). Esse equívoco foi derrubado por uma série de descobertas que come- 


em bicos de funções contínuas. Por çaram em 1834. Naquele ano, um padre, filósofo e matemático da Boêmia, chamado Bernhard 
exemplo, f(x) = |x| é contínua em Bolzano, descobriu uma forma de construir uma função contínua que não fosse diferenciável 
z= O as ao iai nc mess em qualquer ponto. Mais tarde, em 1860, o grande matemático alemão Karl Weierstrass (bio- 


to (Exemplo 6). aço E Sa E 
RENA grafia na p. 102) apresentou a primeira fórmula para uma tal função. Esses gráficos são im- 


possíveis de ser traçados; os bicos são tão numerosos que toda ampliação de um segmento da 
curva revela mais bicos. A descoberta dessas funções foi importante, à medida que tornou os 
matemáticos desconfiados de sua intuição geométrica e exigentes de provas matemáticas pre- 
cisas. Recentemente, tais funções passaram a desempenhar um papel fundamental no estudo 
de objetos geométricos denominados fractais. Os fractais revelaram uma ordem para fenôme- 
nos naturais que eram descartados anteriormente como sendo aleatórios e caóticos. 


y+ 


Figura 2.2.12 


Bernhard Bolzano (1781-1848) Bolzano, filho deum tos de vista acabaram por provocar o Imperador Franz I da Áus- 
comerciante de artes, nasceu em Praga, Boêmia (Repú- tria, o qual pressionou o Arcebispo de Praga para obter uma re- 
blica Tcheca). Foi educado na Universidade de Pragae tratação de Bolzano. Recusando-se a fazê-la, Bolzano foi forçado 
acabou por ganhar fama matemática suficiente para ser a aposentar-se em 1824 com uma pequena pensão. Sua grande 
recomendado para uma cadeira naquela universidade. Po- contribuição à Matemática foi filosófica. Seu trabalho ajudou a 
rém, ordenou-se padre católico romano e, em 1805, foi convencer os matemáticos de que a Matemática confiável deve se 


designado para uma cadeira de Filosofia na Universidade de Pra- apoiar primordialmente em provas rigorosas, em vez de no uso 
ga. Bolzano foi um homem de grande compaixão humana; de- da intuição. Além de Matemática, Bolzano pesquisou problemas 
fendeu abertamente uma reforma educacional, proclamou os di- ligados ao espaço, à força e à propagação de ondas. 


reitos da consciência individual sobre as exigências do governo e 
discursou sobre o absurdo da guerra e do militarismo. Seus pon- [Imagem: http: //en.wikipedia.org/wiki/File:Bernard. Bolzano.jpg] 
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Inclinação = f (a) 


v=f0) 


Inclinação = f'(b) 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
a 


| 
| 
| 
b 


Figura 2.2.13 


Adiante, daremos significados espe- 
cíficos aos símbolos dy e dx. Por en- 
quanto, não podemos encarar dy/dx 
como um quociente, mas tão somen- 
te como um único símbolo, que deno- 
ta a derivada. 


E DERIVADAS NOS EXTREMOS DE UM INTERVALO 


Se uma função f estiver definida em um intervalo fechado [a, b], mas não fora dele, então f’ 
não estará definida nas extremidades desse intervalo, porque derivadas são limites bilaterais. 
Para tratar disso, definimos a derivada pela esquerda e a derivada pela direita por 


Fa + h) — fl) Fa +h- fo) 
F h h 


1 é t 5 
ra= i Roda, 
respectivamente. Essas derivadas são chamadas de derivadas laterais. Geometricamente, 
f(x) é o limite das inclinações das retas secantes quando x é aproximado pela esquerda e 
Ffi(x) é o limite das inclinações das retas secantes quando x é aproximado pela direita. No caso 
de um intervalo fechado [a, b], entenderemos que a derivada na extremidade esquerda é f} (a) 
e a derivada na extremidade direita é f' (b) (Figura 2.2.13). 

Em geral, dizemos que f é diferenciável em um intervalo da forma [a, b], [a, +), 
(—%, b], [a, b) ou (a, b] se f for diferenciável em cada ponto do interior do intervalo e se exis- 
tir a derivada lateral apropriada em cada extremidade incluído no intervalo. 

Pode ser provado que uma função f é contínua pela esquerda naqueles pontos em que 
existe a derivada pela esquerda, e contínua pela direita naqueles pontos em que existe a deri- 
vada pela direita. 


E OUTRAS NOTAÇÕES PARA A DERIVADA 


O processo de encontrar uma derivada é chamado derivação ou diferenciação. Podemos 
pensar na derivação como uma operação sobre funções, que associa a função f’ a uma fun- 
ção f. Quando a variável independente for x, a operação de derivação também costuma ser 
denotada por 


d 
Fœ) = ÃO Fœ) = DA FO] 


No caso em que também temos a variável dependente y = f(x), a derivada costuma ser deno- 
tada por 
, ; ; dy 
fœ)=y(x) ou f= 7 


xX 
Com essas notações, o valor da derivada em um ponto xo pode ser expresso como 


dy 


dx Ra 


d 
f(xo) = go > Fo) = DSO o FE =y 00), Fo) = 


=x0 


Se uma variável w mudar de um valor inicial wọ para algum valor final w,, então o valor 
final menos o inicial será denominado incremento em w e denotado por 


Aw = wWwı — Wo (8) 


Os incrementos podem ser positivos ou negativos, dependendo de o valor final ser maior ou 
menor do que o valor inicial. O símbolo do incremento em (8) não deveria ser interpretado 
como um produto; em vez disso, Aw deveria ser considerado como um só símbolo, que re- 
presenta a variação no valor de w. 
É comum considerar a variável h na fórmula da derivada 
raim EDO o 
h=>0 h 


como um incremento Ax em x e escrever (9) como 


Ae) =— 
Mo ps e aii 
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Além disso, se y = f(x), então o numerador em (10) pode ser considerado como o incremento 


Ay=f(x+ Ax) — f(x) (11) 
e, nesse caso, 
E A RE 
do E us, (12) 
dx Ax>0 Ax Ax>0 Ax 


As interpretações geométricas de Ax e Ay estão mostrada na Figura 2.2.14. 

Às vezes é desejável expressar as derivadas em um formato que não utiliza incremento 
algum. Por exemplo, escrevendo w = x + h na Fórmula (9), temos w — x quando h — 0, de 
modo que podemos reescrever aquela fórmula como 


f'Q9) = lim fw) — fo) (13) 


Ux = 26 


(Compare as Figuras 2.2.14 e 2.2.15.) 


im SO) -f0) | 


dx T A0 Ar | Posas os | 


Figura 2.2.14 Figura 2.2.15 


Quando utilizamos letras diferentes de x e y para as variáveis independente e dependen- 
te, devemos ajustar as notações de derivadas de acordo. Assim, por exemplo, se s = f (t) for a 
função posição de uma partícula em movimento retilíneo, então a função velocidade v(t) de 
(4) poderá ser expressa como 


d A t+ Ai) — f(t 
v(t) = t o m = tn fe + so DO (14) 
dt At>0 At At>0 At 
VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.2 (Ver página 155 para respostas.) 
1. A função f'(x) é definida pela fórmula 3. Suponha que a reta 2x + 3y = 5 seja tangente ao gráfico de 
y = f(x) em x = 1. O valor de f(1) é e o valor de 


E di 
fœ) = fim — f'a)é 
4. léot ti 
2. a A derivada de f(x) — 2 EF — Qua e o teorema que nos garante que se 
(b) A derivada de f(x) = x Ef (1) = lim Flo +h) — f(xo) 
h=>0 h 


existir, então lim f(x) = f(x9)? 
Xx> xo 
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EXERCÍCIOS 2.2 [Recurso Gráfico 


1. Use gráfico de y = f(x) na figura abaixo para obter uma esti- 
mativa do valor de f'(1), f'(3), f'(5) e f'(6). 


NU Eua 


Figura Ex-1 


2. Para a função cujo gráfico está na figura abaixo, arranje os nú- 
meros 0,f'(—3),f'(0), f'(2) e f'(4) em ordem crescente. 


Figura Ex-2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


3. (a) Se for dada uma equação da reta tangente no ponto 
(a, f(a)) de uma curva y = f(x), como poderíamos cal- 
cular f'(a)? 
(b) Dado que a equação da reta tangente ao gráfico de 
y = f(x) no ponto (2, 5) é y = 3x — 1, determine f’ (2). 
(c) Para a equação y = f(x) em (b), qual é a taxa de varia- 
ção instantânea de y em relação a x em x = 2? 


4. Dado que a reta tangente a y = f(x) no ponto (1, 2) passa 
pelo ponto (—1, — 1), encontre f'(1). 


5. Esboce o gráfico de uma função f para a qual f(0) = —1, 
f(0)=0,f(W)<0Osex<0ef'(x)>0Osex> 0. 


6. Esboce o gráfico de uma função f para a qual f(0) = 0, 
f(0)=0ef'(w)>0sex<0Ooux>o0. 


7. Dado que f(3) = —1 ef'(3) = 5, encontre uma equação para a 
reta tangente ao gráfico de y = f(x) no ponto x = 3. 


8. Dado que f(—2) = 3 e f'(—2)= — 4, encontre uma equação 
para a reta tangente ao gráfico de y = f(x) no ponto x = —2. 


9-14 Use a Definição 2.2.1 para encontrar f'(x) e, então, encontre a 
reta tangente ao gráfico de y = f(x)em x= a. E 


9. f(x) =2x;a=1 10. fÆ = 1/2; a= -1 

11. f) =x; a= 0 12. fœ) =2Ż + 1;a= -1 
13. fœ) =x Fl; a=8 14. fœ) =4/2x+l;a=4 
15-20 Use a Fórmula (12) para encontrar dy / dx. E 


1 1 
15. y=- 16. y = — 17. y=2— 
x E y TE Y=% xX 
18. y= is. y= 2. y= — 
k = = 


21-22 Use a Definição 2.2.1 (com a mudança apropriada na nota- 
ção) para obter a derivada pedida. E 


21. Encontre f'(t) se f() = 42 + t. 
22. Encontre dV/dr se V= nr. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


23. Combine o gráfico das funções mostradas em (a) a (f) com 
os de suas derivadas em (A) a (F). 


(a) (b) (c) 
y y A) 
Pd x x SN x 
> > > 
(d) (e) () 
Ay Ay Ay 


p 


(A) (B) (©) 


y= 


(D) (E) (F) 


24. Seja f(x) = 1 — x?. Use um argumento geométrico para 
encontrar f(N/2/2). 


25-26 Esboce o gráfico da derivada da função cujo gráfico é 
dado. E 


25. (a) (b) (c) 
Ay y y 
» Ng | Ti 
26. (a) (b) (c) 
A) y y 
X x xX 
> > 


27-30 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


27. Se uma curva y = f(x) tiver uma reta tangente horizontal em 
x=a, então f'(a) não está definida. 


28. Se a reta tangente ao gráfico de y = f(x) em x = —2 tiver incli- 
nação negativa, então f'(—2) < 0. 


29. Se uma função f for contínua em x = 0, então f será derivável 
em x = 0. 


30. Se uma função f for derivável em x = 0, então f será contínua 
em x = 0. 


31-32 O limite dado representa f'(a) para alguma função fe algum 
número a. Encontre f(x) e a em cada caso. E 


= Da 
v1+Ax-1 im A 9 


31. li b) 1 
(a) paca Ax (b) x>3 x —3 
h 1 1-1 
32. (a) lim cos(r +h) + 1 (b) lim x 
h>0 h x>1 x — 


33. Encontre dy / dxl. - 1, sabendo que y = 1 — x. 
34. Encontre dy / dx|x = ->, sabendo que y = (x + 2)/x. 


35. Encontre uma equação para a reta que é tangente à curva 
y= xX? — 2x + 1 no ponto (0, 1) e use um recurso gráfico para 
fazer, na mesma tela, os gráficos da curva e de sua tangente. 


36. Use um recurso gráfico para, na mesma tela, colocar a curva 
y = 2/4, a reta tangente a essa curva em x = 1 e a reta secante 
que passa pelos pontos (0, 0) e (2, 1) da curva. 


37. Seja f(x) = 2*, obtenha uma estimativa de f'(1) pelos seguintes 
métodos: 
(a) Usando um recurso gráfico para fazer um zoom em um 
ponto apropriado do gráfico até que ele se pareça a uma 
reta e, então, estimando a inclinação. 
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(b) Usando um recurso gráfico para estimar o limite na fórmu- 
la (13), fazendo uma tabela para uma sucessão de valores 
de w tendendo a 1. 


38. Seja f(x) = sen x, obtenha uma estimativa de f’ (7/4) pelos se- 


guintes métodos: 

(a) Usando um recurso gráfico para fazer um zoom em um 
ponto apropriado do gráfico até que ele se pareça a uma 
reta e, então, estimando a inclinação. 

(b) Usando um recurso gráfico para estimar na Fórmula (13), 
fazendo uma tabela para uma sucessão de valores de w 
tendendo a 7/4. 


39-40 A função f cujo gráfico aparece abaixo tem valores dados na 
tabela a seguir. 


f(x) | 1,56 | 0,58 | 2,12 | 2,34 | 2,2 


39. (a) Use os dados da tabela para calcular os quocientes de 


diferenças 
FO- fD- f-fO) 
3-1 2-1 2—0 


(b) Usando o gráfico de y = f(x), indique qual quociente de 
diferenças da parte (a) é a melhor aproximação de f'(1) e 
qual é a pior. 


40. Use os dados da tabela para aproximar o valor das derivadas 
dadas. 
(a) f'0,5) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41. Suponha que o custo da perfuração de x metros para um 

poço de petróleo seja de C = f(x) dólares. 

(a) Quais são as unidades de f'(x)? 

(b) Em termos práticos, qual é o significado de f'(x) neste 
caso? 

(c) O que pode ser dito quanto ao sinal de f'(x)? 

(d) Estime o custo de perfuração de um metro adicional, 
começando a uma profundidade de 300 metros, dado 
que f'(300) = 1.000. 


(6) FQ,5) 


42. Uma empresa fabricante de tintas estima que pode vender 

g = f (p) galões de tinta a um preço de p reais. 

(a) Quais são as unidades de dg /dp? 

(b) Em termos práticos, o que significa dg /dp neste caso? 

(c) O que pode ser dito quanto ao sinal de dg/dp? 

(d) Dado que dg/dp|p = 10 = — 100, o que pode ser dito so- 
bre o efeito de aumentar o preço de 10 para 11 reais por 
galão? 


43. É fato que, quando uma corda flexível é enrolada em um ci- 
lindro áspero, uma pequena força de magnitude Fo em uma 
ponta pode resistir a uma grande força de magnitude F na 
outra ponta. O tamanho de F depende do ângulo 0, segun- 
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44. 


45. 


Cálculo 


do o qual a corda é enrolada em torno do cilindro (veja 

a figura a seguir). Essa figura mostra o gráfico de F (em 

libras) versus 0 (em radianos), onde F é a magnitude da 

força à qual resiste uma força Fo com 10 libras de magni- 
tude para uma certa corda e um certo cilindro. 

(a) Estime os valores de F e de dF/d9 quando 8 for de 10 
radianos. 

(b) Pode ser mostrado que a força F satisfaz a equação 
dF/d0 = uF, onde a constante u é denominada coefi- 
ciente de atrito. Use os resultados de (a) para estimar o 
valor de qt. 


E: > 
g 
A £ 
E 
E) 
o 
(o) 
Le 
L) ; 
X 
F 0 2 4 6 8 10 12 14 
Fo 


Ângulo 6 (radianos) 


Figura Ex-43 


A figura abaixo mostra a curva velocidade versus tempo 
para um foguete no espaço extraterrestre, onde a única for- 
ça atuando sobre o foguete é a de seus motores. Pode ser 
mostrado que a massa M(t) do foguete no instante t (em 
segundos) satisfaz a equação 


= oa 

onde T é o empuxo (em libras) dos motores do foguete e v 
é a velocidade (em pés/s) do foguete. O empuxo do primei- 
ro estágio do foguete Saturno V é de T = 7.680.982 libras. 
Use esse valor de T e o segmento de reta na figura para esti- 
mar a massa do foguete no instante t = 100 s. 


Velocidade v (pés/s) 


20 40 60 80 100 120 140 


Tempot (s) Figura Ex-44 


De acordo com a Lei do Resfriamento de Newton, a taxa 
de variação da temperatura de um objeto é proporcional à 
diferença entre a sua temperatura e a do meio ambiente. A 
figura a seguir mostra o gráfico da temperatura T (em graus 
Fahrenheit) versus o tempo ż (em minutos) para uma xícara 
de café inicialmente a 200°F, deixada para esfriar em uma 
sala com uma temperatura constante de 75°F. 

(a) Estime T e dT/dt quando t = 10 min. 


(b) A Lei do Resfriamento de Newton pode ser expressa por 


al =k(T =) 
dt : 


onde k é a constante de proporcionalidade e To, a tempe- 
ratura do meio ambiente (constante, por hipótese). Use os 
resultados de (a) para estimar o valor de k. 


200 


150 


100 


50 


Temperatura T (°F) 


10 20 30 40 
Tempo ż (min) 


50 60 
Figura Ex-45 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


Mostre que f(x) é contínua, mas não diferenciável no ponto 
dado. Esboce o gráfico de f. 
@) fa) = Jx, x=0 


b) fœ) = Ja -2}, x=2 


Mostre que 
2 
x+1, x<l 
Ato a | 
é contínua e diferenciável em x = 1. Esboce o gráfico de f. 
Mostre que 
2 
xº+2, x<l 
oa x>1 


é contínua, mas não diferenciável em x = 1. Esboce o gráfico 
de f. 
Mostre que 


x sen(1/x), 


=l o 


x=0 


é contínua, mas não diferenciável em x = 0. Esboce o gráfico 
de f na vizinhança de x = 0. (Ver Figura 1.6.6 e a observação 
que segue o Exemplo 5 da Seção 1.6.) 


Mostre que 
x? sen(1/x), 


wf 


é contínua e diferenciável em x = 0. Esboce o gráfico de f na 
vizinhança de x = 0. 


x#0 
x=0 


51. Suponha que uma função f seja diferenciável em xo e que 


f'(xo) > 0. Prove que existe um intervalo aberto contendo 
Xo, tal que, se x, e xz são dois pontos quaisquer nesse inter- 
valo, com x, < xo < x2, então f(x1) < f(xo) < f2). 


52. 


53. 


Suponha que uma função f seja diferenciável em xp e defina 
g(x) = f(mx + b), onde m e b são constantes. Prove que, se 
xı é um ponto tal que mx, + b = xo, então g(x) é diferenciá- 
vel em xı e g'(x1) = mf’ (xo). 


Suponha que uma função f seja diferenciável em x = 0 com 


f) =f'(0) = 0, e seja y = mx, m * 0, uma reta pela ori- 


gem de inclinação não nula. 
(a) Prove que existe um intervalo aberto contendo 0, tal 
que, para cada x nesse intervalo, vale | f(x)| < lima]. 


54. Suponha que uma função f seja diferenciável em xo. Modi- 
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gráfico de f na origem é a melhor aproximação linear 
de f naquele ponto. 


fique o argumento do Exercício 53 para provar que a reta 
tangente ao gráfico de fno ponto P(xo, f(x9)) fornece a me- 
lhor aproximação linear de fem P. [Sugestão: Suponha que 
y = f (xo) + m(x — xo) seja uma reta qualquer que passe pelo 
ponto P(xo, f(xo)) com inclinação m # f’ (xo). Aplique a De- 
finição 1.4.1 a (5) com x = xo + h e € = 51 f'(x0) —m].] 


[Sugestão: Tome e = 5 Iml e aplique a Definição 1.4.1 
a (5) com x, = 0.) 

(b) Conclua, usando a parte (a) e a desigualdade triangu- 
lar, que existe um intervalo aberto contendo 0, tal que 
IF| < |f(x) — mx| com qualquer x nesse intervalo. 

(c) Explique por que o resultado obtido em (b) pode ser 
interpretado como significando que a reta tangente ao 


55. Texto Escreva um parágrafo explicando o que significa uma 
função ser derivável. Inclua exemplos de funções que não se- 
jam deriváveis, bem como exemplos de funções que sejam 
deriváveis. 


56. Texto Explique a relação entre continuidade e derivabilidade. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.2 


fa+D-10) » a 
1. = LW o) W 


3.1; — 4. Teorema 2.2.3: Se f for diferenciável em xo, então f será contínua em xo. 


2.3 INTRODUÇÃO A TÉCNICAS DE DIFERENCIAÇÃO 


Na última seção, definimos a derivada de uma função f como um limite e usamos esse 
limite para calcular algumas derivadas simples. Vamos desenvolver agora alguns teoremas 
importantes, que nos possibilitarão calcular derivadas de forma mais eficiente. 


EB DERIVADA DE UMA CONSTANTE 


O tipo mais simples de função é uma função constante f(x) = c. Como o gráfico de f é uma 

reta horizontal de inclinação 0, a reta tangente ao gráfico de f tem inclinação O em cada ponto 

x; portanto, podemos ver geometricamente que f'(x) = O (Figura 2.3.1). Também podemos 
y=c ver isso algebricamente, pois 


i o PS PO) uu CSE z 
Ed a h E E o uaú 


y= 


| 
| 
| 
| 
| x 


Assim, estabelecemos o resultado seguinte. 


A reta tangente ao gráfico de f(x) = c 
tem inclinação 0 em cada x. ; x P > , 
= | 2.3.1 TEOREMA A derivada de uma função constante é O; isto é, se c for um número 


Figura 2.3.1 real qualquer, então 


d 
ils 0 (1) 


> Exemplo 1 


“mo Erico Arst 
— =0, r])=0, 
dx “ dx dx 
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A reta tangente ao gráfico de f(x) = x 
tem inclinação 1 em cada x. 


Figura 2.3.2 


Verifique que as Fórmulas (2), (3) e 
(4) são os casos especiais de (5) em 
quen=1,2e3. 


A fórmula binomial pode ser encontra- 
da no final do livro. Substituir y por h 
na fórmula fornece a identidade usada 
na demonstração do Teorema 2.3.2 


E DERIVADAS DE FUNÇÕES POTÊNCIA 
O tipo mais simples de função potência é f(x) = x. Como o gráfico de f é uma reta de inclinação 
1, segue do Exemplo 3 da Seção 2.2 que f'(x) = 1 para todo x (Figura 2.3.2). Em outras palavras, 


E L]J=1 (2) 
E lnil= 
dx 
No Exemplo 1 da Seção 2.2, mostramos que a função potência f(x) = x? tem derivada 
f'(x) = 2x. A partir do Exemplo 2 daquela seção, podemos deduzir que a função potência 


fŒ) = xX tem derivada f'(x) = 3x2. Ou seja, 


dos d 
— [xº]=2x e 


EE n] =3x (3-4) 


Esses resultados são casos especiais do resultado mais geral seguinte. 


2.3.2 TEOREMA (Regra da Potência) Sen forum número inteiro positivo, então 


d n n—1 
re ]=nx (5) 


DEMONSTRAÇÃO Seja f(x) = x”. Então, a partir da definição de derivada e do teorema do 
binomial para a expansão da expressão (x + h)”, obtemos 


E ao dire que JEA- rh 
qa Qu h = h 


(n 


— 1 
|” + nx" lh + a +ecpnxhol 4 w =y" 
= lim - 


h>0 h 


(n — 


1 
nx” 1h + tp? +ecpnhol sh 


= lim 
h=>0 h 

n(n — 1) 
2! 


=nx"!+0+---+0+0 


= tim, [re + pd seen a po] 


=nx"! E 


> Exemplo 2 


ds 3 des 4 din ii 
=4 =5 t ]=12 «4 
m ag m a as! l 


Embora nossa prova da regra da potência na Fórmula (5) valha somente com potências 
inteiras positivas de x, não é difícil mostrar que a mesma fórmula permanece válida com quais- 
quer potências inteiras de x (Exercício 82). Também vimos, no Exemplo 4 da Seção 2.2, que 


d 1 
RS ECN; (6) 


o que pode ser escrito como 


1 


É p= Lan — `0/2-1 


dx 
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Assim, a Fórmula (5) também é válida com n = + De fato, pode ser mostrado que essa 
fórmula é válida com qualquer expoente real. Enunciamos esse resultado mais geral aqui, 
mesmo que só estejamos preparados para prová-lo no Capítulo 3. 


2.3.3 TEOREMA (Regra da Potência Estendida) Se r for qualquer número real, então 


d r p=] 
m J= rx (7) 


Em palavras, para derivar uma função potência, subtraímos uma unidade da potência 
constante e multiplicamos a função potência resultante pelo expoente original. 


> Exemplo 3 


ge = ax! 

a E = gae anios -a 
Z ets = sala = fys 

EAs qt a 


E A DERIVADA DE UMA CONSTANTE VEZES UMA FUNÇÃO 


2.3.4 TEOREMA (Regra do Múltiplo Constante) Se f for diferenciável em x e c for 
ea a pode sor de um número real qualquer, então cf também será diferenciável em x e 


pressa em notação funcional por 


(cf)! = cf" 


Efo = TA (8) 


DEMONSTRAÇÃO 


cf +h) — cf) 


E tefo] = lim 


0 h 
E [É +h)— tæ] 
= um ei < 
h>0 h 


c lim f (x ag h) = f (x ) Um fator constante pode ser movido 
= h>0 h para fora do sinal do limite. 


= CÊ) E 
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Em palavras, um fator constante pode ser movido para fora do sinal da derivada. 


> Exemplo 4 


d d 

14] = 4 DI = 4[8x7] = 32x7 

d 12 d 12 q 
bao = —12 

Jx! x= ( E ] x 

d [x d 4 E x 

dx Li] = "== -S 4 


E DERIVADAS DE SOMAS E DE DIFERENÇAS 


2.3.5 TEOREMA (Regras da Soma e da Diferença) Sefe g forem diferenciáveis em 
As Fórmulas (9) e (10) também po- x, então f+ g e f— g também o serão e 
dem ser expressas como 


d d d 
FED =f +g mU + 8(00)] = a Gl T ar 1800] (9) 
E 


d d d 
mI =80)] = ar VEO = 7x 18 001 


DEMONSTRAÇÃO A Fórmula (9) pode ser demonstrada como segue: 


[fæ + h) + gt + h)] — LFG) + 80] 


d , 
gro +g&x)]= jim, 


h 
ji [fa + dh) -fO +a Hh — 800)] 
= 1m 
h>0 h 
h>0 h h0 h é a soma dos limites. 
= LIFO o 
— dx Fa dx a 


A Fórmula (10) pode ser provada de maneira análoga ou, alternativamente, escrevendo 
fŒ) — g(x) como f(x) + (— Dg(x) e, então, aplicando as Fórmulas (8) e (9). m 


Em palavras, a derivada de uma soma é igual à soma das derivadas, e a derivada de uma 
diferença é igual à diferença das derivadas. 


> Exemplo 5 


d d d 
px + x°] = — [2x6] + — [x7] = 12x) + (-9)x 10 = 12x5 — 9x7! 
dx dx dx 


ael 


[1 —-2v/x] 
1 


d 1 
= Sil dlavsi=0-2(500)=—— o] 


d 
dx 
d 

x 


d 


Figura 2.3.4 
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Embora as Fórmulas (9) e (10) tenham sido enunciadas para somas e diferenças de duas 
funções, podemos estendê-las a um número finito qualquer de funções. Por exemplo, agru- 
pando as funções e aplicando a Fórmula (9) duas vezes, obtemos 

CHW =(+g+Hh=0+9 Hh Sf Hg Hh 


Como ilustra o exemplo a seguir, a regra do múltiplo constante pode ser usada junto à 
versão estendida das regras da soma e da diferença para derivar polinômios. 


> Exemplo 6 Encontre dy/dx se y = 3x? — 2x) + 6x + 1. 
Solução 
dy d 
dx dx 
d d d d 
= — [8x8] — —[2x°] + — [6x] + — [1 
dx Kd a o aH 
= 24x" — 10xf +6 < 


[3xº — 2x5 + 6x + 1] 


> Exemplo 7 Em quais pontos, se existirem, o gráfico de y = x* — 3x + 4 tem uma reta 
tangente horizontal? 


Solução Retas tangentes horizontais têm inclinação zero; portanto, devemos encontrar 
aqueles valores de x nos quais y'(x) = 0. Derivando, obtemos 


d 
ya) = — kx? — 3x +4] = 3x -3 
dx 
Assim, as retas tangentes horizontais ocorrem naqueles valores de x com os quais 3x2 — 3 =0, 


ou seja, tais que x = —1 ou x = 1. Os pontos correspondentes da curva y = xº — 3x + 4 são 
(—1, 6) e (1, 2) (ver Figura 2.3.3). < 


> Exemplo 8 Encontre a área do triângulo formado pelos eixos coordenados e a reta tan- 
gente à curva y = 5x"! — Ex no ponto (5, 0). 


Solução Como a derivada de y em relação a x é 


d 1 d d [1 
T — -1 2 -1 = -2 
y (x) = = [5x 5] no [5x] T [š] ==5% 


a inclinação da reta tangente no ponto (5, 0) é y'(5) = — é . Assim, a equação da reta tangente 
nesse ponto é 


2 2 
y—0= -z0 — 5) ou, equivalentemente, y = =" +2 


Como o corte dessa reta com o eixo y é 2, o triângulo formado pelos eixos coordenados e 
a reta tangente tem catetos de comprimento 5 e 2 e, portanto, sua área é (5) (2) = 5 (Fi- 
gura 2.3.4). 4 


E DERIVADAS DE ORDENS SUPERIORES 
A derivada f’ de uma função f é novamente uma função, que pode ter sua própria derivada. Se 


f' for derivável, então sua derivada é denotada por f” e é denominada derivada segunda de f. 


Enquanto tivermos diferenciabilidade, podemos continuar o processo de derivação para obter 
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as derivadas terceira, quarta, quinta e até derivadas superiores de f. Essas derivadas sucessivas 
são denotadas por 


T f” E dd f" = COA fO = Fy, fO = FO, o 
Se y = f(x), então as derivadas sucessivas também podem ser denotadas por 


y', y", y”, y®, y®, o 


Outras notações comuns são 


2 4 

E e fF] 

n— dy 4 Ai ll = E ] 
“dx? dx |dx fœ | = dx? fœ) 

o dy d | œ o dê 
=a [= iron] = za o 


Essas derivadas sucessivas são chamadas de derivada primeira, derivada segunda, derivada 
terceira e assim por diante. O número de vezes que f for diferenciável é chamado de ordem da 
derivada. Uma derivada de enésima ordem geral pode ser denotada por 


d” 
[FD] 
dxa Ha (11) 


d"y 
= AC) = 
past = 
dx” fre) 
e o valor de uma derivada de enésima ordem geral calculada em um ponto específico x = xo 


pode ser denotado por 


d"y 
dxi 


fo o 
Em) EEE EDI 
X=X0 X=X0 (12) 


> Exemplo9 Sef(x) = 3! — 2x +x? — 4x + 2, então 
flw) = 12x? — 6x? + 2x — 4 
f'(x) = 36x? — 12x +2 
f'o = Rr 12 
fO = 72 
fa) =) 


fOW=0 n>5) « 


A importância da derivada segunda e das derivadas superiores será discutida em seções 
posteriores. 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.3 (Ver página 163 para respostas.) 


x? +5 


E x45 
1. Em cada parte, determine f'(x). (co) f(x) = 2 (d fl) = z2 


(a) f(x) = 6 (b) f(x) = "6x 
(à fŒ) = 6/7 (d) f(x) = 6x 


2. Em cada parte, determine f'(x). 
(a) fo)=x+5 b) FO) =x(02+5) 


3. A inclinação da reta tangente à curva y = x? + 4x +7 emx= 1 
é 


4. Se f(x) = 3x2 — 3x2 + x + 1, então f"(x) = 


EXERCÍCIOS 2.3 [5 Recurso Gráfico 


Capítulo 2 / A derivada 161 


1-8 Encontre dy/dx. E 


1. y=4” 2. y=-3x2 
3. y=364+241 4. y=0+7) 
5 y=7 6. y=v2x + (1/42) 
2 
1 

7. y=- 42x 9) 8 y=- 
9-16 Encontre f'(x). EB 

1 1 
9. fa) =x 10. fœ) =x +- 

X X 


11. fx) =—3x +2/x 12. fŒ) =7xĆ — 5/x 


13. f(x) =x" + a 14. f(x) = E 

15. FO) = Bx +17 

16. fŒ) =axX +bx +cx+d (a,b,c,d constantes) 
17-18 Encontre y'(1). E 


3/2 2 
17. y=52-3x+41 18. y= E 
19-20 Encontre dx/dt. W 
t +1 
19. x=t?—t 20. x= E 
3t 


21-24 Encontre dy / dx| x-1. E 

21. y=1+x+ e+e +i 

Itxtx px Hartat Ha" 
FE 

23. y= (1-90 +90 +AU +A 

24. y = x + 2x 4 338 4 46 


22. y= 


25-26 Aproxime f'(1) considerando o quociente de diferenças 
fth- fo) 
h 


para valores de h perto de 0; depois, encontre o valor exato de f'(1) 
por derivação. E 


25. fÆ) =x- 3x+1 26. fœ) = 4 


27-28 Use um recurso gráfico para estimar o valor de f’ (1) fazendo 


um zoom no gráfico de f; depois compare sua estimativa ao valor 
exato obtido por derivação. Ei 


x? +1 x + 2x2 


27. f(x) = 28. f(x) = JE 


29-32 Encontre a derivada indicada. E 


d dC 
29. — [164] 30. — ,onde C = 27r 
dt dr 


d 
31. V'(r), onde V = mr” 32. ge +a] 
Q 


33-36 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. Ei 


33. Sefe g forem deriváveis em x = 2, então 


= f'(2) — 88'(2) 


x=2 


d 
bi) — 88(2)] 


34. Se f(x) for um polinômio cúbico, então f'(x) será um polinô- 
mio quadrático. 


35. Sef'(2)=5, então 


Cura +] =“ ro +8) =4f'(2)=20 
dx x=2 dx x=2 
36. Se f(x) =x Q4 — x), então 
n d 21. d 4 3 
fF œ) = I [xº] L [x — x] = 2x(4xº — 1) 


37. Um balão esférico está sendo inflado. 
(a) Encontre uma fórmula geral para a taxa de variação ins- 
tantânea do volume V em relação ao raio r, sabendo que 
V = trr’. 
(b) Encontre a taxa de variação de V em relação a r no mo- 
mento em que o raio é r = 5. 


Aào + AÉ 


Di 


d 
38. Encontre — | 


| (ào é uma constante). 
39. Encontre uma equação para a reta tangente ao gráfico de 
y = f(x) em x = —3 se f(—3) = 2 e f'(—3) = 5. 


40. Encontre uma equação para a reta tangente ao gráfico de 
y= f(x)em x = 2 se f(2) = —2 e f'(2) = —1. 


41-42 Encontre d?y / dx?. E 


41. (a) y=78 — 5X +x 
x+1 


b) y=1272-2x+3 
(d) y=(5 — 31º + x) 


(o) y= 
42. (a) y=4x — 5% +2x 
3x — 2 
5x 
43-44 Encontre y”. W 


Ob) y=3x+2 


© y= (d) y= œ — 52x +3) 


43. (a) y=12 + (b) y=1/x 
(0) y=aê+bx+c (a,b, c constantes) 

44. (a) y=57"—- 4x +47 b) y=32 +40] +x 
(0) y=at+ bx +c (a,b, c constantes) 


45. Encontre 
(a) f"(2), onde f(x) = 3x2 — 2 
dy 


(b) PP , onde y = 6x — 4x? 


x=1 


d? E 
© al 3] 


x=1 
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46. Encontre 
(a) (0), onde y = 4x! + 2º +3 
dty 6 
(b) da , onde y = a 


x=1 
47. Mostre que y = xX? + 3x + 1 satisfaz y” + xy" — 2y' = 0. 


48. Mostre que, se x + 0, então y =1 /x satisfaz a equação x*y” + 
Ly —xy=0. 


[7] 49-50 Use um recurso gráfico para obter uma estimativa da locali- 
zação das linhas tangentes horizontais. Depois, encontre a localiza- 
ção exata por diferenciação. 


x2+9 


49. y= x? — 5x? + 2x 


ENFOCANDO CONCEITOS 


51. Encontre uma função y = ax? + bx + c cujo gráfico corte 
o eixo x no ponto 1, o eixo y em —2 e que tenha uma reta 
tangente de inclinação — 1 no ponto de corte com o eixo y. 


50. y = 


52. Encontre k se a curva y = x? + k for tangente à reta y = 2x. 


53. Encontre a coordenada x do ponto no gráfico de y = x? no 
qual a reta tangente é paralela à reta secante que corta a cur- 
vaemx= —lex=2. 


54. Encontre a coordenada x do ponto no gráfico de y = x 
no qual a reta tangente é paralela à reta secante que corta a 
curva em x = l ex = 4. 


55. Encontre as coordenadas de todos os pontos no gráfico de 
y= 1 — x? nos quais a reta tangente passa pelo ponto (2, 0). 


56. Mostre que qualquer par de retas tangentes à parábola 
y = ax, a + 0, intersecta em um ponto que está em uma reta 
vertical passando pelo ponto médio dos pontos de tangência. 


57. Seja L a reta tangente ao gráfico da equação cúbica y = ax? + 
bx em x = xo. Encontre a coordenada x do ponto onde L inter- 
secta o gráfico uma segunda vez. 


58. Mostre que o segmento de reta tangente ao gráfico de y =1/x 
que é cortado fora pelos eixos coordenados é bissectado pelo 
ponto de tangência. 


59. Mostre que o triângulo formado por qualquer reta tangente ao 
gráfico de y = 1/x, x > 0, e pelos eixos coordenados tem uma 
área de 2 unidades quadradas. 


60. Encontre condições em a, b, c e d para que o gráfico do polinô- 
mio f(x) = ax? + bx? + cx + d tenha 
(a) exatamente duas tangentes horizontais; 
(b) exatamente uma tangente horizontal; 
(c) não tenha tangentes horizontais. 


61. A Lei da Gravidade Universal de Newton afirma que a magni- 
tude F da força exercida por um ponto com massa M sobre um 
ponto com massa m é 


= GmM 


F. 
r2 


onde G é uma constante e r, a distância entre os pontos. Supon- 
do os pontos em movimento, encontre uma fórmula para a taxa 
de varição instantânea de F em relação a r. 


62. No intervalo de temperatura entre 0°C e 700°C, a resistência R 
[em ohms (Q)] de um certo termômetro de resistência de plati- 
na é dada por 


R = 10 + 0,04124T — 1,779 x 107? 


onde T é a temperatura variando entre 0°C e 700°C. Quando, 
no intervalo de variação da temperatura, a resistência é mais e 
menos sensível à variação de T? [Sugestão: Considere o tama- 
nho de dR/dT no intervalo 0 < t < 700.] 


63-64 Use um recurso gráfico para fazer estimativas grosseiras dos 
intervalos nos quais f'(x) > O e os encontre exatamente por dife- 
renciação. 


63. f(x) =x — : 64. f) = 2 — 3x 

65-68 Nestes exercícios, determine se a função dada é diferenciável 
em um valor x = xo, sendo que f está definida por fórmulas diferen- 
tes em lados diferentes de xo. Para isso, pode ser usado o resultado 
seguinte, que é uma consequência do Teorema do Valor Médio (a 
ser discutido na Seção 4.8). Teorema: Seja fuma função contínua 
em xo e suponha que exista lim, — x, f'(x). Então f é diferenciável 
em xo e f' (xo) = lim; > w/'0). E 


65. Mostre que 


x +x+1, x<l 


jae x>1 


é contínua em x = 1. Determine se f é diferenciável em x = 1. 
Se for, encontre o valor da derivada nesse ponto. Esboce o grá- 
fico de f. 


66. Seja 


x2— 16x, x<9 


me x>9 


fé contínua em x = 9? Determine se fé diferenciável em x = 9. 
Se for, encontre o valor da derivada nesse ponto. 


67. Seja 


x2, yel 


mele x>1 


Determine se f é diferenciável em x = 1. Caso seja, encontre o 
valor da derivada nesse ponto. 


68. Seja 


fœ) = 


Iw 
tad 

N 

= 

V 
N= N= 


Determine se f é diferenciável em x = L, Caso seja, encontre o 
valor da derivada nesse ponto. 


69. Encontre todos os pontos onde f não é diferenciável. Justifique 
sua resposta. 


(a) fœ =|3x — 2| b) fo) =|? — 4] 


70. 


71. 


72. 


83. 


74. 


75. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.3 


Em cada item, calcule f’, f” e f” e, então, estabeleça uma fór- 
mula para f™. 


(a) fO)=1/x b) FO) = 1/2 


[Sugestão: A expressão (— 1)” tem valor 1 sen for pare —1 se 
n for ímpar. Use essa expressão em sua resposta. ] 


(a) Prove: 


d? d? 
Falf = cilo 
d? 2 2 
gal œ +80)]= ga ol + gasol 
(b) Os resultados de (a) se generalizam para a enésima deriva- 
da? Justifique sua resposta. 
Sendo f(x) = x — 2x + 3, encontre 
fw) -fF 
m oe 


w—2 


li 
w>2 
(a) Encontre f(x) se fo) == 12; 3a 
(b) Encontre f(x) se f(x) = x e n > k, onde k é um inteiro 
positivo. 
(c) Encontre f My) se 


fœ = a+ axt ax + + anx" 


(a) Prove: se f”(x) existir em cada x em (a, b), então fe f’ se- 
rão contínuas em (a, b). 

(b) O que se pode afirmar quanto à continuidade de f e suas 
derivadas se f™(x) existir em cada x em (a, b)? 


Seja f(x) = (mx + b)”, onde m e b são constantes e n é um in- 
teiro. Use o resultado do Exercício 52 na Seção 2.2 para provar 
que f'(x) = nm(mx + b)” ~ !. 
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76-77 Verifique o resultado do Exercício 75 para f(x). E 


76. fœ) = (2x +37 


77. fo) = 6x- 1) 


78-81 Use o resultado do Exercício 75 para calcular a derivada da 
função f(x) dada. E 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


1 
fœ) = — 
X= 
3 
To= ER 
x 
djs FI 
2x? + 4x +3 
fœ ETE 
O objetivo deste exercício é estender a regra da potência (Teo- 


rema 2.3.2) a qualquer expoente inteiro. Seja f(x) = x”, em que 
n é um inteiro qualquer. Se n > 0, então f'(x) = nx"! pelo 
Teorema 2.3.2. 
(a) Mostre que a conclusão do Teorema 2.3.2 é válida no caso 
n=0. 
(b) Suponha que n < 0 e denote m = —n, de modo que 
1 


faj=a =x" = = 
x 


Use a Definição 2.2.1 e o Teorema 2.3.2 para mostrar que 


df erl 
ES = ati 
dx | x” j xm 


e conclua que f'(x) = nx™!. 


1. (a) 0 (b) v6 (0)3/Vx (d) V6/2/x) 


2. (a) 3x? (b) 5x! + 10x ()5x? (d) 1— 10x? 3.6 4. 18x—6 


2.4 REGRAS DO PRODUTO E DO QUOCIENTE 


Nesta seção, desenvolveremos técnicas para derivar produtos e quocientes de funções cujas 


derivadas são conhecidas. 


E DERIVADA DE UM PRODUTO 
Poderíamos conjecturar que a derivada do produto de duas funções seja o produto de suas 
derivadas. Contudo, um exemplo simples nos mostra que isso é falso. Considere as funções 


O produto de suas derivadas é 


T= E gos" 


Fole = x) = 2x 
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A Fórmula (1) também pode ser ex- 


pressa por 


(jo = pop ego 


mas seu produto é A(x) = f()g(x) = x*; portanto, a derivada do produto é 
h'(x) = 3x? 


Assim, a derivada do produto não é igual ao produto das derivadas. A relação correta, que é 
creditada a Leibniz, é expressa no teorema seguinte. 


2.4.1 TEOREMA (Regra do Produto) Sefe g forem diferenciáveis em x, então o pro- 
duto f - g também será e 


CAE] = EIS Ei dr A (1) 
x dx dx 


DEMONSTRAÇÃO Enquanto as provas das regras de derivação da seção anterior eram 
aplicações diretas da definição de derivada, esta prova utiliza um passo crucial que en- 
volve somar e subtrair a quantidade f(x + h)g(x) ao numerador na definição da derivada. 
Assim, temos 


d h). D- fa. 
L IO)g0)] = lim fæ +h) gl +h) — fa) ga) 


h>0 h 
— lim fœ + gi + h) — Fa +h)gx) + fx + hdglo) — fO)gl) 
h>0 h 
= lim [erm E teto) frito Puto] 
a co gx +h) — g(x) À . fœ +h)-— fax) 
E a O a A 


[im fé +m] teto + [ tim e] Eiron 
h50 dx j 508 dx 


d d 
= 10) l809] + g0)-—[f09)] 
x dx 


[Nota: No último passo, f(x + h) — f(x) quando h — 0, pois fé contínua em x pelo Teo- 
rema 2.2.3, e g(x) — g(x) quando h — 0, pois g(x) não envolve h e, portanto, permanece 
constante.] E 


Em palavras, a derivada de um produto de duas funções é o produto da primeira função 
vezes a derivada da segunda somado com o produto da segunda função vezes a derivada 
da primeira. 


> Exemplo 1 Encontre dy / dx se y = (4xº — (Dó + x). 


Solução Podem ser usados dois métodos para encontrar dy / dx. Podemos tanto usar a regra 
do produto quanto efetuar as multiplicações indicadas na fórmula de y e, então, diferenciar. 
Vamos utilizar ambos os métodos. 
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Método I (usando a regra do produto) 


dy 2 d 2 3 
a g A Dx + x)] 


= (AR d 3 3 a 2 
=(42-D—[Doº + x] + (7x? + x)— [4xº — 1] 
dx dx 


= (4x? — 1)(21x° + 1) + (7x? + x) (8x) = 140xº — 9x2 — 1 
Método II (primeiro multiplicando) 
y = (4xº — DD + xX) = 28% — 3X — x 
Assim, 


dy 
dx 


d 
E [28xº — 3x? — x] = 140xº — 9x? — 1 
X 


que é o mesmo resultado obtido pela regra do produto. < 


> Exemplo 2 Encontre ds/dt se s = (1 + Dt. 
Solução Aplicando a regra do produto, obtemos 
ds d 


= zl! +Avt] 


d d 
+ DIV + t+] 


1+t 1+3t 
Et = «4 
2/5 vi 2/5 


E DERIVADA DE UM QUOCIENTE 

Assim como a derivada de um produto não é, em geral, o produto das derivadas, também a 
derivada de um quociente não é, em geral, o quociente das derivadas. A relação correta é dada 
no teorema seguinte. 


2.4.2 TEOREMA (Regra do Quociente) Sefe g forem diferenciáveis em x e g(x) + 0, 
então f/g será diferenciável em x e 


A Fórmula (2) também pode ser ex- d d 
pressa por d [fœ g(x) EE LED OT le(x)] 
e dx E F [0] 
g a 


DEMONSTRAÇÃO 
fe+h) fœ) 


d E E g(x+h) g(x) cf +h)-gO)— FO) -g(x +h) 
= lim = lim 
dx | g(x) h>0 h h>0 h-g(x) -g(x + h) 
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Às vezes é melhor simplificar uma 
função do que aplicar a regra do quo- 
ciente às cegas. Por exemplo, é mais 
fácil derivar 


3/2 +x 


JE 


reescrevendo essa função como 


fl) = 


fo) =x+ x 


do que usar a regra do quociente na 
primeira expressão. 


[-2,5; 2,5]x [-1, 1] 
xScl = 1, yScl = 1 


x-1 


x41 


y= 


Figura 2.4.1 


Somando-se e subtraindo-se ao numerador o termo f(x)-g(x), obteremos 


d [1] eim ÍELD EO) = fŒ) 86) — PO) g +h) + fO) 80) 


dx | gœ] h>0 h-g0) g& +h) 
ES fa+ 2 - a] [ro gG+ E - an 
= lim 
h>0 g(x) -g(x +h) 
; . +h) — . . +h) — 
+ meo: jim, EDS tm (o pm PESO 
dim g) -Jim gG +h) 
[im œ]: Žir- [tim sœ] eo 
— ado dx h>0 dx : 
jim g0) - lim gx +h) 
d d 
B 8) [0] Ar Lg(x)] 
Lg) 
[Veja a nota no final da prova do Teorema 2.4.1 para explicações sobre a última passagem.] 


Em palavras, a derivada de um quociente de duas funções é o denominador vezes a deri- 
vada do numerador menos o numerador vezes a derivada do denominador, tudo dividido 
pelo quadrado do denominador. 


x? +2x2—1 
x+5 


Solução Aplicando a regra do quociente, obtemos 


> Exemplo 3 Encontre y'(x) para y = 


d 3 2 3 2 d 
dy d [Etaioa) Cita +22 — 1] — @Ż +2x° — D+] 


dx dx x+5 (x + 5)? 
+ + 4x) = (x? + 2x2 = 1)(1) 
= (x + 5)2 
(3x? + 19x? + 20x) — (x? + 2x? — 1) 
= CEE 
2x) + 17x? + 20x +1 
= (x + 5)? 
> Exemplo4 Seja f( E id 
p eja f(x) = AT 


(a) Faça o gráfico de y = f(x) e utilize-o para obter as localizações aproximadas de todas as 
retas tangentes horizontais. 


(b) Por diferenciação, encontre a localização exata das retas tangentes horizontais. 


Solução (a) A Figura 2.4.1] mostra o gráfico de y = f(x) na janela [—2,5; 2,5] x [—1, 1]. 
Esse gráfico sugere que as retas tangentes horizontais ocorrem em x = 0, x %1,5 e x% —1,5. 


Deduza a regra seguinte para a deri- 
vada do recíproco de uma função: 


Utilize essa regra para encontrar a 
derivada de 
Joer 
X) = 
x? +1 
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Solução (b) Para encontrar a exata localização das retas tangentes horizontais, devemos 
descobrir os pontos nos quais dy/dx = 0. Vamos começar encontrando dy / dx: 


d d 
dy o Gt + Db 1 — (x? De +) 


dx dxlx!+1 
+ DX) — (x? — D(4xº) 
Q4 + 1)? 
—2x) + 4x? +2x 2x(x! — 2x? — 1) 


(x4 + 12 (x4 + 1)2 
Vamos equacionar, agora, dy/dx = 0 e determinar as soluções x. Obtemos 
2x(x! — 2x2 — 1) o 
(x4 + 1)? 
As soluções para essa equação são os valores de x que anulam o numerador: 


2x! — 2x2 — D)=0 


O primeiro fator dá lugar à solução x = 0. Outras soluções podem ser encontradas resolvendo 
a equação 
*-232-1=0 


Essa pode ser tratada como uma equação quadrática em x? e resolvida pela fórmula quadrá- 
tica. Obtém-se, então, 


2+'8 
2— E qua 


O sinal menos dá lugar a valores imaginários para x, os quais vamos ignorar, pois não são 
relevantes para o problema. O sinal mais dá lugar às soluções 


x=+V/1442 


Em resumo, as retas tangentes horizontais ocorrem em 


x=0, x=V1+02m=155, e x=>-V14+402=-1,55 


que estão em conformidade com as aproximações obtidas em (a). < 


E RESUMO DAS REGRAS DE DERIVAÇÃO 
A tabela abaixo resume as regras de derivação que encontramos até aqui. 


Tabela 2.4.1 
REGRAS DE DERIVAÇÃO 


drg- bey =f+g treta f HY- 
g5 Ut sftg Fey =f g'te f (z)= g 


ese g-st- (PE iwen 


Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.4 (Ver página 169 para respostas.) 


d 
L (a) gP 


2 
o 4l — 


dx | fœ) 


2. Encontre F'(1) sabendo que f(1) = —1, f'() = 2, g1) = 3 
eg(D)=-1. 
(a) Fx) = 2f) — 3g(x) 
(e) Fl) =f 


di fo) | 
©) 2] a 


b) FO) = [FCP 
d) FO) =f) 
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EXERCÍCIOS 2.4 [5 Recurso Gráfico 


1-4 Calcule a derivada da função f(x): (a) multiplicando e então 
derivando e depois (b) usando a regra do produto. Verifique que (a) 
e (b) dão o mesmo resultado. E 


1. fŒ = (x + Dx — 1) 

3. f)=0"+ DWG? 1) 

4. f= a+ D- 1) 
5-20 Encontre f'(x). E 

5. fœ = 6L +O- 3) 

6. fŒ = (2 — x — BT + x) 

7. fŒ = E +T — BO H x4) 


8. fœ) = E + 5) (3x) +27) 


xX 


2. fŒ = BL — Dx? +2) 


9. f = (x — 2) + 2x ++ 4) 
10. fo) = +y- x) 


3x +4 x—2 
Rd e agai 
x? 2x2 +5 
13. fœ) = 14. fo) = 
2 D«-1 
15. fœ) =“ det no ) 


2 Es 
16. fœ) = 2V3 +1) (555) 


17. f(x) = (2x + 1) (1 + ) («2 +7) 
X 

18. fœ) = x5 + 24 — 3X2 + 1) 

19. FO) = a + 2x — 3% 20. fœ) = +1% 

21-24 Encontre dy / dx|x=1. E 


2x — 1 4x +41 
21. y= 22. y= 
y x+3 y x? -5 
2 -1 
23. y= (= Jas+n 24. y = Qx! =x?) =) 
x x+1 


25-26 Use um recurso gráfico para estimar o valor de f'(1) usando 
um zoom no gráfico de f e, então, compare sua estimativa ao valor 
exato obtido por derivação. E 


x2—-1 


25. fœ) = Za 2%. 0-5 


27. Encontre g'(4), dado que f(4) = 3 e f'(4) = —5. 
D wA 40-12 
28. Encontre g'(3), dado que f(3) = —2 e f' (3) = 4. 
2x+1 
fœ) 


29. Nas partes (a)-(d), F(x) é dada em termos de f(x) e de g(x). 
Encontre F'(2), dado que f(2) = —1, f'(2) = 4, (2) = 1 e 
gD =-5. 


(a) gw) = 3x2- 5f) (b) 80) = 


(a) FO) = 50) +280) b) FO) =f) — 38%) 
(0) Fo) = fosa) (d) FO) =f) 


30. Encontre F'(7), dado que f(r) = 10,f(m) = —1, g(m) = —3 
eg(m=2. 
(a) FO) = 6f) — 58%) 


(0) Fl) = 2fC)809) 


b) Fœ) = (fl) + g0) 


fœ) 
(d) FO) = a 
4+ g(x) 
31-36 Encontre todos os valores de x nos quais a reta tangente à 
curva dada satisfaz a propriedade enunciada. E 


2-1 241 

31. y= é ; horizontal 32. y= X - ; horizontal 
241 

33. y= E = : paralela à reta y = x 


3 
34. y= 3 ; perpendicular à reta y = x 


1 
35. y= gpa as pela origem 


36. y= ; corta o eixo y em 2 


x+2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


37. (a) Defina o que deveria significar duas curvas se intersec- 
tando em ângulo reto. 
(b) Prove que as curvas y = 1/x e y = 1/(2 — x) se inter- 
sectam em ângulo reto. 


38. Encontre todos os valores de a com os quais as curvas y = 
a/(x— 1) e y =x? — 2x + 1 se intersectam em ângulo reto. 


39. Encontre uma fórmula geral para F"(x) se F(x) = xf(x) ef 
ef" forem diferenciáveis em x. 


40. Suponha que a função f seja diferenciável em toda parte e 
que F(x) = x f(x). 
(a) Expresse F”(x) em termos de x e das derivadas de f. 
(b) Paran > 2, conjecture uma fórmula para F”(x). 


41. Um fabricante de tênis descobre que as vendas de seu tênis de 
corrida é uma função f(p) do preço p do par (em dólares). Su- 
ponha que f(120) = 9.000 pares do tênis e que (120) = —60 
pares de tênis por dólar. A receita que o fabricante recebe pela 
venda de f(p) pares de tênis a p dólares por par é dada por 
R(p) = p - f(p). Encontre R'(120). Qual é o impacto sobre a 
receita do fabricante de um pequeno aumento no preço? 


42. Resolva o problema do Exercício 41 supondo que f(120) = 
9.000 e f'(120) = —80. 


43 Use a regra do quociente (Teorema 2.4.2) para deduzir a 
fórmula para a derivada de f(x) = x”, onde n é um inteiro 
positivo. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.4 


(2 + D'E) — 2xf00) © Dx fæ) -+ Dfa) 


z 5 
(x2 + 1)2 [FCO] 2. (a) 7 (b)—4 (c)7 (d)5 


1. (a) PF) + 2xfE) (b) 


2.5 DERIVADAS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


O objetivo principal desta seção é obter as fórmulas para as derivadas das seis funções 
trigonométricas básicas. Se considerar necessário, o leitor pode consultar a revisão de 
funções trigonométricas dada no Apêndice B. 


Nesta seção, vamos supor que a variável independente x das funções trigonométricas sen x, 
cos x, tg x, cotg x, sec x e cossec x seja medida em radianos. Também vamos precisar dos li- 
mites no Teorema 1.6.5, reescritos com h em vez de x como a variável, como segue: 


. senh . Į — cosh 
lim —— =1 e lim ——— =0 (1-2) 
h>0 h h>0 h 
Comecemos com o problema de derivar f(x) = sen x. Usando a definição de derivada, 


obtemos 
fœ +h) — fœ) 
h 
| sen(x + h) — sen x 
h>0 h 


Fœ) = lim 


sen x cos h + cos x sen h — sen x 


= lim Pela fórmula da adição do seno 
h=>0 h 


. | (= = =) (=5] 
= lim |senx|———— | + cosx 
h>0 h h 


s sen h 1 — cosh 


1 — cos h 


. `. senh . . 
= lim cosx - lim —— — lim sen x - lim 
h>0 h>0 h h>0 h>0 h 


= ( lim cosx) (1) — (im sen x) (0) 


= lim cosx = cos x cos x não envolve a variável A e, portanto, pode ser 
h>0 tratado como uma constante no cálculo do limite 


Assim, mostramos que 


Reforçamos que as Fórmulas (1) e 
(2) e a dedução das Fórmulas (3) e E 
(4) são válidas somente se x for me- — [senx] = cos x (3) 
dido em radianos. Ver no Exercício 49 
como as Fórmulas (3) e (4) mudam se 
x for medido em graus. Nos exercícios, o leitor será convidado a utilizar o mesmo método para derivar a fórmula se- 


guinte para a derivada de cos x: 


d 
a ts x]=—senx (4) 
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Como as Fórmulas (3) e (4) são vá- 
lidas somente com x em radianos, o 
mesmo ocorre com as Fórmulas (5) 
a (8). 


Quando quisermos obter o valor de 
uma derivada em um ponto específi- 
co x = xo, é importante substituir xo 
depois de obtida a derivada. Assim, 
no Exemplo 3, fizemos a substituição 
x = 7/4 depois de calcular f”. O que 
teria acontecido se tivéssemos subs- 
tituído x = 7/4 incorretamente em 
f'(x) antes de calcular f”? 


> Exemplo 1 Encontre dy / dx se y = x sen x. 


Solução Usando a Fórmula (3) e a regra do produto, obtemos 


dy d 
— = — [x sen x] 
dx dx 


d 
Ei len] ines Al 
= xcosx+senx «4 


> Exemplo 2 Encontre dy/dx se y = roo 
cos x 


Solução Usando a regra do quociente junto às Fórmulas (3) e (4), obtemos 


d 
dy E (1 +cosx)- z 6e *] sen x - zN H cosx] 
dx (1 + cos x)? 
(1 + cos x)(cos x) — (sen x)(— sen x) 
= (1 + cos x)? 
* cosx +cos?x +senx  cosx+l —— 1 
= (1 + cos x)? ~ (1 +cosx)?  1+cosx 


As derivadas das demais funções trigonométricas são 


d 2 
== [tg 531] = sec" x 


d 
T gel = Macs ts 


d 2 
== [co || = = cossec? x 
dx 


d 
a [cossecx] = — cossec x cotg x 
X 


(5-6) 


(7-8) 


Todas essas fórmulas podem ser obtidas usando a definição de derivada, mas é mais fácil uti- 


lizar as Fórmulas (3) e (4) e aplicar a regra do quociente às relações 


sen x cosx 
tgx = ——, cotgx = ——, secx = ——, cossecx = 
cosx sen x sen x 
Por exemplo: 
d d 
g T d Tseng cosx- T [sen x] — sen x - Tx [cosx] 
— gx = = 
dx dx | cosx cos? x 
2 2 
cosx -cosx — sen x -(— senx) cosíx-+sen'x 1 2 
= 3 = 7 = 3 = Sec x 
cost x cos* x cos? x 


> Exemplo 3 Encontre f"(m/4) se f(x) = sec x. 


f'(x) = sec x tg x 


d d 
f(x) = secx - — [tg x] + tgx- — [sec x] 
d dx 


x 
= sec x - sec? x + tgx -secxtg x 


= sec? x + sec x tg? x 


Figura 2.5.1 


EE cm EEE 
Ne 


NANA 


Eh 


VVV 


a 


Figura 2.5.2 


Figura 2.5.3 


No Exemplo 5, o topo da massa atin- 
ge sua velocidade escalar máxima 
quando passa pelo ponto de repouso. 
Por quê? Qual é essa velocidade es- 
calar máxima? 


ESA 
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Assim, 


sec? (7/4) + sec(m/4) tg? (1/4) 
= (VD? + (VZ (1)? = 3V2 «4 


f(n/4) 


> Exemplo 4 Suponha que o Sol nascente passe diretamente sobre um prédio de 30 me- 
tros de altura e seja 0 o ângulo de elevação do Sol (Figura 2.5.1). Encontre a taxa segundo 
a qual o comprimento x da sombra do prédio está variando em relação a 0, quando 0 = 45º. 
Expresse a resposta em metros /graus. 


Solução As variáveis x e 6 estão relacionadas por tg 0 = 30/x, ou, de forma equivalente, 
x = 30 cotg O (9) 
Se 6 for medido em radianos, então a Fórmula (7) é aplicável, resultando em 


d 
o = —30 cossec? 0 
do 


que é a taxa de variação do comprimento da sombra em relação ao ângulo de elevação em 
metros /radianos. Quando 0 = 45º (ou, de forma equivalente, O = 7/4 radianos), obtemos 


dx 


— = —30 cossec? (7/4) = —60 metros /radianos 
do 0=n/4 


Convertendo radianos (rad) para graus, obtemos 


m m rad m m 


: = a —1,05 m/grau 
rad 180 graus 3 graus i 


Assim, quando 0 = 45°, o comprimento da sombra está decrescendo (devido ao sinal menos) 
a uma taxa aproximada de 1,05 m/grau, com o aumento do ângulo de elevação. < 


> Exemplo 5 Conforme ilustra a Figura 2.5.2, suponha que uma massa presa na ponta de 
uma mola seja espichada 3 cm além de seu ponto de repouso e largada no instante t = 0. Su- 
pondo que a função posição do topo da massa presa à mola seja 


s = —3 cos t (10) 


onde s está em centímetros e t em segundos, encontre a função velocidade e discuta o movi- 
mento dessa massa. 


Solução A função velocidade é 


j= = G 3 cost] = 3 sen t 
dt dt 

A Figura 2.5.3 mostra o gráfico das funções posição e velocidade. A função posição nos diz 
que o topo da massa oscila entre um ponto mínimo de s = —3 e um ponto máximo de s = 3, 
com uma oscilação completa ocorrendo a cada 27 segundos [o período de (10)]. O topo da 
massa se move para cima (o sentido positivo de s) quando v é positiva, para baixo quando v 
é negativa e está no ponto máximo ou mínimo quando v = 0. Assim, por exemplo, o topo da 
massa se move para cima do tempo t = 0 até o tempo t = x, quando atinge o ponto máximo 
s=3e, então, se move para baixo até o tempo t = 27, quando atinge o ponto mínimo s = —3. 
O movimento, então, se repete periodicamente. « 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.5 (Ver página 174 para respostas.) 


1. Encontre dy / dx. 3. Use uma derivada para calcular cada limite. 
(a) y=senx (b) y= cosx — sen(ž +h)-—1 
(c) y=tgx (d) y= secx (a) Mia 
2. Encontre f'(x) ef'(m/3) se f(x) = sen x cos x. (b) lim cossec(x + h) — cossec x 
h>0 h 


EXERCÍCIOS 2.5 [5 Recurso Gráfico 


1-18 Encontre f'(x). EB (b) Encontre a exata localização dos pontos onde o gráfico 
5 tem uma reta tangente horizontal. 
O e 2 fœ) = x2 Tseng 31. Uma escada de 3 m está apoiada em uma parede em um ângulo 


3. fŒ) = —4x cos x 4. fŒ) = 2 sen? x 0 com a horizontal, conforme mostra a figura abaixo. A parte 
mais alta da escada está a x metros do solo. Se a base da escada 


5. fx) = pa 6. Ff) = cs for empurrada em direção à parede, encontre a taxa segundo a 
5+ senx XA FSO qual x varia em relação a O quando 0 = 60º. Expresse sua res- 
7. f(x) = secx — V2tg x 8. fœ) = Q + 1) secx posta em metros/grau. 


9. f(x) = 4 cossec x — cotgx 10. f(x) = cos x — x cossec x 


11. fl) = sec x tg x 12. f(x) = cossec x cotg x 
cotg x sec x 

13. f(x) = ——— 14. Ffa) = ——— 

fœ) 1 + cossec x fœ) 1+tgx 
15. fœ) = sen? x + cos? x 16. f(x) = sec? x — tg? x 

sen x sec x (x? + 1) cotg x 

17. fay= 18. f(x) = : 

fe) I+xtgx fe) 3 — cos x cossec x Figura Ex-31 
19-24 Encontre d?y/dx?. W 32. Um avião está voando a 1.100 m de altura, conforme a figura 
19. y=xcosx 20. y = cossec x abaixo. Qual é a taxa de variação da distância s entre o avião 

e o ponto fixo P em relação a O quando 0 = 30º? Expresse sua 

21. y=xsenx-3cosx 22. y= x? cos x + 4 sen x resposta em metros/grau. 
23. y= sen xcosx 24. y=tgx 
25. Encontre a equação da reta tangente ao gráfico de tg x nos 

pontos 

(a) x=0 (b) x=7/4 (c) x=—7/4 


26. Encontre a equação da reta tangente ao gráfico de sen x nos 


Figura Ex-32 


pontos 
(a) x=0 ©) x=x (c) x= 7/4 33. Um holofote lança um facho de luz sobre uma parede distante 
27. (a) Mostre que y = x sen x é uma solução de y” + y = 2 cos x. 50 m dele, conforme a figura abaixo. A distância D entre o ní- 
(b) Mostre que y = x sen x é uma solução da equação y” + vel do chão e o local iluminado pelo facho na parede varia com 
y" = —2 cos x. o ângulo 6 tomado pelo facho e a horizontal. Supondo que o 


holofote movimente o facho para cima e para baixo, encontre a 
taxa segundo a qual a distância D está variando com 0 quando 
0 = 45º. Expresse sua resposta em metros/grau. 


28. (a) Mostre que y = cos x e y = sen x são soluções da equação 
W+y=0. 
(b) Mostre que y = A sen x + B cos x é uma solução da equa- 
ção y” + y = 0 para qualquer valor das constantes A e B. 


29. Encontre todos os pontos no intervalo [— 277, 27] nos quais o 
gráfico de f tem uma reta tangente horizontal. 


(a) f(x) = sen x (b) fx) =x + cos x 
(c) FO) = tg x (d) f(x) = sec x 
5430. (a) Use um recurso gráfico para fazer estimativas rudimenta- Se 
res dos pontos no intervalo [0, 277] nos quais o gráfico de bE DONESE 


y = sen x cos x tem uma reta tangente horizontal. Figura Ex-33 


34. Um satélite de observação pode ver somente uma parte da su- 
perfície da Terra. Ele tem sensores de horizonte que permitem 
calcular o ângulo 6, o qual pode ser visto na figura abaixo. Su- 
ponha que a Terra (esférica) tenha raio r e que a distância do 
satélite a partir da superfície dela seja A. 

(a) Mostre que h = r (cossec 0 — 1). 

(b) Considerando r = 6.378km e supondo que o satélite se 
aproxime da Terra, encontre a taxa segundo a qual h está 
variando em relação a 6 quando 6 = 30º. Expresse sua res- 
posta em quilômetros /grau. 

[Adaptado do Space Mathematics, NASA, 1985.] 


Satélite 


Terra 


Figura Ex-34 


35-38 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


35. Se g(x) = f(x) sen x, então g'(x) = f'(x) cos x. 
36. Se g(x) = f(x) sen x, então g'(0) = f(0). 
37. Se f(x) cos x = sen x, então f'(x) = sec? x. 


38. Suponha que g(x) = f(x) sec x, com f(0) = 8 e f(0) = —2. 


Então 
h h— f0 8 h-—1 
JO = tim LOA- 10) L im SAD 
h=>0 h h>0 h 
d 
=8.—[secx] = 8sec0tg0 = O 
dx 


x=0 


39-40 Faça uma conjectura sobre a derivada, calculando algumas 
delas e observando o padrão resultante. E 


ds” 100 


39. gs7 [Sen x] 40. 2x0 


41. Seja f(x) = cos x. Encontre todos os inteiros positivos n com os 
quais f(x) = sen x. 


[cos x] 


42. Seja f(x) = sen x. Encontre todos os inteiros positivos n com os 
quais f ™(x) = sen x. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


43. Em cada item, determine onde f é diferenciável. 
(a) f(x) = sen x (b) f(x) = cos x 
(0) fO)=tgx (d) f(x) = cotg x 
(e) f(x) = sec x (f) f(x) = cossec x 


1 
(8) fœ) = TE h fœ = —— 
+ cosx sen x cos x 
D fœ) = T 
— sen x 
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44. (a) Deduza a Fórmula (4) usando a definição de uma deri- 
vada. 
(b) Use as Fórmulas (3) e (4) para obter (7). 
(c) Use a Fórmula (4) para obter (6). 
(d) Use a Fórmula (3) para obter (8). 
45. Use a Fórmula (1), o formato alternativo para a definição de 
derivada dado na Fórmula (13) da Seção 2.2, ou seja, 
Po = tim ÍO-IO 
W> x Ww— x 
e a identidade da diferença dos senos 
sen g — sen É = 2 sen ei cos ami 
2 2 
d 
para mostrar que Em [sen x] = cos x. 
x 
46. Seguindo a orientação do Exercício 45, use a identidade da 
diferença dos cossenos 
cosa — cos 8 = —2 sen ad sen “dam À 
2 2 
d 
para mostrar que — [cos x] = — sen x. 
dx 
. tgh 
47. (a) Mostre que lim — = 1. 
h>0 h 
(b) Use o resultado de (a) como auxílio na dedução da fór- 
mula para a derivada de tg x diretamente da definição 
de derivada. 
48. Sem usar identidades trigonométricas, encontre 
lim EE tI) tY 
im >> + 
x>0 x 
[Sugestão: Relacione o limite dado com a definição de deri- 
vada de uma função apropriada de y.] 
49. As fórmulas das derivadas de sen x, cos x, tg x, cotg x, sec x e 


50. 


cossec x foram obtidas sob a hipótese de que x seja medido em 
radianos. Se x for medido em graus, então 


(Ver Exercício 48 da Seção 1.6.) Use esse resultado para provar 
que, se x for medido em graus, então 


(a) d [ j x 
a) — [sen x] = — 
E sen x 180 cosx 


b d x 

(b) ER [cosx] = 180 sen x. 

Texto Suponha que f seja uma função que é derivável em 
toda parte. Explique, se houver, a relação entre a periodicida- 
de de fe a de f’. Ou seja, se f for periódica, f’ também preci- 
sará ser periódica? Se f' for periódica, f também precisará ser 
periódica? 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.5 


1. (a)cosx (b)-senx (c)sec? x (d)secxtgx 2. f'(x) = cos? x — sen? x, f(7/3)= — 


d d 
3. (a) — [sen x] = 0 (b)— [cossec x] = — cossec x cotg x 
dx x=n/2 dx 


2.6 REGRA DA CADEIA 


Nesta seção, deduziremos uma fórmula que expresse a derivada de uma composição f o g em 
termos das derivadas de f e de g. Essa fórmula nos permitirá derivar funções complicadas 
usando derivadas de funções mais simples. 


E DERIVADAS DE COMPOSIÇÕES 


Suponha que um professor tenha um carro econômico que faça 20 km por litro de combus- 
tível. A quilometragem que pode ser alcançada sem reabastecer é uma função do número 
de litros que há no tanque de combustível. Em símbolos, se y for o número de quilômetros 
que pode ser alcançado e u for o número de litros de combustível disponíveis, então y é uma 
função de u, ou y = f(u). Digamos que cada litro de combustível esteja custando 4 reais no 
posto favorito do professor. A quantidade de combustível disponível no tanque é uma função 
da quantia de dinheiro gasto no abastecimento. Se x for o número de reais pagos no abasteci- 
mento, então u = g(x). Agora 20 quilômetros por litro é a taxa de variação da quilometragem 
em relação ao combustível gasto, portanto, 


d 
fu) = É 0 quilômetros por litro 
du p 


s Da mesma forma, como o combustível custa 4 reais por litro, cada real fornece 1/4 de litro 
Mike Brinson/Getty Images de combustível, e 


O custo de um percurso de carro é 

uma combinação de consumo do ve- ' du 1.. 

, , g (x) = — = — litro por real 
ículo com custo do combustível. dx 4 


Observe que o número de quilômetros que pode ser percorrido também é uma função do 


dy du 1 número de reais que foram gastos com o combustível. Esse fato pode ser expresso como a 
duo 20 | | dx 4 composição de funções 

Y Y 

p z 7 y=fW =f(g09) 


Poderíamos estar interessados na quilometragem obtida por real gasto em combustível, que 
é dy/dx. A intuição sugere que as taxas de variação são multiplicadas nesse caso (ver Figura 
As taxas de variação 2.6.1); portanto, 

dy dy du 20km litro 20 km 


= . = ——. — => — = 5 km por real 
dx du dx 1 litro 4 reais 4 reais 


se multiplicam: 


Figura 2.6.1 O teorema seguinte, cuja prova é dada no Apêndice D, formaliza as ideias precedentes. 


2.6.1 TEOREMA (Regra da cadeia) Se g for diferenciável no ponto x e f for diferenciá- 
vel no ponto g(x), então a composição f o g será diferenciável no ponto x. Além disso, se 


O nome “regra da cadeia” é apropria- 
do porque a derivada procurada é ob- = xX e u=g(x 

tida com dois elos de uma “cadeia” de i Fel ) A ) 
derivadas mais simples. então y = f (u) e 


dy dy du 
dx du dx 
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> = 3), 
A Fórmula (1) é fácil de lembrar por- Exemplod Encontrëdy/dr se y= cost) 


que o lado esquerdo é exatamente o Solução Tomamos u = xº e expressamos y como y = cos u. Aplicando a Fórmula (1), 


aque resultaria se cn elsce unos os obtemos 
dois du do lado direito. Esse “cance- 
lamento” fornece uma boa maneira 
de obter a forma correta da regra da dy E» dy i du 
cadeia quando utilizamos variáveis dx o du dx 
diferentes. Por exemplo, se w é uma d 
função de x e x é uma função de t, en- = — [cos u] - — [°] 
tão a regra da cadeia toma a forma du e 
E = (— sen u) - (3xº) 
dt dx dt = (— sen (x?)) - (3x?) = —3x2sen(x*) <4 


> Exemplo 2 Encontre dw/dtsew=tgxex=4P +t. 


Solução Neste caso, a conta da regra da cadeia toma a forma 


dw dw dx 
dt dx dt 
= Z we Lar +) 
dx dt 


= (sec? x) - (1242 + 1) 


= (sec? (4t? + t)) (122 + 1) = (122 + 1) sec? (4t? +t) 4 


E UMA VERSÃO ALTERNATIVA DA REGRA DA CADEIA 

O uso da Fórmula (1) para a regra da cadeia pode ficar desajeitado em alguns problemas 
porque envolve tantas variáveis. À medida que o leitor ficar mais à vontade com a regra da 
cadeia, pode querer dispensar o uso das variáveis dependentes intermediárias, expressando 
(1) na forma 


d 
Confirme que (2) é uma versão alter- ax ED E (f og) (x) T FEE a) (2) 
nativa de (1) tomando y = f(g(x)) e 
w = e): Uma maneira conveniente de lembrar essa fórmula consiste em chamar f a “função 
de fora” e g a “função de dentro” na composição f(g(x)) e, então, expressar (2) em palavras 


como: 


A derivada de f(g(x)) é a derivada da função de fora calculada na função de dentro vezes 
a derivada da função de dentro. 


d 
IFEI = F Eag A) 
dx ——+ e, 


Derivada da função de 
fora calculada na função 
de dentro 


Derivada da 
função de dentro 
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> Exemplo 3 (Revisão do Exemplo 1) Encontre h'(x) se h(x) = cos(x). 


Solução Podemos pensar em h como a composição f(g(x)) em que g(x) = x° é a função de 
dentro e f(x) = cos x é a função de fora. Assim, a Fórmula (2) fornece 


hŒ) = FE: g'a) 


s Nm 

Derivada da função de Derivada da 

fora calculada na função função de dentro 
de dentro = f'a) . 3x2 


= — sen (x?) - 3x? = —3x ?sen (x°?) 


que confere com o resultado obtido no Exemplo 1. < 


> Exemplo 4 


[(tg x)?] = (2tg x). (sec? x) =2tgx sec? x 
———— 


diaa d 
— Tt Es 
ax !' a! dx 


Derivada da função de 
fora calculada na função 


Derivada da 
função de dentro 
de dentro 


d x 7 
a = 
dx! l 2 x2+1 x2+1 da Seção 2.3 


Derivada da 
função de dentro 


Derivada da função de 
fora calculada na função 
de dentro 


E FÓRMULAS GENERALIZADAS DE DERIVAÇÃO 


Existe uma terceira variante da regra da cadeia que é intermediária entre as Fórmulas (1) e 
(2). Tomando u = g(x) em (2), podemos reescrever aquela fórmula como 


d po am 
Mes OT (3) 


Esse resultado, denominado fórmula generalizada da derivada de f, fornece uma maneira 
de usar a derivada de f(x) para produzir derivadas de f(u), quando u for uma função de x. A 
Tabela 2.6.1 dá alguns exemplos dessa fórmula. 


Tabela 2.6.1 
FÓRMULAS GENERALIZADAS DE DERIVAÇÃO 
dis ruri d 
T [u"] = ru T 
4 [sen u] = cos u du Ea [cos u] = —sen u d 
d = sec? u UU d 2 2, du 
dx [tg u] = sec“u di dx [cotg u] cossec* u 


4 [sec u] = sec u tg u d E [cossec u] = —cossec u cotg u — 
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> Exemplo 5 Encontre 


(a) E ani (b) “o + D] (c) Di + cossec x] 
dx dx dx 


(a Less! (o r coga 
dx dx 


Solução (a) Tomando u = 2x na fórmula generalizada de derivação de sen u, obtemos 


d d 
— [sen(2x)] = [senu] = cos u sq = cos2x- — [2x] = cos 2x -2 = 2 cos 2x 
dx dx dx dx 


Solução (b) Tomando u = x° + 1 na fórmula generalizada de derivação de tg u, obtemos 


d tga? + D] = Ltgu] = secu” 
X = uj = U=— 
dx 8 dx 8 dx 


d 
= sec? (x? + 1) - ge + 1] = sec? (x? + 1) - 2x 
X 


= 2x sec? (x? + 1) 


Solução (c) Tomando u = x? + cossec x na fórmula generalizada de derivação de y/u, 
obtemos 


d d 1d 1 
£ IVx + cossec x] = < [Vu] = o 
dx dx 


d 
= . pé + cossec x] 
2/udx 2x) +cossecx dx 


1 
= - (3x? — cossec x cotg x) = 
24/ x3 + cossec x 5 


3x? — cossec x cotg x 


24/ x? + cossec x 


Solução (d) Tomando u = x? — x + 2 na fórmula generalizada da derivação u?/4 


, assim 


d, d 3 adu 
i = 2 3/4 — O 3/4 — Lyt 
RA ei 


3 d 

= e = A. EO A ad s Le =, +2] 
3 2 —1/4 

Sa —x +2) (2x — 1) 


Solução (e) Tomando u = 1 + x cotg x na fórmula generalizada de derivação de u`’, 
obtemos 


d d d 
Er [d + x" cotgx)*] = m = -8u 2 E 


5 o d 5 
= —8(1 + x° cotgx) 7 - Fl +x cotg x] 
x 
= —8(1 + x" cotg x)’ - [x5(— cossec? x) + 5xº cotg x] 
= (8x5 cossec? x — 40x4 cotg x)(1 + xº cotgx)™? <4 


As vezes, precisamos fazer ajustes na notação ou aplicar mais de uma vez a regra da 
cadeia para calcular uma derivada. 


> Exemplo 6 Encontre 


d d 
(a) Tx [senv1 + cosx J (b) S seu = sec yæt (w constante) 
X 
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Solução (a) Usando u = y1 + cos x na fórmula generalizada de derivação de sen u, ob- 
temos 


d d d 
— [sen(y 1 + cos x)] = — [sen u] = cos u da 
dx dx dx 
d 
=cos(v1 + cos x) - z! + cosx] 
x 


— Sen x Ê 
= / Usamos a forma generalizada de 
cos(v 1 + cos x) derivação de /u com u + 1 = cos x. 
24y 1 +cosx 


sen x cos(y 1 + cos x) 
24/1 + cosx 


Solução (b) 
du d d - 
— = —Tsecv'wt] = secxv'wtt wt— wt Usamos a forma generalizada de 
dt dt [ | M 8 yi dt [vi ] derivação de sec u com u = yot. 
w ; 
se / / Usamos a forma generalizada de 
= sec y wt tg v wt 2 wt derivação de y/u com u = ot. 


E DERIVANDO COM SISTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAIS 

Alguns cálculos de derivadas podem ser muito cansativos quando feitos à mão, mesmo usan- 
do a regra da cadeia e as outras regras de derivação. Para derivadas complicadas, os engenhei- 
ros e cientistas frequentemente utilizam algum sistema algébrico computacional (CAS), tal 
como o Mathematica, o Maple ou o Sage. Por exemplo, embora tenhamos todas as ferramen- 
tas matemáticas necessárias para calcular 


d E +1)! a 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA dx a/1 + cossec x e 


à mão, esse cálculo é suficientemente complexo, a ponto de ser mais eficiente (e menos sujei- 
to a erro) usar um sistema algébrico computacional. 


Se o leitor dispuser de um CAS, use-o 
para efetuar a derivação em (4). 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.6 (Ver página 181 para respostas.) 


1. A regra da cadeia afirma que a derivada da composta de 3. Encontre dy/dx. 
duas funções é a derivada da função de cal- (a) y= (2+5)! (b) y=v1+6x 
m na função de vezes a derivada da função 4; Encontie dy/dx. 
(a) y= sen(3x + 2) (b) y= tgo 
2. Se y for uma função derivável de u e u, uma função derivável 5. Suponha que f(2) = 3, f'(2) = 4, g3) = 6 e g'(3) = —5. 
de x, então 
Calcule 
dy . (a) h'(2), onde A(x) = g(f(x)) 
dx (b) K'(3), onde kx) = fG) 
EXERCÍCIOS 2.6 [ Recurso Gráfico [E] CAS 
1. Dado que 2. Dado que 
f(0)=2,g(0)=0eg(0)=3 f'(9) = 5, g(2) = 9 e g'(2) = —3 


encontre (fo g)' (0). encontre (fo g)'(2). 


3. 


Sejam f(x) = xe gl) =2x— 3. 
(a) Encontre (fo g)0) e (fo 809. 
(b) Encontre (go fx) e g o f'(x). 


4. Sejam f(x) = 5x e g(x) = 4 + cos x. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5. Dada a tabela a seguir, encontre as derivadas indicadas em 


(a) Encontre (fo gx) e (fo gy œ. 
(b) Encontre (g o f(x) e (g o f)' (x). 


(a) e (b). 


Fœ) 


809) 


3 3 -1 12 


(a) F'(3), onde F(x) = f(g(0). 
(b) G'(3), onde G(x) = gf). 


. Dada a tabela abaixo, encontre as derivadas indicadas em 


(a) e (b). 
x | f0) | fe) | 80) | g'09) 
-1 2 3 2 -3 
0 4 1 -5 


(a) F(-1), onde FG) =f (80) 
(b) G(-1), onde GO) = g(f(0) 


7-26 Encontre f'(x). W 


7. 


9. 


11. 


13. 


15. 


17. 
19. 


21. 


23. 


25. 
26. 


f= + 29)” 8. 

qa 
fœ) = (e = +) 10. f(x) = 
fl) = n o 12. 


(3x? — 2x + 1)? 


fœ) = 44 3x 14. 


1 


f(x) = sen (=) 16. f(x) = tgx 

fœ) = 4 cos! x 18. fx) = 4x + 5 sent x 
f(x) = cos? (3/7) 20. fœ) = tg*0º) 
fo)=2 sec*(x”) 22. fl) = cos? (— 


f(x) = 'cos(õã) 24. f(x) = V3x — sen? (4x) 


fœ) = [x + cossec + 3)J* 
FG) = pé — sec(4x2 — DJ]? 


27-40 Encontre dy/dx. W 


27. 
29. 


y = sen?(5x) 28. 
y = xX sec(1/x) 30. y = 


y = Vx tg? (Vx) 


sen x 


sec(3x + 1) 


fœ) = Go + 2x- 1) 


(3 — x +1) 


fo)=vx)-2x+5 
fœ) = J12 + x 


) 


Ia 


31. 


33. 


35. 
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y = cos(cos x) 32. y= sen(tg 3x) 
1 + cossec(x?) 
3 = 
y = cos (sen 2x) 34. y= I cotga?) 
y= (5x +8) (1 = se 36. y= (4x) sen? x 


=s A E aa 
37. y= 38. y= 
7 (=) id (1) 
(2x4 3) 3652 
39. = Ir 40. y= [1 + sen'(0)] 


41-42 Use um CAS para encontrar dy/dx. E 


41. y= [x sen 2x + te) 


42. sou ( 


x? + senx 


alt= 2)N/3x2 + ) 


43-50 Encontre a equação da reta tangente ao gráfico no ponto es- 
pecificado. E 


43. 
44. 


45. 


46. 


48. 


50. 


y = x cos 3x, x = T 


y= sen(1 + xX), x= —3 


3 T 
= sec 
7 - 


133 
p=(2-5).2=2 
x 


) T 
X |. 
2 


47. y=tg(4x2), x= VT 


y = 3cotgtx, 13 49. y =x? V5- x2, x=1 
cê 0 
— X= 
Á V1—x2 


51-54 Encontre d?y/dx?. E 


51. y=xcos(5x) — sen? x 


53. » 


52. y= sin(3x) 


1 
54. y= ree(x) 
xX 


l+x 
1-x 


55-58 Encontre a derivada indicada. E 


3 dy 
55. y= cotg'(7 — 0); encontre —. 
56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


au + bN$ dh 
A= ; encontre — 
cu+d du 
d 2 2 
— [a cos“ mw + bsen” 70] 
dw 


2/7 dx 
X = cossec (5 — y): encontre —. 
3 d 


(a) 


(c) 


(b) 


d0 


(a, b, c, d constantes) 


(a, b constantes) 


y 


Use um recurso computacional para obter o gráfico da 
função f(x) = xx/4 = x2. 

Use o gráfico de (a) para fazer um esboço do gráfico de 
Fh 

Encontre f'(x) e verifique seu trabalho em (b) usando o 
recurso computacional para obter o gráfico de f’. 
Encontre a equação da reta tangente ao gráfico defem x = 1 
e faça o gráfico de f junto com o da reta tangente. 


Use um recurso computacional para obter o gráfico da fun- 
ção f(x) = sen x? cos x no intervalo [-77/2, 7/2]. 

Use o gráfico de (a) para fazer um esboço do gráfico de f’ 
no intervalo. 
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(c) Encontre f'(x) e verifique seu trabalho em (b) usando 
o recurso computacional para obter o gráfico de f’ no 
intervalo. 

(d) Encontre a equação da reta tangente ao gráfico de fem 
x = 1 e faça o gráfico de fe da tangente juntos no inter- 
valo dado. 


61-64 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


61. 
62. 
63. 
64. 
65. 


66. 


Se y = f(x), então CV = VSF). 

Se y = f(u) e u = g(x), então dy/dx = f'(x) - g'(x). 

Se y = cos[g(x)], então dy/dx = —sen[g' (x)]. 

Se y = sen?(3x°), então dy/dx = 27x? sen?(3x°) cos(3x°). 


Um objeto suspenso por uma mola e em repouso sofre um pe- 
queno deslocamento vertical e depois é abandonado. Se forem 
ignoradas a resistência do ar e a massa da mola, então a osci- 
lação do objeto é chamada de movimento harmônico simples. 
Sob condições apropriadas, o deslocamento y do equilíbrio em 
termos do tempo ź é dado por 


y=Acoswt 


onde A é o deslocamento inicial em t = 0 e w é uma constan- 
te que depende da massa do objeto e da rigidez da mola (ver 
figura abaixo). A constante |A| é denominada a amplitude do 
movimento e w é a frequência angular. 

(a) Mostre que 


2 
AY o 
dt? 


(b) O período T é o tempo necessário para fazer uma oscilação 
completa. Mostre que T = 27/w. 

(c) A frequência f da vibração é o número de oscilações por 
unidade de tempo. Encontre f em termos do período T. 

(d) Encontre a amplitude, o período e a frequência de um obje- 
to executando um movimento harmônico simples, dado por 
y=0,6cos 15t, onde t está em segundos e y, em centímetros. 


y = Acoswt 


Figura Ex-65 


Encontre o valor da constante A de forma que y = A sen 3t sa- 
tisfaça a equação 
dy 


72 +2y = 4sen3t 


ENFOCANDO CONCEITOS 


67. Considere a função f cujo gráfico está na figura abaixo. 
Calcule 


“Ler 


x=— 


Figura Ex-67 
68. Usando a função f do Exercício 67, calcule 


É fasi 
dx x=7/6 


69. A figura abaixo mostra o gráfico da pressão atmosférica p (li- 


bras/pol?) versus a altitude h (milhas) acima do nível do mar. 

(a) A partir do gráfico e da reta tangente em h = 2 mostrados 
no gráfico, estime os valores de p e dp / dh a uma altitude 
de 2 milhas. 

(b) Se a altitude de um veículo espacial aumentar a uma taxa 
de 0,3 milhas/s quando ele está 2 milhas acima do mar, 
com que rapidez a pressão variará em relação ao tempo 
nesse instante? 


15 


10 


Pressão p (libras/pol?) 


01234567 


Altitude h (milhas) Figura Ex-69 


70. A força F (quilogramas) agindo em um ângulo 6 com a ho- 


rizontal necessária para arrastar, ao longo de uma superfície 
horizontal e a uma velocidade constante, um caixote que pesa 
W quilos é dada por 


“ cos + usen 


onde u é uma constante denominada coeficiente de atrito de 

escorregamento entre o caixote e a superfície (ver a figura a 

seguir). Suponha o caixote com 70 kg e u = 0,3. 

(a) Encontre a dF /dô quando 6 = 30º. Expresse sua resposta 
em kg/grau. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 2.6 


1. de fora; de dentro; de dentro 2. = à 
u 


(b) Encontre dF /dt quando 0 = 30º, se 0 está diminuindo a 
uma taxa de 0,5º/s nesse instante. 


Figura Ex-70 


Lembre que 


d 1, x>0 
F=f x<0 


Use esse resultado e a regra da cadeia para encontrar 


d 
z (9x) 


para x diferente de zero no intervalo (=r, 77). 


Use a fórmula da derivada de sen x e a identidade 
( E ) 
cosx =sen(— — x 
2 


para obter a fórmula da derivada de cos x. 


Seja 


0, x=0 


(a) Mostre que fé contínua em x = 0. 

(b) Use a Definição 2.2.1 para mostrar que f'(0) não existe. 
(c) Encontre f'(x) para x 0. 

(d) Determine se lim, f'(x) existe. 


Seja 
3 1 
xísen—, x#0 
x 


fœ) = 
0, x=0 


(a) Mostre que fé contínua em x = 0. 

(b) Use a Definição 2.2.1 para encontrar f'(0). 
(c) Encontre f'(x) para x + 0. 

(d) Mostre que f’ não é contínua em x = 0. 


Dada a tabela a seguir, encontre as derivadas indicadas em (a) 
e (b). 


du 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


3. (a) 10? + 5) - 2x = 20x00 + 5) (b) 
X 


4. (a) 3cos (3x+2) (b) Atg Qrtga + sex) 5. (0) OP = -20 (0) f (3) 580) "m 
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(a) g'(2), onde gœ) = [FO 
(b) h'(2), onde h(x) = f) 


Dado que f'(x) = 3x + 4 e g(x) = x? — 1, encontre F'(x) se 
Fœ = f8)). 


Dado que f'(x) = 
se F(x) = f(e). 


Encontre f'(x?) se 2 en =x 
dx 


= i e g(x) = 3x — 1, encontre F'(x) 


Encontre É ita se “ FG] = 6x. 
dx dx 


Lembre que uma função f é par se f(-x) = f(x) e ímpar se 
fx) = — f(x) para todo x no domínio de f. Supondo que f seja 
diferenciável, prove que: 

(a) f’ será ímpar se f for par. 

(b) f’ será par se f for ímpar. 

Faça alguns esboços para ilustrar os resultados do Exercício 80 


e escreva um parágrafo dando uma explicação informal sobre o 
porquê de os resultados serem verdadeiros. 


Sejam y = fi(u), u = f(v), v = fi(w) e w = fax). Expresse dy/dx 
em termos de dy/du, dw/dx, du/dv e dv/dw. 


Encontre uma fórmula para 
d 
ax ECD] 
x 


Texto O “co” de “cosseno” vem de “complementar”, já que o 
cosseno de um ângulo é o seno do ângulo complementar e vice 
versa: 


T T 
cos x = sen z3 * e sen x = cos a» 


Suponha que definamos uma função g como a cofunção de 
uma função f se 


g0) = f (5 — x) com qualquer x 


Assim, o cosseno e o seno são cofunções uma da outra, bem 
como a cotangente e a tangente, a cossecante e a secante. Se g 
for a cofunção de f, enuncie uma fórmula que relacione g' e a 
cofunção de f”. Discuta como essa relação é exibida pelas deri- 
vadas das funções cosseno, cotangente e cossecante. 


3 
V1+ 6x 


1 
241 + 6x 


3 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 2 [4 Recurso Gráfico 


C| CAS 


1. 


10. 


11. 


. Complete cada parte para a função y = ix ; 


Explique a diferença entre taxa de variação média e instantânea 
e discuta como elas podem ser calculadas. 


2 


(a) Encontre a taxa de variação média de y em relação a x no 
intervalo [3, 4]. 

(b) Encontre a taxa de variação instantânea de y em relação a 
xemx=3. 

(c) Encontre a taxa de variação instantânea de y em relação a 
x em um valor qualquer de x. 

(d) Esboce o gráfico de y = tx? junto ao da reta secante cuja 
inclinação é dada pelo resultado de (a) e indique grafica- 
mente a inclinação da reta tangente que corresponde ao 
resultado obtido em (b). 


. Complete cada parte para a função f(x) = x? + 1. 


(a) Encontre a inclinação da reta tangente ao gráfico de f em 
um valor qualquer de x. 

(b) Encontre a inclinação da reta tangente ao gráfico de fem 
x=2, 


Um carro percorre uma estrada reta com 120 km de compri- 
mento. Nos primeiros 100 km, ele tem uma velocidade média 
de 50 km/h. Mostre que, não importando a rapidez com que 
percorra os últimos 20 km, ele não poderá ter uma velocidade 
média de 60 km/h para todo o percurso. 


No instante t = 0, um carro ultrapassa um caminhão lento. A 
velocidade média do carro de t= l at= 1 +hé 

3(h + 1)2º + 580h — 3 
= 10h 


m 


Estime a velocidade instantânea do carro em t = 1, onde o tem- 
po está em segundos e a distância está em pés. 


Um paraquedista pula de um avião. Suponha que a distância 
que ele cai durante os primeiros t segundos antes de abrir o pa- 
raquedas é de s(t) = 976((0,835)' — 1) + 176, onde s está em 
pés. Faça o gráfico de s versus t para O < t < 20 e use-o para 
estimar a velocidade instantânea em 1 =15. 


Uma partícula move-se sobre uma linha reta de tal modo que, 

depois de t horas, está a s = 3? + t km de sua posição inicial. 

(a) Encontre a velocidade média da partícula sobre o intervalo 
[1,3]. 

(b) Encontre a velocidade instantânea em t = 1. 


Dê a definição de derivada e duas interpretações para ela. 


Use a definição de derivada para encontrar dy/dx e verifique sua 
resposta calculando a derivada através de fórmulas apropriadas. 


x 
(a) y=v9—4x b) y= = 
x+1 

x —1, x<l 

Suponha que f(x) = e SD gel 


Para quais valores de k fé 


(a) contínua? (b) diferenciável? 


A figura a seguir mostra o gráfico de y = f'(x) para uma função 

não especificada f. 

(a) Para quais valores de x a curva y = f(x) tem uma reta tan- 
gente horizontal? 


12. 


13. 


14. 


(b) Sobre quais intervalos a curva y = f(x) tem retas tangentes 
com inclinação positiva? 

(c) Sobre quais intervalos a curva y = f(x) tem retas tangentes 
com inclinação negativa? 

(d) Dado que g(x) = f(x) sen x, encontre g”(0) 


Figura Ex-11 


Esboce o gráfico de uma função f tal que f(0) = 1,f'(0) = 0, 
f(l)>0sex<0,ef'(x)<0Osex> 0. 


De acordo com o Bureau do Censo dos Estados Unidos, a po- 

pulação mundial N (em bilhões) estimada e projetada para os 

meados dos anos de 1950, 1975, 2000, 2025 e 2050 é, respecti- 
vamente, 2,555; 4,088; 6,080; 7,841 e 9,104. Embora o cresci- 

mento populacional não seja uma função contínua do tempo t, 

podemos aplicar a ideia de derivada desenvolvida na Seção 2.2 

se concordarmos em aproximar o gráfico de N versus t por uma 

curva contínua, como a da figura a seguir. 

(a) Use a reta tangente em t = 2000 mostrada na figura para 
aproximar o valor de dN / dt nesse ponto. Interprete o re- 
sultado como uma taxa de variação. 

(b) A taxa de crescimento instantânea é definida por 


dN /dt 
N 


Use a resposta de (a) para aproximar a taxa de crescimento 
instantânea no início do ano 2000. Expresse o resultado como 
uma percentagem e inclua as unidades apropriadas. 


m 
© 
] 


População mundial N (bilhões) 
O- NU RAR AANG O 
T 


1950 1975 2000 2025 2050 


Tempo (anos) Figura Ex-13 


Use um recurso computacional para fazer o gráfico da função 
fœ@=h-x- 1| -x 


e estime os valores de x onde a derivada dessa função não existe. 


o 


15-18 (a) Use um CAS para encontrar f'(x) usando a Definição 
2.2.1; (b) confira o resultado encontrando a derivada à mão; (c) use 
um CAS para encontrar f”(x). EB 
16. f(x) = ,/x + cos? x 
2x2 -x +5 tgx 
— 18. = 

3x +2 To= Ta 


15. fœ) =x sen x 


17. f(x) = 


19. A quantidade de água em um tanque t minutos após ele come- 
çar a ser esvaziado é dada por W = 100(t — 15) litros. 
(a) Com que taxa a água está fluindo no final de 5 minutos? 
(b) Qual é a taxa média segundo a qual a água flui durante os 
5 primeiros minutos? 


20. Use a fórmula V = l’ para o volume de um cubo de lado | para 
encontrar 
(a) a taxa média segundo a qual o volume do cubo varia com l 
quando / cresce de 2 para 4. 
(b) a taxa de variação instantânea segundo a qual o volume de 
um cubo varia com / quando | = 5. 


[)21-22 Faça um zoom do gráfico de f em um intervalo contendo 


x = Xp até que o gráfico pareça uma linha reta. Estime a inclinação 
dessa reta e, então, verifique sua resposta, encontrando o valor exa- 
to de f'(xo) E 


21. (9) fœ) =x- 1, w=1,8 
x? 


(b) f(x) = En S 3,5 
22. (a) fQ =- x+ l, x= 2,3 
X 
(b) fœ) = FI’ xo = —0,5 


23. Suponha que uma função f seja diferenciável em x = 1 e 


. fA+h) 
lim ———— = 


h>0 h 5 


Encontre f(1) e f'(1). 
24. Suponha que uma função f seja diferencial em x = 2 e 


oX F= A 
lim —————— = 
x>2 x—2 


28 


Encontre f(2) e f'(2). 


25. Encontre as equações de todas as retas que passam pela origem 
que são tangentes à curva y = x? — 9x? — 16x. 


26. Encontre todos os valores de x com os quais a reta tangente a 
y = 2xº — x? é perpendicular à reta x + 4y = 10. 


27. Seja f(x) = x. Mostre que, para todos os valores distintos de a 
e b, a inclinação da reta tangente a y = f(x) em x = } (a+b)é 
igual à inclinação da reta secante que passa pelos pontos (a, a°) 
e (b, b?). Faça uma figura para ilustrar esse resultado. 
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28. Em cada parte, calcule a expressão, dado que f (1) = 1, g(1) = —2, 


f'(D=3egD=-1. 
d d [| fœ) 
(a) goe] (b) EE | 


d 
© Ev] 
29-32 Encontre f'(x). EB 


29. (a) f(x) = x? — 3x 45x" 
b) fœ = 2x + D'US — 7) 
30. (a) fŒ) = sen x + 2 cos? x 
(b) fŒ = (1 + sec x — tg x) 
31. (a) HO) ="3x+ (x — 1)? 


3x +1% 
©) fo) -( -i ) 


x=1 x=1 


d 
(d) ADD] 
dx 


x=1 


cossec 2x 


32. (a) f(x) = coig ( PRE 


) (b) fx) = 


2x + sen? x 


33-34 Encontre os valores de x nos quais a curva y = f(x) tem uma 
reta tangente horizontal. E 


(x — 3) 
x2+2x 


33. O(A 34. f) = 
35. Encontre todas as retas que são simultaneamente tangentes ao 
gráfico de y = x? + 1 e ao gráfico de y = —x? — 1. 


36. (a) Seja n um número inteiro positivo par. Generalize o resul- 
tado do Exercício 35 encontrando todas as retas que são 
simultaneamente tangentes ao gráfico de y = x" + n — le 
ao gráfico de y = — x" — n + 1. 

(b) Seja n um número inteiro positivo ímpar. Existem re- 
tas que são simultaneamente tangentes ao gráfico de 
y=x" +n — leao gráfico de y = —x" — n + 1? Explique. 


37. Encontre todos os valores de x com os quais a reta que é tan- 
gente a y = 3x — tg x é paralela à reta y - x = 2. 


38. Aproxime os valores de x nos quais a reta tangente ao gráfico 
de y = xX — sen x é horizontal. 


39. Suponha que f(x) = M sen x + N cos x com certas constantes 
M e N. Se f(7/4) = 3 e f' (7/4) = 1, encontre uma equação 
para a reta tangente a y = f(x) em x = 37/4. 


40. Suponha que f(x) = M tg x + N sec x com certas constantes M 
eN.Sef(m/4) = 2 e f' (7/4), encontre uma equação para a reta 
tangente a y = f(x) em x = 0. 


41. Suponha que f'(x) 2x - fx) e f(2)=5. 
(a) Encontre g'(7/3) se g(x) = f (sec x). 
(b) Encontre h'(2) se h(x) = [fœ@)/@ — DJ. 


184 


Cálculo 


CAPÍTULO 2 ESTABELECENDO CONEXÕES 


1. Suponha que f seja uma função com as propriedades seguin- 


tes: (1) fé derivável em toda parte, (11) f(x + y) = f(x)f(y) com 

quaisquer valores de x e y, (iii) f(0) £ 0 e (iv) f'(0) = 1. 

(a) Mostre que (0) = 1. [Sugestão: Considere f(O + 0).] 

(b) Mostre que f(x) > 0 com quaisquer valores de x. [Suges- 
tão: Considerando f(x — x), mostre, inicialmente, que 
fœ) +0] 

(c) Usando a definição de derivada (Definição 2.2.1) mostre 
que f'(x) = f(x), com quaisquer valores de x. 


Suponha que fe g sejam duas funções tais que cada uma tem 

as propriedades (i) a (iv) do Exercício 1. 

(a) Mostre, de duas maneiras, que y = f(2x) satisfaz a equa- 
ção y' = 2y: usando a propriedade (ii) e aplicando direta- 
mente a regra da cadeia (Teorema 2.6.1). 

(b) Se k for uma constante, mostre que y = f(kx) satisfaz a 


equação y' = ky. 
(c) Encontre algum valor de k tal que y = f(x)g(x) satisfaça a 
equação y' = ky. 


(d) Se h = f/g, encontre h'(x). Faça uma conjectura sobre a 
relação entre fe g. 


(a) Aplique duas vezes a regra do produto (Teorema 2.4.1) 
para mostrar que, se f, g e h forem funções deriváveis, en- 
tão a função f- g - h é derivável e 


digo =" gog close gol 


(b) Suponha que f, g, h e k sejam funções deriváveis. Obtenha 
uma fórmula para (f- g- h- ky’. 


CO o HORIZONTE DO CÁLCULO 


(c) Usando os resultados das partes (a) e (b), faça uma con- 
jectura sobre a fórmula da derivada de um produto de n 
funções. Prove sua fórmula usando indução. 


. (a) Aplique duas vezes a regra do quociente (Teorema 2.4.2) 


para mostrar que, se f, g e h forem funções deriváveis, en- 
tão a função (f/g)/h é derivável onde estiver definida e 
Pogoj oE i=j egi 

g2h? 


[f/g)/h] = 


(b) Simplificando (f/g)/h e então aplicando as regras do pro- 
duto e do quociente, obtenha novamente a fórmula da de- 
rivada da parte (a). 

(c) Aplique duas vezes a regra do quociente (Teorema 2.4.2) 
para obter uma fórmula para [f/(g/h)]". 

(d) Simplificando f/(g/h) e aplicando as regras do produto e 
do quociente, obtenha novamente a fórmula da derivada 
da parte (c). 


. Suponha que h(x) = f(x)/g(x) seja derivável. Obtenha a fór- 


mula da regra do quociente de h'(x) (Teorema 2.4.2) de duas 

maneiras: 

(a) Escreva h(x) = f(x) - [gœ]! e use as regras do produto e 
da cadeia (Teoremas 2.4.1 e 2.6.1) para derivar A. 

(b) Escreva f(x) = h(x) - g(x) e use a regra do produto para 
obter uma fórmula para h'(x). 


Para aprender como as derivadas podem ser usadas na área de robótica, confira o mó- 


dulo intitulado Robótica em 


WWww.grupoa.com.br 


Craig Lovell/Corbis Images 


O crescimento e o declínio de 
populações animais e recursos 
naturais podem ser modelados 
usando funções estudadas no 
Cálculo. 


TÓPICOS EM | 
DIFERENCIAÇÃO 


Começamos este capítulo estendendo o processo de derivação a funções que são difíceis ou 
impossíveis de derivar diretamente. Discutiremos uma combinação de métodos diretos e indiretos 
de derivação que nos permitirão desenvolver várias novas fórmulas de derivação que incluem as 
derivadas das funções logarítmicas, exponenciais e trigonométricas inversas. Mais adiante neste 
capítulo, consideraremos algumas aplicações da derivada. Entre elas, as maneiras pelas quais 
podemos relacionar taxas de variação distintas e a utilização de funções lineares para aproximar 
funções não lineares. Finalmente, discutiremos a regra de LHôpital, uma poderosa ferramenta para 
calcular limites. 


3.1 DERIVAÇÃO IMPLÍCITA 


Até aqui, estivemos ocupados com funções diferenciáveis que eram dadas por equações da 
forma y = f(x). Nesta seção, consideraremos métodos para diferenciar funções para as quais 
é inconveniente ou impossível uma expressão dessa forma. 


E FUNÇÕES DEFINIDAS EXPLÍCITA E IMPLICITAMENTE 
Dizemos que uma equação da forma y = f(x) define y explicitamente como uma função de 
x, pois a variável y aparece sozinha de um lado da equação. Entretanto, algumas vezes, as 
funções são definidas por equações nas quais y não está sozinho de um lado; por exemplo, a 
equação 

yx+y+l=x (1) 
não está na forma y = f(x). Contudo, ainda define y como uma função de x, uma vez que pode 
ser reescrita como 


x—1 


= x+1 
Assim, dizemos que (1) define y implicitamente como uma função de x, sendo essa função 


x—1 


fœ = 


x+1 
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A) 
X 
> 
x +y =1 
y 
X 
| > 
y=VI-x2 


— 
Sa 
yx 


y=-y1-x? 


Figura 3.1.1 


Ay 


J= rã "S 


Figura 3.1.2 O gráfico de x = y? 
não passa no teste da reta vertical, 


mas os de y = „/x e y = —„/x pas- 
sam. 


Uma equação em x e y pode implicitamente definir mais de uma função de x. Isso pode 
ocorrer quando o gráfico da equação não passa no teste da reta vertical e, portanto, não é o 
gráfico de uma função. Por exemplo, se resolvermos a equação do círculo 


x + y =1 (2) 


para y em termos de x, obtemos y = +y 1 — x?; assim, encontramos duas funções que estão 
definidas implicitamente por (2), isto é, 


hOQ)=vl-x? e fhp&)s=-vy1-x (3) 


Os gráficos dessas funções são os semicírculos superior e inferior do círculo x? + y? = 1 (Fi- 
gura 3.1.1). Isso nos leva à definição seguinte. 


3.1.1  periNIÇÃO Dizemos que uma dada equação em x e y define a função f implicita- 


mente se o gráfico de y = f(x) coincidir com alguma porção do gráfico da equação. 


> Exemplo 1 O gráfico da equação x = y? não é o gráfico de uma função de x, pois não 
passa no teste da reta vertical (Figura 3.1.2). Contudo, resolvendo essa equação para y em 
termos de x, obtemos as equações y = /x e y = —«/X, cujos gráficos passam no teste da reta 
vertical e são porções do gráfico de x = y? (Figura 3.1.2). Assim, a equação x = y? define 
implicitamente as funções 


fi)=vx e fha)=-vx 4 


Embora tenha sido elementar resolver a equação x = y? do último exemplo para y 
em termos de x, para outras equações isso pode ser difícil ou impossível. Por exemplo, a 
equação 


P+y=3 (4) 


pode ser resolvida para y em termos de x, mas as fórmulas resultantes são por demais compli- 
cadas para ter alguma utilidade prática. Outras equações, tais como sen (xy) = y, não podem 
ser resolvidas para y em termos de x por quaisquer métodos elementares. Assim, embora uma 
equação possa definir uma ou mais funções de x, pode não ser possível ou prático encontrar 
fórmulas explícitas para essas funções. 

Felizmente, programas CAS, como o Mathematica e o Maple, têm capacidade para 
traçar “gráficos implícitos”, com o que conseguem esboçar gráficos de equações como (4). 
O gráfico dessa equação, denominada Fólio de Descartes, está esboçado na Figura 3.1.3. 
As partes (b) e (c) dessa figura mostram os gráficos em azul de duas funções definidas im- 
plicitamente por (4). 


Figura 3.1.3 
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E DERIVAÇÃO IMPLÍCITA 


Em geral, não é necessário resolver uma equação de y em termos de x a fim de derivar as 
funções definidas implicitamente por ela. Para ilustrar isso, consideremos a equação simples 


w=1 (5) 
Uma maneira de encontrar dy/dx é reescrevendo-a como 
1 
y=- (6) 
z 
da qual tem-se que 
dy 1 
Tas (1) 
dx x? 


Contudo, há outra maneira de obter essa derivada. Podemos derivar ambos os lados de (5) 
antes de resolver para y em termos de x, tratando y como uma função (por enquanto não es- 
pecificada) diferenciável de x. Com essa abordagem, obtemos 


d d 


z] = z 


Ena E qe 
a a 


dy 

= pyn 
*dx x 
Y ae 
dx x 


o que está de acordo com (7). Esse método para obter derivadas é denominado diferenciação 
ou derivação implícita. 


> Exemplo 2 Use a diferenciação implícita para encontrar dy/dx se 5y? + sen y = xX. 


d d 
re + sen y] = gel 


AES ]=2 
—— — |sen = a 
de” dx y 


5 (2y dy + (cos y) dy = 9% A regra da Ra o aqui 
dx dx porque y é uma função de x. 


dy dy 
10y— — =2 
Er + (cos nas x 


das 11 horas da manhã e dedicando-se amadoristicamente à Fi- 
siologia humana, à Filosofia, às geleiras, aos meteoros e aos ar- 
co-íris. Posteriormente, mudou-se para a Holanda, onde publi- 
cou o Discurso sobre o Método, e finalmente para a Suécia, 
onde morreu enquanto trabalhava como professor particular da 
Rainha Cristina. Descartes é considerado um gênio de primeira 
grandeza. Além da grande contribuição para a Matemática e a 
Filosofia, é considerado, junto a William Harvey, um dos funda- 


René Descartes (1596-1650) Descartes, um aristocrata 
francês, era filho de um oficial do governo. Graduou-se 
em Direito na Universidade de Poitiers aos 20 anos. 
Após experimentar brevemente os prazeres de Paris, tor- 
nou-se engenheiro militar, primeiro para o Príncipe de 
Nassau e, depois, para o Duque da Bavária. Foi durante 
seu serviço como soldado que Descartes começou a dedicar-se 
seriamente à Matemática e a desenvolver sua Geometria Analí- 


š 


tica. Após as guerras, retornou a Paris, onde se exibia excentri- 
camente com uma espada na cintura e um chapéu emplumado. 
Levava uma vida despreocupada, raramente levantando-se antes 


dores da Fisiologia moderna. 


[Imagem: http:/len.wikipedia.org/wiki/File:Frans Hals - Portret van RenJC3%AS9 | 
Descartes.jpg) 
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Resolvendo para dy/dx, obtemos 
dy 2x 
dx 10y+cosy 


(8) 


Note que essa fórmula envolve tanto x quanto y. A fim de obter uma fórmula para dy/dx que 
envolva apenas x, teríamos de resolver a equação original para y em termos de x e, então, 
substituir em (8). Entretanto, isso é impossível de ser feito; assim, somos forçados a deixar a 
fórmula dy/dx em termos de xe y. 4 


> Exemplo 3 Use a diferenciação implícita para encontrar d?y/dx” se 4xº — 2yº = 9. 


Solução -Diferenciando ambos os lados de 4x? — 2y? = 9 implicitamente, obtém-se 


dy 
8x — 4y— =0 
E Jx 
de onde obtemos 
dy 2x 
E O 9 
Meg (9) 
Diferenciando ambos os lados de (9) implicitamente, obtém-se 
2 = 
dy 00) — Qx)dy/dx) (10) 


dx? y2 


Substituindo (9) dentro de (10) e simplificando, usando a equação original, obtemos 
dy 2y-2x(2x/y) _ 2y? — 4x? 9 


= = Ei 
dx? y2 y? y? 


Nos Exemplos 2 e 3, as fórmulas resultantes para dy/dx envolvem x e y. Embora seja 
usualmente mais desejável ter a fórmula para dy/dx expressa somente em termos de x, tê-la 
em termos de x e y não é um impedimento para encontrar as inclinações e as equações das 
retas tangentes, desde que as coordenadas x e y do ponto de tangência sejam conhecidas. Isso 
está ilustrado no exemplo seguinte. 


> Exemplo 4 Encontre as inclinações das retas tangentes nos pontos (2, —1) e (2, 1) da 
curva y? — x+ 1=0. 


Ay Solução Poderíamos proceder resolvendo a equação para y em termos de x e, então, calcu- 
lando a derivada de y = yx — 1 em (2, 1) e a derivada de y = — x — 1 em (2, —1) (Figura 
3.1.4). Entretanto, a diferenciação implícita é mais eficiente, uma vez que dá as inclinações 
de ambas as retas tangentes. Diferenciando implicitamente, temos 


2 Z x+1]= d io 


—— > d i 
NI dx» dx 
8-1) 


q ds d d d 
y=-Vx-1 SSS zP] zr] f z = zM 
; dy 
Figura 3.1.4 2y— —1=0 

dx 

dy 1 

dx 2y 

Em (2, — 1) temos y = —1 e, em (2, 1), y = 1; logo, as inclinações das retas tangentes naque- 


les pontos são 


dy 1 dy 1 
= e = «4 
dx | 2 dx= 2 


y=-1 y=1 


A Fórmula (11) não pode ser aplicada 
em (0, 0) e, portanto, não fornece in- 
formação alguma sobre a natureza do 
Fólio de Descartes na origem. Com 
base nos gráficos da Figura 3.1.3, 
o que podemos dizer sobre a dife- 
renciabilidade das funções definidas 
implicitamente e esboçadas em azul 
nas partes (b) e (c)? 


Figura 3.1.5 


Figura 3.1.6 
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> Exemplo 5 


(a) Use a diferenciação implícita para encontrar dy/dx para o Fólio de Descartes 
X +y = 3y. 


(b) Encontre uma equação para a reta tangente ao Fólio de Descartes no ponto ( ; 5). 


3 
2 
(c) Em quais pontos do primeiro quadrante a reta tangente ao Fólio de Descartes é horizontal? 


Solução (a) Diferenciando ambos os lados da equação dada implicitamente, obtemos 


ds 4 d 
g” +y ]= z po! 


og da (11) 


Solução (b) No ponto (5, 5, temos x = 5 ey= 3; assim, a partir de (11), a inclinação mg 
da reta tangente nesse ponto é 


dy (3/2) — (3/2)? 


“dj GL-GD 


Mig 


Assim, a equação da reta tangente no ponto (5, 5) é 


y-5=-1(x-5) ou x+y=3 


que está em conformidade com a Figura 3.1.5. 


Solução (c) A reta tangente é horizontal nos pontos em que dy/dx = 0, e a partir de (11) 
isso ocorre somente quando y — x? = 0 ou 


p= (12) 
Substituindo essa expressão para y na equação x? + y? = 3xy da curva, obtemos 
x? + (12) = 3x? 
xí -2x =0 
x?’ (x? —- 29) =0 
cujas soluções são x = 0 e x = 21. partir de (12), as soluções x = 0 e x = 2! fornecem os 


pontos (0, 0) e (18,228), respectivamente. Desses dois, apenas (218,22 está no primeiro 
quadrante. Substituindo x = 213 e y= 223 em (11), obtemos 


dy 0 0 
dx ar 9483 928 — 


Concluímos que (21/3223) ~ (1,26; 1,59) é o único ponto do Fólio de Descartes no primeiro 
quadrante em que a reta tangente é horizontal (Figura 3.1.6). 4 
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E DIFERENCIABILIDADE DE FUNÇÕES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE 

Ao diferenciar implicitamente, supõe-se que y representa uma função diferenciável de x. Se 
não for assim, então os cálculos resultantes podem não ter sentido. Por exemplo, se diferen- 
ciarmos a equação 


xX+y+1=0 (13) 
obtemos 
dy x 
2x+2y-— =0 ou — = —— 
dx y 


Contudo, essa derivada carece de sentido porque não existem valores reais de x e de y que sa- 
tisfaçam (13) (por quê?). Isso nos diz que (13) não possui gráfico real e, portanto, certamente 
não define quaisquer funções reais implicitamente. 

A conclusão sem sentido dessas contas transmite a importância de saber se uma dada 
equação em x e y que deverá ser derivada implicitamente de fato define implicitamente algu- 
ma função diferenciável de x. Infelizmente, isso pode ser um problema difícil, portanto deixa- 


mos a discussão disso para disciplinas mais avançadas de Análise Matemática. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.1 (Ver página 192 para respostas.) 


1. A equação xy + 2y = 1 define implicitamente a função 
y = 


2. Use derivação implícita para encontrar dy/dx se x? — y? = xy. 


EXERCÍCIOS 3.1 [elcas 


3. A inclinação da reta tangente ao gráfico de x + y + xy = 3 no 
ponto (1, 1) é 


4. Use derivação implícita para encontrar d?y/dx” para sen y = x. 


1-2 

(a) Encontre dy/dx por derivação implícita. 

(b) Resolva a equação para y como uma função de x e obtenha 
dy/dx dessa equação. 

(c) Confirme que os dois resultados são consistentes expressando 
a derivada de (a) como uma função somente de x. EH 


2. /y-senx=2 
3-12 Encontre dy/dx por derivação implícita. EB 


1. x+xy -28 =2 
3. x +y = 100 4 ty) 


5. xvy+3yP-x=3 6. y — 5y +x=1 


1 1 x+y 
7. —— + — = 1 8. x? = 
vV Y e= 
9. sen(xy?) = x 10. cos(xy?) = y 
3 
11. ty +y)=x 12. Ea GRE 1+ yÍ 
1 + sec y 


13-18 Encontre d?y/dx? por derivação implícita. E 
13. 22 — 3y =4 
15. xy) —4=0 


14. é +y =1 
16. xy +y =2 
17. y+seny=x 18. xcosy= y 


19-20 Encontre a inclinação da reta tangente à curva nos pontos 
dados de duas maneiras: primeiro, resolvendo para y em termos de 
x e derivando; depois, por derivação implícita. EB 


19. x? +y? = 1; (1/2, V3/2), (1/2, -4/3/2) 


20. y? — x+ 1 =0; (10, 3), (10, —3) 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


21. Se uma equação em x e y definir uma função y = f(x) implicita- 
mente, então são idênticos os gráficos da equação e da função. 


22. A função 
V1— x2, O<x<l 
fl) = 
—V1-x2, -I<xx<o0 


está definida implicitamente pela equação x? + y? = 1. 


23. A função |x| não está definida implicitamente pela equação 
GQ +y- y)=0. 


24. Se y estiver definido implicitamente como uma função de x 
pela equação x? + y? = 1, então dy/dx = —x/y. 


25-28 Use diferenciação implícita para encontrar a inclinação da 
reta tangente à curva no ponto especificado e verifique se sua res- 
posta está de acordo com o gráfico. E 


25. xt +y = 16; (1, 15) Iguártica especial de Lamé] 

26. y? + yx? +X — 3y = 0; (0,3) [trissectriz) 

27. AX + y = 250? — y); (8,1) [lemniscata] 

28. 22 + yP =4:(-1,3/3) [hipocicloide de quatro cúspides] 
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c|35. (a) Use o recurso de traçar gráficos implícitos de um CAS 
para esboçar o gráfico da equação y* + y? = x(x — 1). 

(b) Use derivação implícita para ajudar a explicar por que o 
gráfico em (a) não tem retas tangentes horizontais. 

(c) Resolva a equação yt + y? = x(x — 1) para x em termos 
de y e explique por que o gráfico em (a) consiste em duas 
parábolas. 


36. Use derivação implícita para encontrar todos os pontos do grá- 
Figura Ex-25 Figura Ex-26 fico de yt + y? = x(x — 1) nos quais a reta tangente é vertical. 


37. Encontre os valores de a e b tais que o ponto (1, 1) esteja na 
curva de equação x?y + ay? = b e a reta tangente à curva nesse 
ponto seja dada por 4x + 3y = 7. 


38. Em qual(is) ponto(s) é a reta tangente à curva y? = 2x? perpen- 
dicular à reta x + 2y — 2 = 0? 


39-40 Dizemos que duas curvas são ortogonais se suas retas tan- 
gentes forem perpendiculares em cada ponto de intersecção, e dize- 
mos que duas famílias de curvas são trajetórias ortogonais uma da 
outra se cada membro de uma família for ortogonal a cada membro 
da outra. Essa terminologia é usada nestes exercícios. E 


2 


Figura Ex-27 Figura Ex-28 . . . 
39. A Figura Ex-39 mostra alguns membros típicos das famílias dos 


círculos x? + (y— © = œ (curvas escuras) e (x — k)? + y =k 
(curvas cinzas). Mostre que essas famílias são trajetórias ortogo- 
nais uma da outra. [Sugestão: Para as retas tangentes serem per- 
29. at — t = 642; da /dt 30. Vut+ vv=5;=5: du/dv pendiculares em um ponto de intersecção, as inclinações dessas 
retas tangentes devem ser recíprocas negativas uma da outra.) 


29-32 Use diferenciação implícita para encontrar a derivada espe- 
cificada. E 


31. am? + Db)? = 1 (a, b constantes); do /d À 
40. A Figura Ex-40 mostra alguns membros típicos das famílias de 
hipérboles xy = c (curvas pretas) e x? — y? = k (curvas cinzas), 
onde c + 0 e k + 0. Use a sugestão do Exercício 39 para mos- 


32. y= sen x; dx/dy 


trar que essas famílias são trajetórias ortogonais uma da outra. 
ENFOCANDO CONCEITOS 


Ay 


33. Aparentemente, a elipse x? + xy + y? = 3 tem retas tan- 
gentes horizontais nos pontos de interseção da elipse com 
areta y = —2x, conforme figura abaixo. Use derivação im- 
plícita para explicar por que isso, de fato, ocorre. 


AY 


Figura Ex-39 Figura Ex-40 


c|41. (a) Use o recurso de traçar gráficos implícitos de um 
CAS para esboçar o gráfico da curva C cuja equação é 
L —2xy +y =0. 

(b) Use o gráfico de (a) para estimar a coordenada x de um 
ponto do primeiro quadrante que está em C e no qual a reta 
tangente a C é paralela ao eixo x. 

(c) Encontre o valor exato da coordenada x em (b). 


Figura Ex-33 


34. (a) Um estudante alega que a elipse x? — xy + y? = 1 tem 


uma reta tangente horizontal no ponto (1, 1). Sem fazer c|42. (a) Use o recurso de traçar gráficos implícitos de um 
contas, explique por que a alegação do estudante preci- CAS para esboçar o gráfico da curva C cuja equação é 
sa estar errada. L- 2xy +y =0. 

(b) Encontre todos os pontos da elipse x? — xy + y? = 1 (b) Use o gráfico de (a) para dar um palpite sobre a coordena- 
nos quais a reta tangente é horizontal. da x de um ponto do primeiro quadrante que está em C e 


no qual a reta tangente a C é paralela à reta y = —x. 
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(c) Use derivação implícita para verificar a conjectura em (b). 45. Texto Escreva um parágrafo comparando os conceitos de de- 


43. Encontre dy/dx se finição explícita e implícita de uma função. 


d | 46. Texto Um estudante pergunta: “Suponha que uma derivação 
2y°t LÊ y=1 e d = implícita num ponto forneça uma expressão indefinida. Isso 

dx cost significa que dy/dx não está definida nesse ponto?” Usando a 
equação x? — 2xy + y? = 0 como base de discussão, escreva um 
parágrafo respondendo à pergunta do estudante. 


44. Encontre as equações de duas retas pela origem que são tan- 
gentes à elipse de equação 2x? — 4x + y? + 1=0. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.1 


= d? 
1. l 2. dy = wy E = sec? ytg y 
x+2 dx x+3y? dx? 


3.2 DERIVADAS DE FUNÇÕES LOGARÍTMICAS 


Nesta seção, obteremos fórmulas das derivadas de funções logarítmicas e explicaremos por 
que, em Cálculo, a função logaritmo natural é preferida em detrimento dos logaritmos de 
outras bases. 


E DERIVADAS DE FUNÇÕES LOGARÍTMICAS 

Estabeleceremos que f(x) = In x é diferenciável para x > O aplicando a definição de derivada 
a f(x). Para calcular o limite resultante, utilizaremos o fato de que In x é contínua em x > 0 
(Teorema 1.6.3) e também o limite 


lim (1 + v)” =". (1) 


Esse limite pode ser obtido dos limites (7) e (8) da Seção 1.3 fazendo a substituição v = 1/x 
e usando o fato de que v —> 0* quando x —> +% e v —> 07 quando x —> —%. Isso produz dois 
limites laterais que, juntos, implicam (1) (ver Exercício 64 da Seção 1.3). 


ln(x +h) — In x 
h 


= lim 1 In xt h A propriedade do quociente dos 

h>0 h x logaritmos no Teorema 0.5.2. 
d h 

= lim —ln{ 1+ -— 

h>0 h X 
o l O 
lim — In( + v) Seja v = h/x e note que 
v>0 vx v —> 0 se, e só se, h — 0. 


lim — In(1 + v) x está fixo nessa conta, portanto 1/x pode 
v>0 v 


d . 
— [In x] = lim 
dx h=>0 


Il 


ser movido através do sinal do limite. 


lim ln(1 + v) 1/v A propriedade da potência dos 
v> 


= In | lim ( + v) 1/v In x é contínua em (0, +%), portanto podemos 
xX v>5 0 mover o limite através do símbolo da função. 
1 


pm “Ih sm 


Observe que, dentre todas as pos- 
síveis bases, a base b = e é a que 
produz a fórmula mais simples para a 
derivada de log, x. Essa é uma das 
razões pelas quais, dentre todos os 
logaritmos, o natural é o logaritmo 
preferido no Cálculo. 


y = In x com retas tangentes 


Figura 3.2.1 
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Assim, 
d 1 
= me S e a a) (2) 
dx xX 


Uma fórmula da derivada da função logaritmo geral log, x pode ser obtida de (2) usan- 
do a Fórmula (6) da Seção 0.5 para escrever 


d 7 | d |lnx l d [in] 
— [lo = = n 
dx o nb)  mnbdx °” 


Segue disso que 


a [l ] 0 (3) 
EA == = 
dx Roo x In E 


> Exemplo 1 


(a) A Figura 3.2.1 mostra o gráfico de y = In x e suas retas tangentes nos pontos x = 1, 1,3 
e 5. Encontre as inclinações dessas retas tangentes. 


(b) O gráfico de y = In x tem alguma reta tangente horizontal? Use a derivada de In x para 
justificar sua resposta. 


Solução (a) A partir de (2), as inclinações das retas tangentes nos pontos x = 5 1,3 e 5 são 


L/x= 2, 5 e t respectivamente, o que está de acordo com a Figura 3.2.1. 


Solução (b) A partir do gráfico de y = ln x, não parece haver qualquer reta tangente hori- 
zontal. Isso é confirmado pelo fato de que dy/dx = 1/x não é igual a zero para qualquer valor 
realde x. 4 


Se u for uma função diferenciável de x e se u(x) > 0, então a aplicação da regra da ca- 
deia em (2) e (3) produz as seguintes fórmulas generalizadas da derivada: 


d ani 1 du d [i ] 1 du (4-5) 
— nl = Su e ES ui = Then 
dx K u dx dx E unb dx 
d 2 
> Exemplo 2 Encontre- lint + DI. 
x 
Solução A partir de (4) com u = x? + 1, obtemos 
2 tó E pi) E ué di 
— [n(x = ©. — |x = -2x = 
dx x? +1 dx x? +1 x? +1 


Quando possível, as propriedades dos logaritmos do Teorema 0.5.2 devem ser usadas 
para converter produtos, quocientes e expoentes em somas, diferenças e múltiplos de cons- 
tantes antes de diferenciar uma função envolvendo logaritmos. 


> Exemplo 3 


É [in(S | za |2inx + mena) — zma +] 
dx VI +x dx 2 
2 cosx 1 
x senx  2(1+x) 


2 
= — + cotgx — 
a SF 
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A Figura 3.2.2 mostra o gráfico de f(x) = 1n |x|. Essa função é importante por “esten- 
der” o domínio da função logaritmo natural no sentido de os valores de In |x| e In x serem os 
mesmos para x > 0, mas In |x| está definido para todos os valores não nulos de x, enquanto In 
x só está definido para valores positivos de x. 


si 
Figura 3.2.2 a kul 


A derivada de In |x| para x # O pode ser obtida considerando os casos x > 0e x < 0 
separadamente. 


Caso x > 0 Nesse caso, |x| = x; logo 


E jin = ih je 
dx 4 ~ dx = 


Caso x < 0 Nesse caso, |x| = —x; logo, a partir de (4), temos 
d d 1 d 1 
PP [n |x|] T [In(—x)] ER Jz! x] E 


Uma vez que resulta a mesma fórmula em ambos os casos, mostramos que 


d 1 
—+ofl== 0250 (6) 
dx Ex 


> Exemplo 4 A partir de (6) e da regra da cadeia, 


d 1 d cos x 
— [ln | sen x|] = . [sen x] = =cotgx < 
dx senx dx sen x 


E DERIVAÇÃO LOGARÍTMICA 
Consideremos agora uma técnica chamada de derivação (ou diferenciação) logarítmica, que 
é útil para derivar funções compostas de produtos, quocientes e potências. 


> Exemplo 5 A derivada de 


CW NTx— 4 o) 
PE Car 


é relativamente difícil de ser calculada diretamente. Contudo, se primeiro tomarmos o loga- 

ritmo natural de ambos os lados e, então, usarmos suas propriedades, podemos escrever 
Iny= 2 In x + 3 In(7x -14 -4n(l +: 

Diferenciando ambos os lados em relação a x, obtemos 


ldy 2 7/3 8x 
ydx x Ix-I4 1+x 


OBSERVAÇÃO 


Na próxima seção, discutiremos a de- 
rivada de funções com expoentes que 
não são constantes. 
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Assim, resolvendo para dy/dx e usando (7), obtemos 


dy x*NYIx-14[2 1 8x 14 
dx d+x)! |x 3x-6 1+x2 


Como In y está definida somente para y > 0, os cálculos no Exemplo 5 são válidos somente para x > 2 (verifique). 
Contudo, como a derivada de In y é igual à de In |y|. e como In |y| está definida tanto para y < O como para y > 
0, segue que a fórmula obtida para dy/dx é válida tanto para x < 2 como para x > 2. Em geral, sempre que obti- 
vermos uma derivada dy/dx por derivação logarítmica, a fórmula da derivada que resultar será válida para todos 
os valores de x para os quais y 0. Nesses pontos também poderá ser válida, mas isso não pode ser garantido. 


E DERIVADAS DE POTÊNCIAS REAIS DE X 
Sabemoss pelo Teorema 2.3.2 e peloo Exemplo 82 da Seção 2.3, que a fórmula de diferenciação 


Liar (8) 
dx 
é válida para valores constantes inteiros de r. Agora, usaremos a derivação logarítmica para 
mostrar que essa fórmula é válida se r for qualquer número real (racional ou irracional). Em 
nossos cálculos, vamos supor que x” é uma função diferenciável e que as leis conhecidas dos 
expoentes são válidas para os expoentes reais. 
Seja y = x”, onde r é um número real. A derivada dy/dx pode ser obtida por diferencia- 
ção logarítmica como segue: 


In |y] = In |x"] = r ln |x] 


“ihi l= ri In |x|] 
dx $ TAg * 


ldy r 

ydx x 

dy r r>1 
Za I =rx 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.2 (Ver página 196 para respostas.) 


1. A equação da reta tangente ao gráfico de y = In x em x = e 


e 


2 3. Use derivação logarítmica para encontrar a derivada de 


0) vx+1 
2. Encontre dy/dx. X) = = 
(a) y=In3x (b) y=Invyx 
(c) y = log(1/]x]) PEA mO +A 
h>0 h 
EXERCÍCIOS 3.2 
1-26 Encontre dy/dx. W 13. y=xInx 14. y= lnx 
1. y= ln 5x 2. y= : 15. y = x? log (3 — 2x) 16. y= x [loga (1º — 20) 
3. y=1n |1 +x 4. y =m +7) Hj 18. y = E 
1 +logx 1 +logx 
5. y=ln|Ż — 1| 6. y= ln |e -7x2 -— 3| 
19. y= In(ln x) 20. y= In(In(ln x)) 
% 1+x 
7. y= ln | — 8. y=ln 21. y= In(tg x) 22. y= ln(cos x) 
1 +x? 1l—x 
2 aena 
gel 10. y= (in x) 23. y= cos(ln x) 24. y= sen“(ln x) 
— 2 — E 
ge DR 25. y= log(sen* x) 26. y= log(l — sen” x) 
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27-30 Use o método do Exemplo 3 para ajudar a efetuar a derivação 
indicada. E 


27. 1 ina —- Dig? +19] 
dx 

28. E fin((cos? x)v 1+ x*)] 
d cosx d x-1 

29. Snes] 30. au | 


31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


31. A inclinação da reta tangente ao gráfico de y = In x em x = a 
tende ao infinito com a> 0". 


32. Se lim, 4 f'(x) = 0, então o gráfico de y = f(x) tem uma as- 
síntota horizontal. 


33. A derivada de In |x| é uma função ímpar. 


34. Temos 


d | z- lnq _2 
piu T (nx)) = = 


35-38 Encontre dy/dx usando derivação logarítmica. W 


— 1 
35. y =x YFA 36. y= JŽ 
y=x +x y EE 
(2-8 341 sen x cos x tg? x 
37. y= e e E 
xf —7x+5 RE 
39. Encontre 
(a) Zog, e) ©) Lfog,2] 
a) — [lo — à 
dx Exe dx 08x 


40. Encontre 
d d 
(a) 7x 80v» e] (b) g lEn» e]. 
41-44 Encontre a equação da reta tangente ao gráfico de y = f(x) 
emx=x. E 
41. f(x) = ln x; xo = e7! 42. f(x) = log x; xo = 10 


43. f(x) = lIn(—x); xo = —e 44. f(x) = ln|x|; xo = —2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


45. (a) Encontre a equação de uma reta pela origem que seja 
tangente ao gráfico de y = In x. 
(b) Explique por que o ponto do corte no eixo y da reta tan- 
gente à curva y = In x deve ter uma unidade a menos 
do que a coordenada y do ponto de tangência. 


46. Use derivação logarítmica para provar as regras do produto 
e do quociente. Explique quais propriedade de In x são im- 
portantes nessa demonstração. 


47. Encontre uma fórmula para a área A(w) do triângulo delimita- 
do pela reta tangente ao gráfico de y = In x em P(w, In w), a 
reta horizontal por P e o eixo y. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.2 


48. Encontre uma fórmula para a área A(w) do triângulo delimitado 
pela reta tangente ao gráfico de y = In x? em P(w, In w?), a reta 
horizontal por P e o eixo y. 


49. Verifique que y = In (x + e) satisfaz dy/dx = e”, com y = 1 
quando x = 0. 


50. Verifique que y = —In(e? — x) satisfaz dy/dx = e, com y = —2 
quando x = 0. 


51. Encontre uma função ftal que y = f(x) satisfaz dy/dx = e”, com 
y = 0 quando x = 0. 


52. Encontre uma função f tal que y = f(x) satisfaz dy/dx = e, com 
y = —ln 2 quando x = 0. 


53-55 Encontre o limite dado interpretando a expressão como uma 
derivada apropriada. E 


nt +3 
53. (a) lim PU t39 (b) lim 
x> xX 


x>0 


In(1 — 5x) 
X 


ln(e? + Ax)—2 l 
34, a) im ER d ed 
Ax>0 Ax w>1 w— 1 
1 1+h)2-1 
55. (a) lim In(cos x) (b) lim Qa+h -1 
x>0 h=50 h 


56. Modifique a dedução da Equação (2) para obter outra prova da 
Equação (3). 


57. Suponha que o número p de paramécios numa solução nutrien- 
te ż dias depois do início do experimento seja definido implici- 
tamente como uma função de t pela equação 


0 = In p + 0,83 — In(2,3 — 0,0046p) — 2,3t 
Use derivação implícita para mostrar que a taxa de variação de 
p em relação a t satisfaz a equação 


dp 
ZE 0,0046p(500 — p) 


58. Suponha que a população p (em milhões) dos Estados Uni- 
dos no ano £ seja definida implicitamente como uma função 
de t pela equação 


0 = In p + 45,817 — In(2225 — 4,2381p) — 0,02225t 


Use derivação implícita para mostrar que a taxa de variação de 
p em relação a t satisfaz a equação 


d 
2 = 107% p(2225 — 4,2381 p) 


59. Texto Confira a dedução da fórmula 
— [Inx] = — 
ax! x 


e, então, escreva um parágrafo discutindo todos os ingredientes 
(teoremas, propriedades de limites, etc.) necessários para essa 
dedução. 


60. Texto Escreva um parágrafo explicando como a derivação lo- 
garítmica pode substituir uma conta de derivada difícil por uma 
conta mais simples. 


bo d 1 d 1 d 1 Vx+1 1 1 
Ly=S+41 2@ Z=- 0 Z=- @o2-= pe 
e dx x dx 2x dx xIn 10 Yx—1 [2x +1) 


| 41 
3(x — 1) 
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3.3 DERIVADAS DE FUNÇÕES EXPONENCIAIS E TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Ver a Seção 0.4 para uma revisão de 
funções injetoras e inversas. 


Inclinação = 1/f' (2) 


a DEO Lo 
3 7 y=x 


Fá Inclinação = f' (2) 


Figura 3.3.1 


Figura 3.3.2 O gráfico de uma fun- 
ção crescente ou decrescente é corta- 
do no máximo uma vez por qualquer 
reta horizontal. 


Nesta seção, mostraremos como a derivada de uma função injetora pode ser usada para 
obter a derivada de sua inversa. Isso nos dará as ferramentas de que precisamos para obter 
fórmulas para as derivadas de funções exponenciais a partir das fórmulas das derivadas das 
funções logarítmicas e fórmulas para as derivadas de funções trigonométricas inversas a 
partir das fórmulas das derivadas de funções trigonométricas. 


Nosso primeiro objetivo nesta seção é obter uma fórmula que relacione a derivada da função 
inversa f~! com a derivada da função f. 


> Exemplo 1 Suponha que f seja uma função injetora tal que f(2) = 1 e f'(2) = 2. Então, 
a reta tangente a y = f(x) no ponto (2, 1) tem a equação 


y-1=5(x—2) 
A reta tangente a y = f7 !(x) no ponto (1, 2) é a reflexão pela reta y = x da reta tangente a 
y = f(x) pelo ponto (2, 1) (Figura 3.3.1), e sua equação pode ser obtida trocando x com y: 
x-1=/0-2) ou y-2=x-1) 


Observe que a inclinação da reta tangente a y = f(x) em x = 1 é o recíproco da inclinação 
da reta tangente a y = f(x) em x = 2, isto é, 


4 
Fa) = = 4 (1) 


1 
F2) 


Como 2 = f~ !(1) para a função f do Exemplo 1, segue que f’ (2) = f'(f71(1)). Assim, a 
Fórmula (1) também pode ser dada por 


=i? 1 
o a 
Em geral, se f for uma função diferenciável e injetora, então 
G YO = + — (2) 
EO due) 


desde que f'(f!(x)) + 0. 
A Fórmula (2) pode ser confirmada usando derivação implícita. A equação y = f7! (x) é 

equivalente a x = f(y). Derivando em relação a x, obtemos 
d 


is roro 
zel = zO =f 0- 


l=— 
d 


de modo que 
dy 1 1 
dx F'O) FET) 


Também, de x = f(y) temos dx/dy = f ' (y), o que nos fornece a seguinte versão alternativa da 
Fórmula (2): 


dy 1 


dx dx/dy e) 


E FUNÇÕES CRESCENTES OU DECRESCENTES SÃO INJETORAS 
Se o gráfico de uma função f é sempre crescente ou sempre decrescente no domínio de f, 
então uma reta horizontal cortará o gráfico de f em no máximo um ponto (Figura 3.3.2), de 
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Em geral, uma vez estabelecido que 
f~! é diferenciável, temos a opção 
de calcular a derivada de f—! ou pelo 
uso das Fórmulas (2) ou (3) ou, en- 
tão, por derivação implícita, como no 
Exemplo 2. 


modo que f deve ter uma função inversa (ver Seção 0.4). Provaremos, no próximo capítulo, 
que fé crescente em qualquer intervalo no qual f'(x) > O (pois o gráfico tem inclinação posi- 
tiva) e que fé decrescente em qualquer intervalo no qual f'(x) < O (pois o gráfico tem inclina- 
ção negativa). Essas observações intuitivas, junto à Fórmula (2), sugerem o teorema seguinte, 
que enunciamos sem prova formal. 


3.3.1 TEOREMA Suponha que o domínio de uma função f seja um intervalo aberto no 


qual f'(x) > 0 ou no qual f'(x) < 0. Então, f é injetora, f(x) é diferenciável em cada 
valor x da imagem de f e a derivada de f7! (x) é dada pela Fórmula (2). 


> Exemplo 2 Considere a função f(x) =X +x + 1. 
(a) Mostre que fé injetora no intervalo (—%, +00). 
(b) Encontre uma fórmula para a derivada de f "|. 


(c) Calcule (f-5'(1). 


Solução (a) Como 

f(Q=5+1>0 
com quaisquer valores reais de x, segue, pelo Teorema 3.3.1, que fé injetora no intervalo 
(=, F): 


Solução (b) Seja y = f'(x). Derivando x = f(y) = y + y + 1 implicitamente em relação 
a x, obtemos 
d k= Zy] 
Per 
dx dx A 


d 
1= (57! + Db 


dy 1 


dx Sy!41 Gu 


Não sabemos resolver x = yº + y + 1 para y em termos de x, portanto, deixamos a expressão 
de dy/dx na Equação (4) em termos de y. 


Solução (c) A partir da Equação (4), 


dy 


-1v Ee, 
(S = 


x=1 ar a 1 
Assim, queremos saber o valor de y = f7 !(x) em x = 1, o que pode ser obtido resolvendo 
a equação f(y) = 1 em y. Essa equação é y? + y + 1 = 1, que é satisfeita por y = 0. Assim, 

1 


=1 <4 
5y4+1 


y=0 


Ya) = 


E DERIVADAS DAS FUNÇÕES EXPONENCIAIS 
Nosso próximo objetivo é mostrar que a função exponencial geral b* (b > 0, b = 1) é dife- 
renciável em toda parte e encontrar sua derivada. Para isso, usaremos o fato de que b* é a 


O que muda na Fórmula (5) se 
O<b<1? 


Na Seção 0.5 afirmamos que b = e é 
a única base para a qual a inclinação 
da reta tangente à curva y = b* em 
qualquer ponto P da curva é a coor- 
denada y de P (ver página 54). Verifi- 
que essa afirmação. 


É importante distinguir entre a deri- 
vada de uma função exponencial b* 
(expoente variável e base constante) 
e uma função potência x’ (base variá- 
vel e expoente constante). Por exem- 
plo, compare a derivada 


ee o 
T ie 


com a derivada de 2* no Exemplo 3. 
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inversa da função f(x) = log, x. Vamos supor que b > 1. Com essa hipótese, temos In b > 0 
e, portanto, 


d 1 
f(x) = —[log, x] = —— > 0 com qualquer x no intervalo (0, +%) 
dx xlnb 


Segue, do Teorema 3.3.1, que f7! (x) = b* é diferenciável em cada x da imagem de f(x) = log, x. 
No entanto, pela Tabela 0.5.3, sabemos que a imagem de log, x é (—%, +); portanto, estabe- 
lecemos que b* é diferenciável em toda parte. 

Para obter uma fórmula para a derivada de b*, reescrevemos y = b* como 


x = log, y 


e derivamos implicitamente usando a Fórmula (5) da Seção 3.2 para obter 


od dy 
“ylnb dx 
Resolvendo para dy/dx e substituindo y por b”, obtemos 
dy 
— = ylnb = b* lnb 
dx 
Assim, foi mostrado que 
d 
— [b*] = b* Inb (5) 
dx 


No caso especial em que b = e, temos In e = 1; assim, (5) torna-se 


e (6) 
dx Ein 


Além disso, se u for uma função diferenciável de x, então tem-se a partir de (5) e (6) que 


d d d 
O e Fer a O (7-8) 


d 
—[b"] = b” lnb - 
ax! l É dx dx dx 


> Exemplo 3 Os cálculos a seguir usam as Fórmulas (7) e (8). 
d 
—2]=2'n2 
dx 


d 
— [e] = e : z122] = —De 


dx 
d 3 
Er [e] = Er Db] = 3x2e8 
d 
ae = gos 7 z (ces x] = — (sen x)eS* < 


As funções da forma f(x) = u”, em que u e v são funções não constantes de x, não são 
nem funções exponenciais nem funções potências. Funções dessa forma podem ser derivadas 
com derivação logarítmica. 


e d 

> Exemplo 4 Use derivação logarítmica para encontrar EE e ru, 
x 

Solução Tomando y = (x? + 1) *, obtemos 


In y = In[@? + 1)2=] = (sen x) In? + 1) 
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Observe que arc sen x só é diferen- 
ciável no intervalo (— 1, 1), mesmo 
que seu domínio seja [—1, 1]. Isso 
ocorre porque o gráfico de y = sen x 
tem retas tangentes horizontais nos 
pontos (7/2, 1) e (—-7/2, —1), de 
modo que o gráfico de arc sen x tem 


retas tangentes verticais em x = +1. 
1 
xX 
l1-x? 
cos (arc sen x) = N1 -x 
Figura 3.3.3 


Derivando ambos os lados em relação a x, obtemos 


d 2 
—— = — [(sen x) In(x*-+ 1)] 
dx 


— 1 2 
= (sen x) Ta q (2) + (cos x) In(x* + 1) 


Assim, 


dy _—— | 2xsenx 
dx “| x241 


+ (cos x) In(x? + D] 


2x sen x 


= (x? + e Es + (cos x) In(x? + D] < 


E DERIVADAS DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 
Para obter fórmulas para as derivadas das funções trigonométricas inversas, utilizaremos al- 
gumas das identidades dadas nas Fórmulas (11) a (17) na Seção 0.4. Em vez de memorizar 
essas identidades, recomendamos uma revisão da “técnica do triângulo” que foi usada em sua 
obtenção. 

Comecemos investigando a diferenciabilidade da função arc sen x. Tomando f(x) = 
sen x (—7/2 < x < 7/2), segue, da Fórmula (2), que f”!(x) = arc sen x será diferenciável em 
cada ponto x em que cos (arc sen x) O. Isso é equivalente à condição 


T 
arc sen x Æ — 


T 
a e > 


de modo que arc sen x é diferenciável no intervalo (—1, 1). 

Uma derivada para arc sen x em (—1, 1) pode ser obtida usando a Fórmula (2) ou (3) 
ou, então, derivando implicitamente a equação y = arc sen x. Utilizaremos esse método. Re- 
escrevendo a equação y = arc sen x como x = sen y e derivando implicitamente em relação 
a x, obtemos 


md = zg ia 
1=cosy- dy 

dx 
dy 1 1 


dx cosy cos(arc sen x) 


Até este ponto, fomos bem-sucedidos em obter a derivada; porém, essa fórmula de derivada 
pode ser simplificada aplicando-se a identidade indicada na Figura 3.3.3, resultando em 


dy 1 


dx Vi-x 


Assim, mostramos que 


d 
— [arc sen x] = (—l1 <x < 1) 


1 
dx Ji- 
Mais geralmente, se u for uma função diferenciável de x, então a regra da cadeia produz a 


seguinte versão generalizada dessa fórmula: 


1 du 
— [arc sen u] = 
dx 


= V1— u? dx 


O método usado para obter essa fórmula pode também ser usado para obter fórmulas genera- 
lizadas de derivadas das demais funções trigonométricas inversas. A seguir, apresentamos a 


(—I<u< 1) 


lista completa dessas fórmulas, 
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cada uma das quais válida no domínio natural da função que 


multiplica du/dx. 
d 1 du d 1 du 
=le sen vil] = === =ar cos i] = == 9-10 
dx! al VT aN m. f VI adx ( ) 
d du d 1 du 
= t = = = t == = 11-12 
E TSG n 
d 1 du d 1 du 
A aparência de Jul em (13) e (14) —larc sec ul = arc cossec ul =—-——————— — (13-14) 
será explicada no Exercício 64. dx julv/u2 — 1 dx dx l julv/u2? — 1 dx 
> Exemplo 5 Encontre dy/dx se 
(a) y = arc sen(x) (b) y = arc sec(e”) 
Solução (a) A partir de (9), 
dy 1 (3x?) 3x? 
= X. = DT —| 
dx A — (32 A — x6 
Solução (b) A partir de (13), 
dy 1 (e) 1 « 
= e)= 
dx ee -l ve” — 1 
A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.3 (Ver página 203 para respostas.) 
1. Suponha que uma função injetora f tenha uma reta tangente 3. Calcule a derivada 
== -ly 
y = 5x + 3 no ponto (1, 8). Calcule (f”')'(8). (a) Lie] b) ST] 
2. Em cada caso, usando a dada derivada, determine se a função f A A 
é invertível. (c) gee +D] (d) T je?) 
(a) f=2+1 b) fQ=2-1 a 
(c) f(x) = sen x d) f()= S + arc tgx 4. Seja f(x) = e” +* Use f'(x) para verificar se f é injetora. 
EXERCÍCIOS 3.3 Recurso Gráfico 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Seja f0 =x +2 ++ x. 
(a) Mostre que fé injetora e confirme que f (1) = 3. 
(b) Encontre (f-)'(3). 


2. Seja f(x) =X + 2e. 
(a) Mostre que fé injetora e confirme que f (0) = 2. 
(b) Encontre (f-!)'(2). 


3-4 Encontre (f-!)'(x) usando a Fórmula (2) e confira sua resposta 
derivando diretamente f~!. E 


3. fœ@=2/x+ 3) 4. fœ) = InQx+ 1) 


5-6 Determine se a função f é injetora examinando o sinal de 


fo). E 


5. (a) fo)=2+8x+1 
b) F= 2x + +32 
(c) f(x) = 2x + sen x 
(d) fo) =(5)" 


6. (a) fa) =L +32 -8 
(b) fŒ = +8 +21 
X 
(c) FO) = EE 


(d) fœ) =logx, 0<b<1 
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7-10 Encontre a derivada de f7! usando a Fórmula (3) e confira seu 
resultado com derivação implícita. EB 


7. fæ@ = 5 +x-7 8. f= 1/2, x>0 


9. fOQ +e +l 


1 -J (x) = 5x en 2x, xX 
0. -$ =A É Sea 
4 i 4 


ENFOCANDO CONCEITOS 


11. A Figura 0.4.8 é uma “prova por imagens” de que a refle- 
xão do ponto P(a, b) pela reta y = x é o ponto O(b, a). De- 
monstre isso rigorosamente com os passos seguintes. 

(a) Prove que, se P não estiver na reta y = x, então Pe Q 


são distintos e a reta Po por P e Q é perpendicular à 
reta y = x. 

(b) Prove que se P não estiver na reta y = x, então o ponto 
médio do segmento PQ está na reta y = x. 

(c) Explique cuidadosamente o significado geométrico de 
refletir P pela reta y = x. 

(d) Use os resultados das partes (a)-(c) para provar que Q 
é a reflexão de P pela reta y = x. 


12. Prove que a reflexão de uma reta de inclinação m, sendo 
m + 0, pela reta y = x é uma reta de inclinação 1/m. [Su- 
gestão: Aplique o resultado do exercício precedente a um 
par de pontos da reta de inclinação m e ao par de pontos 
correspondentes da reflexão dessa reta pela reta y = x.] 


13. Suponha que fe g sejam funções crescentes. Determine 
qual(is) das funções f(x) + ex), fO)g(x) e f(g(x)) também 
deve(m) ser crescente(s). 


14. Suponha que f e g sejam funções injetoras. Determine 
qual(is) das funções f(x) + g(x), fex) e f(e(x) também 
deve(m) ser injetora(s). 


15-26 Encontre dy/dx. W 


15. y= e” 16. y= e? 
17. y=xve 18. y= e!” 
19. y= e 20. y= sen (e) 
e* pe 
21. y=e'ts* 2 y= 
lnx 
23, ym e 24. y = exp(V1 + 5x3) 
25. y= ln (1 — xe) 26. y= ln (cos e) 


27-30 Encontre f'(x) pela Fórmula (7) e, então, por derivação lo- 
garítmica. E 


27. J= 
29. fx) =m 


28. fx) = 3~* 

30. f(x) = nº 

31-35 Encontre dy/dx usando o método da derivação logarítmica. EB 
31. y= (Q — 2x)"* 32. y =p 

33. y= (nt 34. y= +3 


35. y= (Inx)"* 


36. (a) Explique por que a Fórmula (5) não pode ser usada para 
encontrar (d/dx)[x"]. 
(b) Encontre essa derivada por derivação logarítmica. 


37-42. Encontre dy/dx usando qualquer método. W 


37. y=(º 20 + De 38. y= (2x — 2x + De 
39. y = (x? + v/x)3* 40. y = (x? + 3/⁄x)5* 
41. y= 43 senx—e* 42. y= 2cos x+n x 
43-58 Encontre dy/dx. W 

x+1 
43. y= arc sen (3x) 44. y= arc cos 7 
45. y= arc sen (1/x) 46. y= arc cos (cos x) 
47. y= arctg (º) 48. y = arc sec (x°) 

1 
49. y= (tg x)! 50. y= 
arc tg x 

51. y= e arc sec x 52. y= ln(arc cos x) 
53. y= arc sen x + arc cos x 54. y= x(arc sen x)” 


55. y= arc sec x + arc cossecx 56. y= arc cossec (e”) 
57. y= arc cotg (x) 58. y= varc cotg x 


59-62 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


59. Se uma função y = f(x) satisfaz dy/dx = y, então y = e. 


60. Se y = f(x) for uma função tal que dy/dx é uma função rcional, 
então f(x) também é uma função racional. 


d 
61. a o 
ga 0D = ap 


62. Podemos concluir, pelas derivadas de arc sen x e arc cos x, que 
arc sen x + arc cos x é constante. 


63. (a) Use a Fórmula (2) para provar que 
a [ tg x] =—1 
age cotg x)] = 


(b) Use a parte (a) anterior, a parte (a) do Exercício 50 na Se- 
ção 0.4 e a regra da cadeia para mostrar que 


g [arc cotg x] 
Kani PES 
dx g 


I+ 
com —% < x < +00, 
(c) Conclua da parte (b) que 
d [ iu 1 du 
— [arc co Z= 
dx 5u 1 +u? dx 


com —% < u < +00, 
64. (a) Use a parte (c) do Exercício 50 na Seção 0.4 e a regra da 


cadeia para mostrar que 


d 
— [arc cossec x] = — 
dx 


1 
|x|vx2? — 1 


com 1 < |x]. 


(b) Conclua da parte (a) que 


1 du 
julv/u2 — 1 dx 


d 
— [arc cossec u] = — 
dx 


com 1 < Jul. 

(c) Use a equação (11) da Seção 0.4 e as partes (b) e (c) do 
Exercício 50 daquela seção para mostrar que, se |x| > 1, 
então arc sec x + arc cossec x = 7/2. Conclua da parte (a) 
que 


d 1 
— [arc sec x] = 


dx lxiv/x2? — 1 


(d) Conclua da parte (c) que 


d 1 du 
— [arc sec u] = 


dx lux] = 1 dx 


65-66 Encontre dy/dx por derivação implícita. EM 


65. 
67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.3 


L +xarctgy= 2 66. arc sen (xy) = arc cos (x — y) 


(a) Mostre que f(x) = x? — 3x? + 2x não é injetora em 
(—%, +00). 

(b) Encontre o maior valor de k, tal que f é injetora no interva- 
lo (—k, k). 


(a) Mostre que f(x) = x* — 2x não é injetora em (—%, 400). 
(b) Encontre o menor valor de k, tal que f é injetora no interva- 
lo [k, +0). 
Sejafl)=x+x)+1,0<x<2. 
(a) Mostre que f é injetora. 
(b) Seja gœ) = f7! (x) e defina F(x) = f(28(x)). Encontre uma 
equação para a reta tangente a y = F(x) em x = 3. 
4 — 2 
Seja f(x) = ApH =x) x 
x 
(a) Mostre que f é injetora. 
(b) Seja g(x) = f”!(x) e defina F(x) = f([g(x)]). Encontre 
F' (3). 
Mostre que, para quaisquer constantes A e k, a função y = Ae” 
satisfaz a equação dy/dt = ky. 


> 0. 


Mostre que, para quaisquer constantes A e B, a função 
y = Ae™ + Be“ 
satisfaz a equação 


y! +2y'—8y=0 


Mostre que 
(a) y= xe “satisfaz a equação xy' = (1 — x)y. 
(b) y= xe™’? satisfaz a equação xy' = (1 — 2). 


Mostre que a taxa de variação de y = 100º em relação a x 
é proporcional a y. 


75. 


76. 
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Suponha que a percentagem P(t) de lares dos Estados Unidos 
com acesso à Internet por meio de banda larga seja modelada por 


5300 


PO) = 
O = 53747 mien 


em que t é o número de anos decorridos depois de um levanta- 

mento inicial feito em 2007. 

(a) Use um recurso computacional para traçar o gráfico de 
P(t). 

(b) Descreva o que acontece com a percentagem ao longo do 
tempo. Confira sua conclusão calculando lim, o: P(t). 

(c) O que acontece com a taxa do crescimento dos lares com 
esse acesso ao longo do tempo? Confira sua conclusão tra- 
çando o gráfico de P'(1). 


Suponha que a população de bactérias aeróbicas em um peque- 
no lago seja modelada pela equação 


60 


P(t) = >——— 
(1) 5+7em! 


onde P(t) é a população (em bilhões) t dias depois da observa- 

ção inicial no tempo t =0. 

(a) Use um recurso computacional para fazer o gráfico da 
função P(t). 

(b) Descreva o que acontece com a população no decorrer do 
tempo. Verifique sua conclusão encontrando lim,-. po: P(t). 

(c) Descreva o que acontece com a taxa de crescimento po- 
pulacional no decorrer do tempo. Verifique sua conclusão 
fazendo o gráfico de P'(1). 


77-82 Encontre o limite dado interpretando a expressão como uma 
derivada apropriada. E 


77. 


79. 


81. 


82. 
83. 


3x q 2 =i 
lim É 78. lim RA 
x>0 x x>0 x 

10" — 1 tg (1 + h) — 7/4 
lim 9 80. lim agU tD 
h>0 h h>0 h 

2 

9 [are sen (£+ x)| — r? 
lim 
Ax>0 Ax 
`. 3aresecw— 7 
lim ————— 


w—2 

Suponha que um rolamento de aço seja largado num recipiente 
com um fluido e comece a afundar. De acordo com um mode- 
lo, a velocidade v(t) (em m/s) do rolamento decorridos t se- 
gundos depois de ser largado é dada pela fórmula 


w>2 


v(t) = Sa — et) 


em que k é uma constante positiva que corresponde à resistên- 
cia que o fluido oferece ao movimento do rolamento. (Quanto 
menor o valor de k, mais fraca é essa resistência.) Com t fixa- 
do, determine o valor limite da velocidade quando k—>0* e dê 
uma interpretação física desse limite. 


2. (a) sim (b) não (c) não (d) sim 


3. (a) e (b) 7*ln7 ()-e sene + 1) (d) 3-2 
(x) = e” . (3x2 + 1) > 0 com qualquer x. 
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3.4 TAXAS RELACIONADAS 


Figura 3.4.1 


Nesta seção, estudaremos problemas de taxas relacionadas. Nesses problemas, tentamos 
encontrar a taxa segundo a qual certa quantidade está variando em relação a outras, cujas 
taxas de variação são conhecidas. 


E DERIVANDO EQUAÇÕES PARA RELACIONAR TAXAS 

A Figura 3.4.1 mostra um líquido escoando através de um filtro cônico. À medida que o lí- 
quido escoa, seu volume V, a altura h e o raio r são funções do tempo decorrido t e, em cada 
instante, essas variáveis estão relacionadas pela equação 


T 
V ==r’h 
a 


Se estivéssemos interessados em encontrar a taxa de variação do volume V em relação 
ao tempo t, poderíamos começar derivando ambos os lados dessa equação em relação a t 


para obter 
h h 
Et mine | ne 
dt 3 dt dt 3 dt dt 


Assim, para encontrar dV/dt em um instante específico t a partir dessa equação, precisaría- 
mos ter os valores de r, h, dh/dt e dr/dt naquele instante. Esse tipo de problema é chamado 
de problema de taxas relacionadas, porque o objetivo é encontrar uma taxa de variação 
desconhecida relacionando-a a outras variáveis cujos valores e taxas de variação no instante 
t são conhecidos ou podem ser encontrados de alguma maneira. Comecemos com um exem- 
plo simples. 


> Exemplo 1 Suponha que x e y sejam funções diferenciáveis de t relacionadas pela equa- 
ção y = x°. Encontre dy/dt no instante t = | se x = 2 e dx / dt = 4 no instante t = 1. 


Solução Usando a regra da cadeia para derivar ambos os lados da equação y = x° em rela- 
ção a t, obtemos 
dy dx 


d 3 2 
Z E = 3y 
dt Est É di 


Assim, o valor de dy/dt no instante t = 1 é 


dy 
dt 


=12.4=48 4 


t=1 


d 
= ams 
dt 


t=1 


Arni Katz /Phototake 
Óleo derramado de um navio-tanque 


defeituoso. 


Óleo 
espalhado 


(GE > 


r 


x 


Figura 3.4.2 


ADVERTÊNCIA 


A palavra “Depois”, no Passo 5, foi es- 
crita em itálico porque é um erro co- 
mum substituir os valores numéricos 
antes de efetuar a derivação. Assim, 
no Exemplo 2, se tivéssemos substi- 
tuído o valor conhecido de r = 60 em 
(1) antes de derivar, teríamos obtido 
dA/dt = 0, o que é obviamente errado. 
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> Exemplo 2 Suponhamos que o óleo derramado através da ruptura de um navio-tanque se 
espalhe em uma forma circular cujo raio cresce a uma taxa constante de 2 metros por minuto. 
Com que velocidade a área do derramamento está crescendo quando seu raio for de 60 metros? 


Solução Sejam 
t = segundos decorridos a partir do instante do derramamento 
r = raio do derramamento em metros após t minutos 
A = área do derramamento em metros quadrados após t minutos 


(Figura 3.4.2). Conhecemos a taxa segundo a qual o raio está crescendo e queremos encontrar 


aquela na qual a área está crescendo no instante em que r = 60; isto é, queremos encontrar 
dA dr ; 
= dado que — = 2m/min 
dt | 60 dt 


Isso sugere que procuremos uma equação relacionando A a r que possamos derivar em rela- 
ção a t para obter uma relação entre dA/dt e dr/dt. No entanto, A é a área de um círculo de 
raio r, portanto 


A=7r a) 
Derivando ambos os lados de (1) em relação a t, obtemos 
dA 2 dr 2) 
— = dar — 
dt dt 


Assim, quando r = 60, a área do derramamento está crescendo à taxa de 


dA 
T = 2x (60) (2) = 2407 m?/min ~ 754 m? /min <4 
r=60 


Com variações mínimas, o método usado no Exemplo 2 pode ser utilizado para resol- 


ver uma variedade de problemas de taxas relacionadas. O método consiste em cinco passos, 
especificados a seguir. 


Uma Estratégia para Resolver Problemas de Taxas Relacionadas 


Passo 1 Associe uma letra a cada quantidade que varia com o tempo e às demais que 
possam ser relevantes ao problema. Dê uma definição para cada letra. 


Passo 2 Identifique as taxas de variação que são conhecidas e a taxa de variação que 
deve ser encontrada. Interprete cada taxa como uma derivada. 


Passo 3 Encontre uma equação que relacione as variáveis cujas taxas de variação foram 
identificadas no Passo 2. Para isso, muitas vezes é conveniente esboçar uma fi- 
gura devidamente etiquetada que ilustre as relações. 


Passo 4 Derive ambos os lados da equação obtida no Passo 3 em relação ao tempo para 
obter uma relação entre as taxas de variação conhecidas e a taxa de variação des- 
conhecida. 


Passo 5 Depois de completar o Passo 4, substitua todos os valores conhecidos das taxas 
de variação e das variáveis, e só então resolva a equação para a taxa de variação 
desconhecida. 
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Base do batedor 


Figura 3.4.3 


A quantidade 


dx 
dt |,=20 


é negativa porque x é decrescente 
em relação a t. 


Base do batedor 


Figura 3.4.4 


Ângulo de 
elevação 


| 


|«—— 3.000 pás 
Câmera Rampa de 
lançamento 


Figura 3.4.5 


> Exemplo 3 Uma quadra de beisebol é um quadrado cujos lados medem 90 pés (Figura 
3.4.3). Suponha que um jogador correndo da segunda para a terceira base tenha uma veloci- 
dade de 30 pés/s no instante em que está a 20 pés da terceira base. Qual é a taxa de variação 
da distância do jogador à base do batedor naquele instante? 


Solução E dada uma velocidade constante com a que o jogador se aproxima da terceira 
base, e queremos encontrar a taxa de variação da distância entre o jogador e a base do batedor 
em um dado instante. Assim, tomamos 


t = segundos decorridos desde que o jogador deixou a segunda base 
x = distância do jogador até a terceira base (em pés) 
y = distância do jogador até a base do batedor (em pés) 
(Figura 3.4.4). Assim, queremos encontrar 
2 pen sabendo que = n = —30 pés/s 


Conforme sugere a Figura 3.4.4, uma equação relacionando as variáveis x e y pode ser obtida 
a partir do Teorema de Pitágoras: 


L +90 =y (3) 
Derivando ambos os lados dessa equação em relação a t, obtemos 
d d 
2x E em 2y Ee 
dt dt 
do que segue 
dy xdx 
dt ydt (4) 


Quando x = 20, tem-se, a partir de (3), que 


y = y 20? + 902 = 8500 = 10,85 


assim, (4) resulta em 


dl DO po DA 
dt PE 10,/85 85 


O sinal negativo na resposta nos diz que y é decrescente, o que fisicamente faz sentido a partir 
da Figura 3.4.4. «4 


6,51 pés/s 


> Exemplo 4 Na Figura 3.4.5, mostramos uma câmera montada em um ponto a 3.000 pés 
da base de uma plataforma de lançamento de um foguete. Se o foguete estiver subindo ver- 
ticalmente a 880 pés/s quando estiver 4.000 pés acima da plataforma de lançamento, quão 
rápido deve mudar o ângulo de elevação da câmera naquele instante para que se mantenha 
apontada para o foguete? 


Solução Sejam 
t = segundos decorridos a partir do instante do lançamento 
& = ângulo de elevação da câmera em radianos, após t segundos 
h = altura do foguete em pés, após 1 segundos 


(Figura 3.4.6). Em cada instante, a taxa segundo a qual o ângulo de elevação da câmera deve 
variar é d/dt, e a taxa segundo a qual o foguete está subindo é dh /dt. Queremos encontrar 


Foguete 


|«—— 3.000 pés —— 
Câmera 


Figura 3.4.6 


2:000 4.000 


da 000 
Figura 3.4.7 


F 
| 16 cm 
y 
Funil que | 
segura o filtro o 


Figura 3.4.8 


7 


O mesmo volume foi drenado, mas a 
variação em altura é maior próximo 
da base do que próximo do topo. 


4 


Figura 3.4.9 
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d dh 
id dado que — 


= 880 pés/s 
dt |h=4000 É |n=4000 


A partir da Figura 3.4.6, vemos que 


tg é (5) 


o h 
3000 
Derivando ambos os lados de (5) em relação a t, obtemos 


do 1l dh 


2 ade] 
Cee el r 000 di 


(6) 


Quando h = 4000, segue que 


5000 5 


(sec É ini “3000 3 


(ver Figura 3.4.7), de modo que, por (6), 


5\° dọ 
(Ja 
do 

dt 


1 22 
-= - 880 = 
3000 75 


h=4000 


22 9 66 
= — = 0,11 rad/s ~ 


Sa a RE 6,05 graus/s <4 


h=4000 


> Exemplo 5 Suponha que um líquido deva ser purificado por decantação através de um 
filtro cônico com 16 cm de altura e raio de 4 cm no topo (Figura 3.4.8). Suponha também que 
o líquido seja forçado a escoar para fora do cone a uma taxa constante de 2 cm? /min. 


(a) A profundidade do líquido irá decrescer a uma taxa constante? Dê um argumento infor- 
mal que justifique sua conclusão. 


(b) Encontre uma fórmula que expresse a taxa de variação da profundidade do líquido em 
termos de profundidade e use-a para determinar se sua conclusão em (a) está correta. 


(c) Com que taxa está variando a profundidade do líquido no instante em que a profundi- 
dade for de 8 cm? 


Solução (a) Para que o volume do líquido decresça por uma quantidade fixa, requer-se 
um maior decréscimo em profundidade quando o cone está quase vazio do que quando está 
quase cheio (Figura 3.4.9). Isso sugere que, para o volume decrescer a uma taxa constante, a 
profundidade deve decrescer a uma taxa crescente. 


Solução (b) Sejam 
t = tempo decorrido a partir da observação inicial (min) 
V = volume do líquido no cone no instante de tempo t (cm?) 
y = profundidade do líquido no cone no instante de tempo t (cm) 
r = raio da superfície do líquido no instante t (cm). 


(Figura 3.4.8). Em cada instante, a taxa segundo a qual o volume de líquido está variando 
é dV/dt, e a taxa segundo a qual a profundidade está variando é dy/dt. Queremos expressar 
dy/ dt em termos de y, dado que dV/dt tem um valor constante de dV/dt = —2. (Devemos usar 
o sinal menos aqui porque V decresce quando t cresce.) 

A partir da fórmula para o volume de um cone, o volume V, o raio r e a profundidade y 
estão relacionados por 


V = inr?y (7) 
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Se derivarmos ambos os lados de (7) em relação a t, o lado direito irá envolver a quantidade 
dr/dt. Uma vez que não temos uma informação direta sobre dr/dt, é desejável eliminar r de 
(7) antes de derivar. Isso pode ser feito usando semelhança de triângulos. A partir da Figura 
3.4.8, vemos que 


Substituindo essa expressão em (77) obtemos 


Ts 


V = — 8 
78? (8) 
Derivando ambos os lados de (8) em relação a t, obtemos 
dV x dy 
= 3y? 
dt 48 ( 7 2) 
ou 
d 16 dV 16 32 
= = (-)= (9) 


dt ny? dt ny ny? 
a qual expressa dy/dt em termos de y. O sinal de menos nos diz que y decresce com o tempo, e 
dy| _ 32 
dt| my? 


nos diz o quão rápido y decresce. A partir dessa fórmula, vemos que |dy/dt| cresce quando y 
decresce, o que confirma nossa conjectura em (a) de que a profundidade do líquido decresce 
a uma taxa crescente quando ele escoa através do filtro. 


Solução (c) A taxa segundo a qual a profundidade está variando quando for de 8 cm pode 
ser obtida de (9) com y = 8: 
dy 32 1 
dt| s  m8) 2x 


x —0,16 cm/min «4 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.4 (Ver página 211 para respostas.) 


dA 


d 
1. Ane m = 3, encontre —— . 
dt dt |=10 


dA dx 

2. SeA =x e — = 3, encontre — ; 
dt dt |=10 

3. Uma escada de 3 m está apoiada em um chão horizontal e uma 

parede vertical. Use x para denotar a distância ao longo do chão 


da parede até o pé da escada e y para denotar a distância ao lon- 


EXERCÍCIOS 3.4 


go da parede do chão até o topo da escada. Se o pé da escada 
é arrastado para longe da parede, encontre uma equação que 
relacione as taxas de variação de x e de y em relação ao tempo. 


- Suponha que um bloco de gelo com formato de cilindro circu- 


lar reto derreta de tal modo que mantém sua forma cilíndrica. 
Encontre uma equação que relacione a taxa de variação do vo- 
lume (V), a altura (h) e o raio (r) desse bloco de gelo. 


1-4 Tanto x quanto y denotam funções de t que estão relacionadas 
pela equação dada. Use essa equação e a informação sobre a deriva- 
da para encontrar a derivada especificada. E 
1. Equação: y = 3x + 5. 
(a) Dado que dx/dt = 2, encontre dy/dt quando x = 1. 
(b) Dado que dy/dt = —1, encontre dx/dt quando x = 0. 


2. Equação: x + 4y = 3. 


(a) Dado que dx/dt = 1, encontre dy/dt quando x = 2. 
(b) Dado que dy/dt = 4, encontre dx/dt quando x = 3. 


3. Equação: 4x? + 9y? = 1. 


(a) Dado que dx/dt = 3, encontre dy/dt quando 
=(1 
(9) = (2 z5) 
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(b) Dado que dy/dt = 8, encontre dx/dt quando 10. Suponha que z = xy”, onde x e y estão variando com o tempo. 
= (1 45 Em um certo instante, quando x = 1 e y = 2, x está decrescendo 
(x, y) 3º 9 . . 
a uma taxa de 2 unidades/s e y está crescendo a uma taxa de 3 
unidades/s. Com que rapidez z estará variando naquele instan- 
te? z é crescente ou decrescente? 


4. Equação: x? + y? = 2x + 4y. 
(a) Dado que dx/dt = —5, encontre dy/dt quando (x, y) = (3, 1). 
(b) Dado que dy/dt = 6, encontre dx/dt quando 
(œ, y) = (1 +v2,2 + v3). 11. O ponteiro dos minutos de um relógio tem 4 cm de compri- 
mento. Começando do momento em que está apontando dire- 
tamente para cima, com que rapidez estará variando a área do 
| ENFOCANDO CONCEITOS | CONCEITOS setor que é varrido por ele durante uma revolução? 
5. Seja À a área de um quadrado cujos lados têm comprimento 12 
x e suponha que x varie com o tempo t. 
(a) Faça uma figura do quadrado com os dados A e x colo- 
cados apropriadamente. 
(b) Escreva uma equação que relacione A e x. 


« Uma pedra jogada em um lago produz uma onda circular, cujo 
raio cresce a uma taxa constante de 1 m/s. Com que rapidez 
estará variando a área englobada pela onda crescente ao final 
de 10 segundos? 


(c) Use a equação de (b) para encontrar uma equação que 13. Pela ruptura de um navio-tanque, uma mancha de óleo espalha- 
relacione dA /dt e dx/dt. -se em forma de um círculo cuja área cresce a uma taxa cons- 
(d) Em um certo instante, os lados medem 3 cm e crescem tante de 6 km?/h. Com que rapidez estará crescendo o raio da 
a uma taxa em 2 cm/min. Com que rapidez a área está mancha quando a área for de 9 km?? 
asa Raoni ques dns 14. Um balão esférico é inflado de tal forma que seu volume cres- 
6. Em (a) a (d), seja A a área de um círculo de raio r e suponha ce a uma taxa de 3 cm?/min. Com que rapidez o diâmetro do 
que r cresça com o tempo t. balão estará crescendo quando o raio for de 1 cm? 


(a) Faça uma figura do círculo colocando A e r apropriada- 
mente. 

(b) Escreva uma equação que relacione A e r. 

(c) Use a equação de (b) para encontrar uma equação que 


15. Um balão esférico é esvaziado de tal forma que seu raio de- 
cresce a uma taxa constante de 15 cm/min. Com que taxa o ar 
estará sendo removido quando o raio for de 9 cm? 


relacione dA /dt e dr/dt. 16. Uma escada de 1,7 m está apoiada em uma parede. Se sua base 
(d) Em certo instante, o raio é 5 cm e está crescendo a uma for puxada ao longo do chão, afastando-se da parede a uma 
taxa de 2 cm/s. Com que rapidez a área está crescendo taxa constante de 0,5 m/s, com que rapidez o topo da escada 
naquele instante? estará se movendo para baixo na parede quando estiver 0,8 m 


. En . acima do solo? 
7. Seja Vo volume de um cilindro de altura h e raio r, e supo- 


nha que h e r variem com o tempo. 17. Uma escada de 1,3 m está apoiada em uma parede. Se seu topo 
(a) Como estão relacionadas dV/dt, dh/dt e dr/dt? desliza sobre a parede para baixo a uma taxa de 0,2 m/s, com 
(b) Em certo instante, a altura é de 6 cm e está crescendo a que rapidez a base da escada estará se afastando da parede 
1 cm/s, enquanto o raio é de 10 cm e está decrescendo quando o topo estiver 0,5 m acima do chão? 
a Mems; Com que Tapidez:o volume esta variando fia- 18. Uma prancha de 10 m está apoiada em uma parede. Se, em um 


quele instante? O volume está crescendo ou decrescen- 


d le instante? certo instante, sua base está a 2 m da parede e sendo empurrada 
o naquele instante? 


em direção a esta a uma taxa de 0,5 m/s, com que rapidez esta- 

8. Seja / o comprimento da diagonal de um retângulo cujos rá crescendo o ângulo agudo que a prancha faz com o solo? 
lados têm comprimentos x e y, e suponha que x e y variem 
com o tempo. 

(a) Como estão relacionadas dl/dt, dx/dt e dy/dt? 

(b) Se x está crescendo a uma taxa constante de } cm/s e y 
está decrescendo a uma taxa constante de : cm/s, com 
que rapidez o comprimento da diagonal estará variando 
quando x = 3 cm e y = 4 cm? A diagonal está crescen- 
do ou está decrescendo naquele instante? 20. Um foguete subindo verticalmente é acompanhado por uma es- 

tação de radar no solo a 5 km da rampa de lançamento. Com 
que rapidez o foguete estará subindo quando sua altura for de 4 
km e sua distância da estação do radar estiver crescendo a uma 


19. Uma quadra de softball é um quadrado cujos lados medem 60 
pés de comprimento. Suponha que um jogador correndo da pri- 
meira para a segunda base tenha uma velocidade de 25 pés/s 
no instante em que está a 10 pés da segunda base. Com que 
taxa estará variando a distância do jogador à base do batedor 
naquele instante”? 


9. Seja 6 (em radianos) um ângulo agudo de um triângulo re- 
tágulo, e sejam x e y, respectivamente, os comprimentos 
dos lados adjacente e oposto a 0. Suponha, também, que x e 


. taxa de 2000 km/h? 
y variem com o tempo. 
(a) Como se relacionam d0/dt, dx/dt e dy/dt? 21. Para a câmera e o foguete da Figura 3.4.5, a que taxa estará 
(b) Em um certo instante, x = 2 unidades e está crescendo variando a distância entre câmera e foguete quando ele estiver 
1 unidade/s, enquanto y = 2 unidades e está decres- a 4.000 pés de altura e subindo verticalmente a 880 pés/s? 


cendo } unidade/s. Com que rapidez 0 estará variando 
naquele instante? 6 está crescendo ou decrescendo na- 
quele instante? 


22. Para a câmera e o foguete da Figura 3.4.5, a que taxa estará 
subindo o foguete quando o ângulo de elevação for de 7/4 ra- 
dianos e se estiver crescendo a uma taxa de 0,2 rad/s? 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Cálculo 


Um satélite está em uma órbita elíptica em torno da Terra. A 
sua distância r (em milhas) do centro da Terra é dada por 


= 4995 
= 1 +0,12cos8 


onde 6 é o ângulo medido do ponto da órbita mais próximo da 

superfície da Terra (veja a figura abaixo). 

(a) Encontre a altitude do satélite no perigeu (ponto mais pró- 
ximo da superfície da Terra) e no apogeu (ponto mais dis- 
tante da superfície da Terra) usando 3.960 milhas como o 
raio da Terra. 

(b) No instante em que 0 for 120º, o ângulo 0 está crescendo 
a uma taxa de 2,7º /min. Encontre a altitude do satélite e 
a taxa segundo a qual a altitude estará variando naquele 
instante. Expresse a taxa em unidades de milhas /min. 


Apogeu Perigeu 


Figura Ex-23 


Um avião está voando horizontalmente a uma altitude cons- 

tante de 4.000 pés acima de um ponto de observação fixo (ver 

figura abaixo). Em um certo instante, o ângulo de elevação 0 é 

de 30º e está decrescendo, enquanto a velocidade do avião é de 

300 milhas /h. 

(a) Com que velocidade estará O decrescendo naquele instan- 
te? Expresse o resultado em graus por segundo. 

(b) Com que rapidez estará variando a distância entre o avião 
e o ponto de observação naquele instante? Expresse o re- 
sultado em pés/s. Use 1 milha = 5.280 pés. 


Figura Ex-24 


Um tanque de água cônico com o vértice para baixo tem um 
raio de 10 m no topo e uma altura de 24 m. Se a água fluir den- 
tro do tanque a uma taxa de 20 m?/min, com que velocidade 
sua profundidade estará crescendo quando ela tiver 16 m de 
profundidade? 


Grãos caem de uma calha de escoamento a uma taxa de 8 m”/ 
min, formando uma pilha cônica cuja altura é sempre o dobro de 
seu raio. Com que rapidez a altura da pilha estará crescendo no 
momento em que sua altura for de 6 m? 


Areia cai de uma calha de escoamento formando uma pilha cô- 
nica cuja altura é sempre igual ao diâmetro. Se a altura crescer 
a uma taxa constante de 5 pés/min, a que taxa a areia estará 
escoando quando a pilha tiver 10 pés de altura? 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Trigo está saindo através de uma calha de escoamento a uma taxa 
de 10 pés” /min e caindo em uma pilha cônica cujo raio da base é 
sempre a metade da altura. Com que rapidez estará aumentando 
a circunferência da base quando a altura da pilha for de 8 pés? 


Um avião está subindo a um ângulo de 30º com a horizontal. 
Com que rapidez o avião estará ganhando altura se sua veloci- 
dade for de 500 milhas por hora? 


Um bote é puxado para uma doca por meio de uma corda liga- 
da a uma polia na doca (ver figura abaixo). A corda está ligada 
à proa do bote em um ponto 10 pés abaixo da polia. Se a corda 
for puxada através da polia a uma taxa de 20 pés/min, com que 
taxa o bote estará se aproximando da doca quando restarem 
125 pés de corda? 


Polia 
Bote 


Doca Figura Ex-30 

Para o bote do Exercício 30, com que rapidez a corda deve ser 
puxada se quisermos que o bote se aproxime da doca a uma taxa 
de 12 pés/min, no instante em que restarem 125 pés de corda? 


Um homem com seis pés de altura está caminhando a uma taxa 

de 3 pés por segundo em direção a um poste de iluminação, 

com 18 pés de altura (ver figura a seguir). 

(a) A que taxa está variando o comprimento da sombra? 

(b) Com que rapidez está se movendo a extremidade de sua 
sombra? 


Figura Ex-32 


Um farol faz uma revolução a cada 10 s e está localizado em 
um navio, ancorado a 4 km de uma praia reta. Com que rapidez 
o facho de luz do farol estará se movendo ao longo da praia 
quando fizer com ela um ângulo de 45º? 


Um avião está voando a uma altitude constante e com uma ve- 
locidade constante de 600 km/h. Um míssil antiaéreo é dis- 
parado em uma linha reta perpendicular à trajetória de voo do 
avião, de tal forma que irá atingi-lo em um ponto P (ver figura 
abaixo). No instante em que o avião está a 2 km do ponto de 
impacto, o míssil está a 4 km dele e voando a 1.200 km/h. Na- 
quele instante, com que rapidez estará decrescendo a distância 
entre o míssil e o avião? 


P 


O 


Figura Ex-34 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.4 


Resolva o Exercício 34 considerando a hipótese de que o ân- 
gulo entre as duas trajetórias de voo seja de 120º em vez de 
perpendicular. [Sugestão: Use a lei dos cossenos.] 


Um helicóptero está voando em direção ao norte a 100 km/h 

e a uma altitude constante de 0,5 km. Abaixo, um carro viaja 

para o oeste em uma estrada a 75 km/h. No momento em que o 

helicóptero cruza a estrada, o carro está 2 km a leste dele. 

(a) Com que velocidade estará mudando a distância entre o 
carro e o helicóptero no momento em que o helicóptero 
cruza a estrada? 

(b) Naquele momento, a distância entre o carro e o helicóptero 
estará crescendo ou decrescendo? 


Uma partícula move-se ao longo de uma curva cuja equação é 


xy? 


+72 5 


Suponha que a coordenada x esteja crescendo a uma taxa de 

6 unidades por segundo quando a partícula estiver no ponto 

(1,2). 

(a) Com que taxa estará variando a coordenada y do ponto na- 
quele instante? 

(b) Naquele instante, a partícula estará subindo ou descendo? 


Um ponto P move-se ao longo de uma curva cuja equação é 
y = vx? + 17. Quando P está em (2, 5), y está crescendo a 
uma taxa de 2 unidades por segundo. Com que rapidez x está 
variando? 


Um ponto P está movendo-se ao longo de uma reta cuja equa- 
ção é y = 2x. Com que rapidez estará variando a distância entre 
Peo ponto (3, 0) no instante em que P estiver em (3, 6) se x 
estiver decrescendo a uma taxa de 2 unidades por segundo, na- 
quele instante? 


Um ponto P move-se ao longo de uma curva cuja equação é 

y = «/x. Suponha que x esteja crescendo a uma taxa de 4 uni- 

dades por segundo quando x = 3. 

(a) Com que rapidez estará variando a distância entre Pe o 
ponto (2, 0) naquele instante? 

(b) Com que rapidez estará variando o ângulo de inclinação 
do segmento de reta de P a (2, 0) naquele instante? 


Uma partícula move-se ao longo da curva y = x/(x? + 1). En- 
contre todos os valores de x nos quais a taxa de variação de x 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 
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em relação ao tempo é três vezes a de y. [Suponha que dx / dt 
nunca é nula. ] 


Uma partícula move-se ao longo da curva 16x? + 9y? = 144, 
Encontre todos os pontos (x, y) nos quais as taxas de variação 
de x e de y em relação ao tempo são iguais. [Suponha que dx/dt 
e dy/dt nunca são nulas no mesmo ponto.] 


A equação das lentes finas em Física é 


onde s é a distância do objeto à lente, S é a distância da imagem 
à lente e fé a distância focal da lente. Suponha que uma certa 
lente tenha um comprimento focal de 6 cm e que um objeto se 
move em direção a ela a uma taxa de 2 cm/s. Com que rapidez 
estará variando a distância da imagem no instante em que o ob- 
jeto estiver a 10 cm da lente? A imagem estará se afastando ou 
se aproximando da lente? 


Água está sendo armazenada em um reservatório cônico (vérti- 
ce para baixo). Supondo que a água evapora a uma taxa propor- 
cional à área da superfície exposta ao ar, mostre que sua pro- 
fundidade irá decrescer a uma taxa constante que não depende 
das dimensões do reservatório. 


Um meteorito entra na atmosfera da Terra e queima a uma taxa 
que, em cada instante, é proporcional à área de sua superfície. 
Supondo que o meteorito é sempre esférico, mostre que o raio 
decresce a uma taxa constante. 


Em um relógio, o ponteiro dos minutos tem 4 cm de compri- 
mento e o das horas, 3 cm. Com que rapidez estará variando a 
distância entre as extremidades do ponteiro às 9 horas? 


Café está sendo derramado a uma taxa uniforme de 20 cm*/s 
em uma xícara em forma de cone truncado (ver figura abaixo). 
Se os raios superior e inferior da xícara forem de 4 e 2 cm e a 
altura for de 6 cm, com que rapidez estará subindo o nível de 
café quando ele estiver na metade da xícara? [Sugestão: Esten- 
da a xícara para baixo para formar um cone.] 


Figura Ex-47 


1. 60 


dV dr 


2. Jg =0 4 


dh 
52 


= 2nrh Hm 


20 dt dt dt dt dt 
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3.5 APROXIMAÇÃO LINEAR LOCAL; DIFERENCIAIS 


q 


Ampliando partes do 
gráfico de y = x° + 1 


Figura 3.5.1 


Figura 3.5.2 


Nesta seção, mostraremos como as derivadas podem ser utilizadas para aproximar funções 
não lineares por funções lineares. Até aqui, interpretamos dy/dx como uma única entidade 
que representa a derivada. Nesta seção, definiremos as quantidades dx e dy por si sós, 
permitindo, assim, interpretar dy/dx como uma razão autêntica. 


Lembre, da Seção 2.2, que se uma função f for diferenciável em xo, então uma porção suficien- 
temente ampliada do gráfico de f centrada no ponto P(xo, f(xo)) tem a aparência de um segmen- 
to de reta. Isso é ilustrado na Figura 3.5.1 em vários pontos do gráfico de y = x? + 1. Por essa 
razão, costuma-se dizer que uma função diferenciável em xo é localmente linear em xo. 

A reta que melhor aproxima o gráfico de f na vizinhança de P(xo, f (xo)) é a reta tangente 
ao gráfico de fem xo, dada pela equação 


y = f x0) + f'o) — xo) 


[ver Fórmula (3) da Seção 2.2]. Assim, para valores de x próximos de xo, podemos aproximar 
os valores de f(x) por 


TO) = flo) + f(xo)lx — xo) (1) 


Isso é denominado aproximação linear local de fem xo. Essa fórmula também pode ser ex- 
pressa em termos do incremento Ax = x — xo como 


Fo + Ax) = flo) + fo) Ax (2) 


> Exemplo 1 
(a) Encontre a aproximação linear local de f(x) = x em xo = 1. 


(b) Use a aproximação linear local obtida em (a) para aproximar ~ 1,1 e compare sua apro- 
ximação com o resultado obtido com uma calculadora. 


Solução (a) Como f(x) = 1/(2,/x), tem-se, a partir de (1), que a aproximação linear lo- 
cal de «/x no ponto xo é 


1 
VER 


Assim, a aproximação linear local em xy = 1 é 
Vx=1+5(x—1) (3) 


Os gráficos de y = „/x e da aproximação linear local y = 1 + (x — 1) aparecem na Figura 
3.9.2, 


Solução (b) Aplicando (3) com x = 1,1, obtemos 
VLi=z1+5(11-1)=1,05 


Como a reta tangente y = 1 + Hx — 1) na Figura 3.5.2 está acima do gráfico de f(x) = x, 
poderíamos esperar que essa aproximação fosse um pouco grande demais. Essa expectativa é 
confirmada pela aproximação ~y 1,1 = 1,04881 dada pela calculadora. < 


> Exemplo 2 
(a) Encontre a aproximação linear local de f(x) = sen x em xo = 0. 


(b) Use a aproximação linear local obtida em (a) para aproximar sen 2º e compare sua 
aproximação com o resultado obtido diretamente com uma calculadora. 


Os Exemplos 1 e 2 ilustram ideias 
importantes e não têm o objetivo de 
sugerir que devamos usar aproxima- 
ções lineares locais para cálculos que 
uma calculadora faça com facilidade. 
A principal aplicação da aproximação 
linear local reside nos problemas de 
modelagem, em que ela é útil para 
substituir funções complicadas por 
funções mais simples. 


i I I 
-1,5 -1 -0,5 


Figura 3.5.3 


pailai Diit A 
-0,5 -0,3 -01 | 0,1 0,3 0,5 


E(x) = |sen x- x| 


Figura 3.5.4 
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Solução (a) Uma vez que f'(x) = cos x, tem-se, a partir de (1), que a aproximação linear 
local de sen x no ponto xp é 


sen x = sen xo + (cos xo)(x — xo) 
Assim, a aproximação linear local em xo = 0 é 


sen x = sen O + (cos 0)(x — 0) 
que simplifica para 


senx= x (4) 


Solução (b) Em (4), a variável x está medida em radianos. Assim, devemos primeiro con- 
verter 2º para radianos e, somente depois, aplicar essa aproximação. Como 
2° =2(55) = Š ~ 0,0349066 radianos 
180 90 
segue por (4) que sen 2° ~ 0,0349066. Comparando os dois gráficos na Figura 3.5.3, podería- 


mos esperar que essa aproximação fosse um pouco maior do que o valor exato. A aproxima- 
ção sen 2º ~ 0,0348995 dada pela calculadora mostra que isso realmente ocorre. <4 


E ERRO NA APROXIMAÇÃO LINEAR LOCAL 

Como uma regra geral, a precisão da aproximação linear local de f(x) em xo se deteriora à 
medida que x se afasta de xo. Para ilustrar isso com a aproximação sen x = x do Exemplo 2, 
façamos o gráfico da função 


E(x) = |sen x — x| 


que é o valor absoluto do erro na aproximação (Figura 3.5.4). 

O gráfico na Figura 3.5.4 mostra como cresce o erro na aproximação linear local de 
sen x quando x avança mais para longe de 0, tanto no sentido positivo quanto no sentido ne- 
gativo. O gráfico também nos diz que, para os valores de x entre as duas linhas tracejadas 
verticais, o erro absoluto é menor do que 0,01. Assim, por exemplo, poderíamos usar a apro- 
ximação linear local sen x = x para todos os valores de x no intervalo —0,35 < x < 0,35 (em 
radianos) com a certeza de que a aproximação estará entre +0,01 do valor exato. 


E DIFERENCIAIS 


Quando Newton e Leibniz publicaram suas descobertas de Cálculo, utilizaram notações dis- 
tintas e, assim, acabaram criando uma grande divisão notacional entre a Grã-Bretanha e o 
continente europeu, que durou mais de 50 anos. A notação de Leibniz, a saber, dy/dx, aca- 
bou prevalecendo por naturalmente sugerir fórmulas corretas, como, por exemplo, a regra 
da cadeia: 


dy dy du 
dx du dx 
Até este ponto, sempre interpretamos dy/dx como uma única entidade, representando 
a derivada de y em relação a x; os símbolos “dy” e “dx”, que são denominados diferenciais, 
não tinham sentido algum associado. Nosso próximo objetivo é definir esses símbolos de tal 
modo que dy/dx possa ser tratado como uma autêntica razão. Para isso, vamos considerar 
que f seja diferenciável em um ponto x, definir dx como variável independente que possa ter 
qualquer valor real e definir dy pela fórmula 


= tá 
cp jp (az (5) 
Se dx + 0, então podemos dividir ambos os lados de (5) por dx para obter 
dy 
— = f'() (6) 


dx 
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y= 


Figura 3.5.7 


Figura 3.5.8 


Assim, alcançamos nosso objetivo de definir dy e dx de tal forma que sua razão seja f'(x). 
Dizemos que a Fórmula (5) expressa (6) em forma diferencial. 

Para interpretar (5) geometricamente, observe que f'(x) é a inclinação da reta tangente 
ao gráfico de fem x. As diferenciais dy e dx podem ser vistas como uma correspondente ele- 
vação e avanço dessa reta tangente (Figura 3.5.5). 


> Exemplo 3 Expresse a derivada em relação a x de y = x? em forma diferencial e discuta 
a relação entre dy e dxem x = 1. 


Solução A derivada de y em relação a x é dy/dx = 2x, que pode ser expressa em forma 
diferencial por 

dy = 2x dx 
Tomando x = 1, obtemos 

dy=2 dx 
Isso significa que, se percorrermos a reta tangente à curva y = x° em x = 1, então uma varia- 
ção de dx unidades em x produz uma variação de 2 dx unidades em y. Assim, por exemplo, 


um avanço de dx = 2 unidades produz uma elevação de dy = 4 unidades ao longo da reta 
tangente (Figura 3.5.6). < 


É importante compreender a distinção entre o incremento Ay e a diferencial dy. Para 
ver a diferença, vamos atribuir às variáveis independentes dx e Ax o mesmo valor; logo, dx = 
Ax. Então, Ay representa a variação ocorrida em y quando começamos em x e nos movemos 
ao longo da curva y = f(x) até que sejam percorridas Ax (= dx) unidades na direção x. Já dy 
representa a variação em y que ocorre quando começamos em x e nos movemos ao longo da 
reta tangente até que dx (= Ax) unidades tenham sido percorridas na direção x (Figura 3.5.7). 


> Exemplo 4 Sejay = x. 
(a) Encontre fórmulas para Ay e dy. 


(b) Calcule dy e Ay em x = 4 com dx = Ax = 3. Faça, então, um esboço de y = «/x, mos- 
trando os valores de dy e Ay na figura. 


Solução (a) Com y = f(x) = «/x, obtemos 
Ay = fœ + Ax) — f@) = vx + Ax — yx 
dy 1 . 1 
a Nra assim dy = Ne 
Solução (b) Em x= 4 com dx = Ax = 3, 
Ay = VT — v4 ~ 0,65 


dx 


1 3 
— (3) = > = 0,75 
mAT 4 


A Figura 3.5.8 mostra a curva y = x junto a Ay e dy. «4 


dy = 


E APROXIMAÇÃO LINEAR LOCAL DO PONTO DE VISTA DIFERENCIAL 
Mesmo que Ay e dy sejam geralmente diferentes, a diferencial dy é uma boa aproximação de 
Ay no caso em que dx = Ax esteja próximo de 0. Para isso, lembre, da Seção 2.2, que 
A 
fç)= lim 22 


Ax>0 Ax 


O Michael Newman/PhotoEdit 
Medições na vida real inevitavelmen- 
te têm pequenos erros. 


Observe que o erro de medição será 
positivo se o valor medido for maior 
do que o valor exato e negativo se for 
menor do que o valor exato. O sinal 
do erro propagado transmite uma in- 
formação semelhante. 


Explique por que é razoável uma es- 
timativa de erro entre + 5 centímetro 
para uma régua que é calibrada em 
décimos de centímetros. 
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Segue que, se Ax estiver perto de 0, então teremos f'(x) = Ay/Ax ou, equivalentemente, 
Ay X f'(x)Ax 


Se concordarmos em tomar dx = Ax, então podemos reescrever isso como 
Ay = f'(x)dx = dy (7) 


Em palavras, isso afirma que, para valores de dx próximos de zero, a diferencial dy aproxima 
muito bem o incremento Ay (Figura 3.5.7). E claro que isso deve ser esperado, pois o gráfico 
da reta tangente é a aproximação linear local do gráfico de f. 


E PROPAGAÇÃO DO ERRO EM APLICAÇÕES 
Nas aplicações ao mundo real invariavelmente ocorrem pequenos erros na medição de quan- 
tidades. Esses erros de medição são importantes na pesquisa científica, pois todas as medidas 
científicas incluem erros de medição. Por exemplo, a altura de uma pessoa pode ter sido me- 
dida como 170 + 0,5 cm, significando que a altura exata está em algum lugar entre 169,5 e 
170,5 cm. Muitas vezes os pesquisadores utilizam essas quantidades medidas sem exatidão 
para calcular outras quantidades e, com isso, propagam os erros das quantidades medidas 
para as quantidades calculadas, num fenômeno denominado propagação do erro. Um pesqui- 
sador deve ser capaz de obter uma estimativa do erro de quantidades calculadas. Nosso obje- 
tivo é mostrar como obter uma estimativa desses erros usando aproximações lineares locais e 
diferenciais. Com esse objetivo, suponha que 

xo é o valor exato da quantidade sendo medida 

Yo = f (xo) é o valor exato da quantidade sendo calculada 

x é o valor medido de xy 


y = f(x) é o valor calculado de y 
Definimos 
dx (= Ax) = x — xo como o erro de medição de x 
Ay = f(x) — f (xo) como o erro propagado de y 
Segue de (7), trocando x por xo, que o erro propagado Ay pode ser aproximado por 
Ay 7X dy = f' (xo) dx (8) 


Infelizmente, há uma dificuldade prática na aplicação dessa fórmula, já que o valor de xo é des- 
conhecido. (Lembre que o pesquisador somente conhece o valor medido x.) Por causa disso, 
é prática comum na pesquisa usar o valor medido x em vez de xo em (8) e usar a aproximação 


Ay X dy = f'(x) dx (9) 


para o erro propagado. 


> Exemplo 5 Suponha que, com uma régua, meçamos o lado de um quadrado como sendo 
de 10 cm, com um erro de medição entre + $ cm. Estime o erro na área calculada do quadrado. 


Solução Seja x o valor exato de um lado e y a área exata, de modo que y = x”. Segue de 
(9), com f(x) = x°, que, se dx é o erro de medição, então o erro propagado Ay pode ser apro- 
ximado por 


Ay 7X dy = 2x dx 
Substituindo o valor medido x = 10 nessa equação, obtemos 
dy = 20 dx (10) 


Dizer que o erro de medição está entre +4 significa que 


E Si 


32 — 32 
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Multiplicando essas desigualdades por 20 e aplicando (10), obtemos 
20 (—5) <dy<20 (55) ou, equivalentemente, —I<dy<l 
Assim, estimamos o erro propagado no valor calculado da área entre +1 cm?. « 
Se o valor verdadeiro de uma quantidade é q, e uma medida ou um cálculo produz um 
erro Ag, então Ag/q é chamado de erro relativo na medida ou no cálculo. Quando expresso 
como uma percentagem, Ag/q é chamado de erro percentual. Na prática, o valor verdadeiro 


q é geralmente desconhecido; assim, em vez disso é usado o valor medido ou calculado de q, 
e o erro relativo é aproximado por dg/q. 


> Exemplo 6 O diâmetro de uma esfera de poliuretano é medido com um erro percentual 
entre 0,4%. Obtenha uma estimativa do erro percentual no volume da esfera calculado. 


Solução Uma esfera de diâmetro x tem raio r = x/2 e volume 


4 4 3 1 
V=- = (5) = mx” 


3 3 A2 6 
Segue que 
dV 1 1 
— =-mxº e dV =-nrx dx 
dx 2 2 


O erro relativo em V é aproximadamente 


dv lmx?d g 
== "0a aD 


V tnx? x 


O Sergiy Serdyuk/iStockphoto 
Esferas de poliuretano são utiliza- | Sabemos que o erro percentual na medição do valor de x está entre +0,4%, o que significa que 
dos na manutenção de oleodutos e 


gasodutos. —0,004 < Ei < 0,004 
x 


Multiplicando essas desigualdades por 3 e aplicando (11), obtemos 
dV 
—0,012 < y < 0,012 


Assim, estimamos o erro percentual no valor calculado de V dentro de +1,2%. «4 


E MAIS NOTAÇÃO; FÓRMULAS DIFERENCIAIS 

O símbolo df é uma outra notação comum para a diferencial de uma função y = f(x). Por 
exemplo, se f(x) = sen x, então podemos escrever df = cos x dx. Também podemos interpre- 
tar o símbolo “d” como um operador que age sobre uma função para produzir a diferencial 
correspondente. Por exemplo, d[x?] = 2x dx, d[sen x] = cos x dx e assim por diante. Todas as 
regras gerais de derivação têm, então, versões diferenciais correspondentes: 


FÓRMULA PARA DERIVADA FÓRMULA PARA DIFERENCIAL 

dpa i 

z1 =0 dic] =0 

d _ df A 

zN =h dicf] = c df 

d _df _ dg 2 

e ad dlf+ 8] = df + dg 

d 4&8 „df z 

gels T tE di fg] = fdg + g df 
df p8 

d fj- dx “de a£] 84 (de 

dx\ 8 g 8 g 


Por exemplo, 
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d[x? sen x] = (x? cos x + 2x sen x) dx 


= x? (cos x dx) + (2x dx) sen x 
= x?d[sen x] + (sen x) d[x?] 


ilustra a versão diferencial da regra do produto. 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.5 (Ver página 219 para respostas.) 


1. A aproximação linear local de f em xo usa a reta 
ao gráfico de y = f(x) em x = xo para aproximar os valores de 
por valores de x próximos de 


2. Encontre uma equação para a aproximação linear local de 
y=5- l emy=2. 


3. Seja y= 5 — x”. Encontre dy e Ay em x = 2 com dx = Ax = 0,1. 


EXERCÍCIOS 3.5 [5 Recurso Gráfico 


4. A intensidade de luz de uma fonte luminosa é uma fun- 
ção I = f(x) da distância x da fonte luminosa. Suponha que 
a distância de uma pequena pedra até a fonte seja de 10 m, 
fo) = 0,2 W/m? e f'(10) = —0,04 W/mº. Se a distân- 
cia x = 10 m foi obtida com um erro de medição dentro de 
+0,05 m, dê uma estimativa do erro percentual na intensidade 
da fonte luminosa calculada na pedra. 


1. (a) Use a Fórmula (1) para obter uma aproximação linear lo- 

cal de x? em xọ = 1. 

(b) Use a Fórmula (2) para reescrever a aproximação obtida 
em (a) em termos de Ax. 

(c) Use o resultado obtido em (a) para aproximar (1,02) e 
confirme que a fórmula obtida em (b) produz o mesmo 


resultado. 


Use a Fórmula (1) para obter a aproximação linear local de 

1/x em xo = 2. 

(b) Use a Fórmula (2) para reescrever a aproximação obtida 
em (a) em termos de Ax. 

(c) Use o resultado obtido em (a) para aproximar 1/2,05 e 

confirme que a fórmula obtida em (b) produz o mesmo 

resultado. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


3. (a) 


Encontre a aproximação linear local da função f(x) = 


1 
7. tgx% A x1l— 
gXXX EF x 
9. dxl+x 10. nd +x ~x 


11-16 Confirme que a fórmula dada é a aproximação linear local de 
fem x= 1, onde Ax =x — 1. E 


11. f =f; (1 + Avt ~ 1+4 Ax 
12. fœ) = x; VI+ Ax ~ 1++Ax 


TETTRE E S 
“Joe = py dada 3 O 


14. fœ = (4 + x}; (5 + Ax) ~ 125 +75Ax 


Ax 


1 
15. arc tgx; arcte(1+ Ax) = z + e 


1 1 1 
16. arc sen (5): arc sen (> + ax) x + 


Ax 
2 


~| 17-20 Confirme que a fórmula dada é a aproximação linear local 


1 + x em xo = 0 e use-a para aproximar 0,9 e y 1,1. 
(b) Faça o gráfico de fe de sua reta tangente em xp e use- 
-os para ilustrar a relação entre os valores exatos e as 


aproximações de 0,9 e 1,1. 


4. Um estudante alega que sempre que a aproximação linear 
local é utilizada para aproximar a raiz quadrada de um nú- 
mero, a aproximação resultante é muito grande. 

(a) Escreva algumas frases precisando a alegação do estu- 
dante e justifique a alegação geometricamente. 

(b) Verifique a alegação do estudante algebricamente 
usando a aproximação (1). 


5-10 Confirme que a fórmula dada é a aproximação linear local em 
Xo = 0. E 


5. (+95 %1 + 15x 6. Ripa 


em xo = O e use um recurso computacional para estimar um interva- 
lo de valores de x no qual o erro na aproximação é de, no máximo, 
+0,1. E 


1 1 1 1 
gra = Iani 
2.3 9-x 3 54 
19. tg2x = 2x 20. A pode 
(1+2x) 


21. (a) Use a aproximação linear local de sen x em xo = O obtida 
no Exemplo 2 para aproximar sen 1º e compare a aproxi- 
mação ao resultado produzido diretamente por seu recurso 
computacional. 

(b) Como deve ser escolhido xo para aproximar sen 44º? 
(c) Aproxime sen 44º e compare a aproximação ao resultado 
produzido diretamente por seu recurso computacional. 


22. (a) Use a aproximação linear local de tg x em xo = O para 
aproximar tg 2º e compare a aproximação ao resultado 


produzido diretamente por seu recurso computacional. 
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(b) Como deve ser escolhido xo para aproximar tg 61º? 
(c) Aproxime tg 61º e compare a aproximação ao resultado 
produzido diretamente por seu recurso computacional. 


23-33 Use uma aproximação linear local para estimar o valor da 
quantidade dada. E 


23. (3,02)! 24. (1,97)? 25. 65 
26. 24 27. 80,9 28. 36,03 
29. sen 0,1 30. tg 0,2 31. cos 31º 


32. In(1,01) 33. arc tg (0,99) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


34. A aproximação (1 + x) ~ 1 + kx é frequentemente usada 

por engenheiros para cálculos rápidos. 

(a) Deduza esse resultado e use-o para fazer uma estimati- 
va grosseira de (1,001). 

(b) Compare sua estimativa com aquela produzida direta- 
mente por seu recurso computacional. 

(c) Se k for um inteiro positivo, qual é a relação entre 
a aproximação (1 + x) ~ 1 + kx e a expansão de 
(1 + x)* usando a fórmula binomial? 


35. Use a aproximação (1 + x) ~ 1 + kx junto a algumas contas 
mentais para mostrar que V8,24 = 2,02 e 4,082 = 8,24. 


36. Suponha que, medido a 500 m da base de sua base, o ân- 
gulo de elevação do alto de um edifício seja O = 6º. (Ver 
figura dada.) Use uma aproximação linear local junto a al- 
gumas contas mentais para mostrar que o edifício tem apro- 
ximadamente 52 m de altura. 


e 500 m >| 


Figura Ex-36 


37. (a) Seja y = 1/x. Encontre dy e Ay em x = 1, sendo dx = 


Ax = —0,5. 
(b) Esboce o gráfico de y = 1/x, mostrando dy e Ay na 
figura. 
38. (a) Seja y = x. Encontre dy e Ay em x = 9, sendo dx = 
Ax=-—1 
(b) Esboce o gráfico de y = «/x, mostrando dy e Ay na 
figura. 


39-42 Encontre fórmulas para dy e Ay. E 
39. y= x 40. y=8x— 4 
41. y=72-2x+41 42. y=senx 
43-46 Encontre a diferencial dy. EB 

43. (a) y =4% — 7X (b) y=xcosx 
44. (a) y=1/x 


45. (a) y=xv1—x 


(b) y=5tgx 
O) 3=(1 4099 


1-2 


46. (a) y= ER 


(b) y= 


x—-1 


47-50 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


47. Um diferencial dy é definido como uma variação muito peque- 
na de y. 


48. Os erros das aproximações (2) e (7) são iguais. 


49. Uma aproximação linear local de uma função jamais pode ser 
identicamente igual à função. 


50. Uma aproximação linear local de uma função que não é cons- 
tante jamais pode ser constante. 


51-54 Use a diferencial dy para aproximar Ay de acordo com as 
mudanças de x. E 


51. y=v3x—2:;dex=2 para x = 2,03 
52. y = vyx? + 8; de x = 1 para x = 0,97 
53. y= -zpi dex=2parax= 1,96 

54. y = x4/8x + 1; de x = 3 para x = 3,05 


55. O lado de um quadrado mede aproximadamente 10 m, com 
erro possível de +0,1 m. 
(a) Use diferenciais para estimar o erro na área calculada. 
(b) Estime o erro percentual no lado e na área. 


56. O lado de um cubo mede aproximadamente 25 cm, com erro 
possível de +1 cm. 
(a) Use diferenciais para estimar o erro no volume calculado. 
(b) Estime os erros percentuais no lado e no volume. 


57. A hipotenusa de um triângulo retângulo mede exatamente 
10 cm, e um dos ângulos agudos mede 30°, com erro possível 
de 1°. 

(a) Use diferenciais para estimar os erros nos lados oposto e 
adjacente ao ângulo medido. 
(b) Estime os erros percentuais nos lados. 


58. Um lado de um triângulo retângulo mede exatamente 25 cm. O 
ângulo oposto a este lado mede 60°, com erro possível de +0,5°. 
(a) Use diferenciais para estimar o erro no lado adjacente e na 
hipotenusa. 
(b) Estime os erros percentuais no lado adjacente e na hipo- 
tenusa. 


59. A resistência elétrica R de um fio é dada por R = k/r°, onde 
k é uma constante e r, o raio do fio. Supondo que o raio tenha 
um erro possível de +5%, use diferenciais para estimar o erro 
percentual em R (supondo k exato). 


60. Uma escada com 12 m está apoiada em uma parede e faz um 
ângulo 9 com o chão. Se o topo da escada está a uma altura de 
h m na parede, expresse h em termos de 6 e, então, use dh para 
estimar a variação em h se 0 variar de 60º a 59º. 


61. A área de um triângulo retângulo com uma hipotenusa H é 
calculada pela fórmula A = 1H 2 sen 29, onde 6 é um dos ân- 
gulos agudos. Use diferenciais para aproximar o erro no cál- 
culo de 4 se H = 4 cm (exatamente) e O = 30º com erro pos- 
sível de +15”. 
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62. O lado de um quadrado é medido com um possível erro percen- 69. Se a temperatura T de uma barra de metal medindo L de com- 
tual de +1%. Use diferenciais para estimar o erro percentual primento variar por uma quantidade AT, então o comprimento 
na área. irá variar por uma quantidade AL = «LAT, onde a é denomi- 

: ; 5 nado coeficiente de expansão linear. Para variações modera- 

63. O lado de um cubo é medido com um erro percentual possível fi P ; S 

: es ; das na temperatura, œ pode ser considerado constante. 
de +2%. Use diferenciais para estimar o erro percentual no : x 
| (a) Suponha que a barra tem 40 cm de comprimento a 20°C 
volume. p 
e, quando a temperatura passa a ser 30°C, o comprimento 

64. O volume de uma esfera é computado a partir do valor medido encontrado é de 40,006 cm. Encontre a. 
de seu raio. Estime o máximo erro percentual possível na me- (b) Se um poste de alumínio tem um comprimento de 180 cm 
dida se o erro percentual no volume deve ser mantido em não a 15°C, qual será seu comprimento se a temperatura for 
mais de +3% (V = frr? é o volume de uma esfera de raio r). elevada para 40°C? [Tome « = 2,3 x 1075/°C.] 

65. A área de um círculo é computada a partir do valor medido de 70. Se a temperatura T de um sólido ou líquido com volume V for 
seu diâmetro. Estime o erro percentual máximo permitido na alterada por uma quantidade AT, então o volume irá variar por 
medida se o erro percentual na área deve ser mantido em não uma quantidade AV = SVAT, onde £ é denominado coeficien- 
mais de + 1%. te de expansão volumétrica. Para variações moderadas na tem- 

eratura, 8 pode ser considerado constante. Suponha que um 

66. Um cubo de aço com 1 cm de lado é coberto com 0,01 cm de pera! 5 fp s 2 ponna q 

Po à caminhão-tanque carregue 4.000 galões de álcool etílico a uma 
cobre. Use diferenciais para estimar o volume de cobre na co- z : 
berturasiSurzesiao: Scia A asas aonde temperatura de 35°C e entregue sua carga, mais tarde, a uma 

Eis PRS s ` temperatura de 15°C. Usando 8 = 7,5 x 1074/°C para o álcool 

67. Uma barra de metal medindo 15 cm de comprimento e 5 cm de etílico, encontre o número de galões entregues. 
diâmetro está coberta, exceto nas pontas, por uma camada de ; ; E=: 

. ” p s poru a 71. Texto Explique por que a aproximação linear local do va- 
isolante com uma espessura de 0,1 cm. Use diferenciais para De ; Sena ds À : 

. . S : age lor de uma função é equivalente à utilização de um diferencial 
estimar o volume do isolante. [Sugestão: Seja AV a variação ; ao : 

para aproximar a variação da função. 
no volume da barra.] 
ai id E 72. Texto A aproximação linear local 
68. O tempo necessário para uma oscilação completa de um pên- 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.5 


1. tangente; f(x); xo 


dulo é denominado período. Se o comprimento L do pêndulo 
e a oscilação forem pequenos, então o período será dado por 
P =27v'L/g,onde g é a aceleração constante devida à gravi- 
dade. Use diferenciais para mostrar que o erro percentual em 
P é aproximadamente a metade do erro percentual em L. 


2. y= 1 + (—4)(x — 2) ou y = —4x + 9 


3. dy 


0,4; Ay = —0,41 


sen x =x 


é conhecida como a aproximação do ângulo pequeno e tem 
aplicações práticas e teóricas. Pesquise um pouco sobre essas 
aplicações e escreva um relatório sucinto de sua investigação. 


4. entre +1% 


3.6 REGRA DE LHÔPITAL; FORMAS INDETERMINADAS 


Nesta seção, discutiremos um método geral de usar derivadas para obter limites. Esse 
método irá nos capacitar a estabelecer, com certeza, limites que até aqui fomos capazes 
apenas de conjecturar, usando evidências numéricas ou gráficas. O método que discutiremos 
nesta seção é uma ferramenta muito poderosa, usada internamente por diversos programas 
de computador para calcular vários tipos de limites. 


E FORMAS INDETERMINADAS DO TIPO 0/0 
Lembre que um limite no formato 


(1) 


em que f(x) — 0 e g(x) — 0 quando x — a é denominado forma indeterminada do tipo 0/0. 
Alguns exemplos vistos anteriormente são: 


2, 
= 
tim É 


x>l x — 
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ADVERTÊNCIA 


Note que, na regra de LHôpital, o nu- 
merador e o denominador são deri- 
vados separadamente, o que não é o 
mesmo que derivar f(x) /g(x). 


O primeiro limite foi calculado algebricamente, fatorando o numerador e cancelando o fator 
comum de x — 1, e os dois outros limites foram obtidos usando métodos geométricos. Contu- 
do, há muitas formas indeterminadas nas quais nem os métodos algébricos nem os geométri- 
cos produzem o limite, de modo que precisamos desenvolver um método mais geral. 

Para motivar tal método, suponha que (1) seja uma forma indeterminada do tipo 0/0 em 
que f’ e g' são contínuas em x = a e g'(a) + 0. Como fe g podem ser muito bem aproximadas 
por suas aproximações lineares locais perto de a, é razoável esperar que 


fim LO — qm IDA HA a) 
im =—— = lim 


x>a g(x) x>a g(a) +g'(a)lx — a) 


(2) 


Como estamos supondo que f’ e g' são contínuas em x = a, temos 
lim f()=f(a) e lim g(x) =g'(a) 
x>a x>a 
e, como a diferenciabilidade de fe g em x = a implica a continuidade de fe g em x = a, obtemos 
f(a)= lim f(x)=0 e g(a)= lim g(x)=0 
x>a x—>a 
Assim, podemos reescrever (2) como 


7 fŒ ss Tfeot=-a) a f(a) o Fœ) 
im >— lim = lim lim 


sa ga) >a ga) a) saga) soa ga) 


(3) 


Esse resultado, conhecido como regra de L'Hópital, converte a forma indeterminada dada 
em um limite envolvendo derivadas, que muitas vezes é mais fácil de calcular. 

Embora tenhamos motivado (3) supondo que fe g tenham derivadas contínuas em x = a 
e que g'(a) 0, o resultado é verdadeiro sob condições mais brandas, bem como para limites 
laterais e limites em +% e —%. Omitiremos a prova do enunciado preciso da regra de D’ Hôpital 
seguinte. 


3.6.1 TEOREMA (Regra de L'Hôópital para a Indeterminação 0/0) Suponha que fe 
g sejam funções diferenciáveis em um intervalo aberto que contenha x = a, exceto, pos- 
sivelmente, em x = a, e que 


lim f(x)=0 e limg(x)=0 


Se existir lim [f(x)/g'(x)], ou se esse limite for +% ou —%, então 
x—>a 


cf) 
im 


Além disso, essa afirmação também vale no caso de um limite com x > a”, x > a”, 


X> —% ou x — +00, 


Nos próximos exemplos, aplicaremos a regra de L’ Hôpital usando o seguinte processo 
de três passos: 


Aplicando a Regra de L’ Hôpital 
Passo 1 Verifique que lim f(x)/g(x) é uma forma indeterminada do tipo 0/0. 
Passo2 Derive separadamente fe g. 


Passo 3 Encontre o limite de f'(x)/f'(x). Se esse limite for finito, +% ou —%, então ele é 
igual ao limite de f(x)/g(x). 


O limite no Exemplo 1 pode ser inter- 
pretado como o limite de uma certa 
derivada. Use essa derivada para cal- 
cular o limite. 


ADVERTÊNCIA 


Podemos obter resultados incorretos 
se aplicarmos a regra de LHôpital a 
limites que não são formas indetermi- 
nadas. Por exemplo, a conta 


d 
= FEl] 
2 FE . l 
lim = lim dx 
x>0x+2 seo é! 
— [x + 2] 
dx 
an l 
= lim -=1 
x—>0 1 


não é válida, pois o limite não é uma 
forma indeterminada. O resultado 
correto é 


lim = 
e aI 2 0+2 


Capítulo 3 / Tópicos em diferenciação 221 


> Exemplo 1 Encontre o limite 


o xq 
lim 
x>2 x—2 


usando a regra de L’ Hôpital e confira o resultado por fatoração. 


Solução O numerador e o denominador têm um limite zero; portanto, o limite é uma forma 
indeterminada do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 


d a 
2 pé d 5 
lim E = lim dx = lim x =4 
x>2 x— x>2 d x>2 1 
— [x — 2] 
dx 


x2—4 >. (x—2)(x+2) 
= lim = 


x>2 = x>2 =D limG +27) =4 4 


> Exemplo 2 Em cada parte, confirme que o limite é uma forma indeterminada do tipo 
0/0 e calcule-o usando a regra de L’ Hôpital. 


2 1- 
(a im do im Doo mé 
x>0 x x>7/2 COSX x>0 x’ , 
o tgx `. I-cosx x 48 
d) lim S— e) lim ——— f) lim ——— 
o x>0 x? (e) x>0 x? (É) x> + sen(l/ x) 


Solução (a) O numerador e o denominador têm limite zero, de modo que o limite é uma 
indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 


d 
| sen 2x E =, [sen 2x] 2. cos 2x 
Eae X =S d 0 1 z 
zg”! 


Observe que esse resultado concorda com o obtido por substituição no Exemplo 4(b) da Se- 
ção 1.6. 


Solução (b) O numerador e o denominador têm limite zero, de modo que o limite é uma 
indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 


d 
1 — sen x . dt CARNE] . — cosx 0 

im = lim = lim = =0 
x>7/2 COSX x>7/2 x>7/2 — sen x —1 


Em [cos x] 


Guillaume François Antoine de L'Hôpital (1661- meira vez nesse livro. Na verdade, tanto a regra de L' Hôpital 
1704) Matemático francês. ['Hôpital nasceu de pais como a maior parte do material do livro sobre Cálculo eram 
da alta nobreza francesa e tinha o título de Marquês de de autoria de John Bernoulli, que foi professor de L’ Hôpital. 
Sainte-Mesme Comte d' Autrement. Bem cedo, mos- | L'Hôpital desistiu de seus planos de um livro sobre cálculo 
trou talento matemático e, aos 15 anos, resolveu um integral quando Leibniz informou-lhe que iria escrever tal tex- 
difícil problema proposto por Pascal sobre cicloides. to. L’ Hôpital era aparentemente generoso e bem apessoado, e 


Quando jovem, serviu brevemente como oficial da cavalaria, seus múltiplos contatos com importantes matemáticos forne- 
mas desistiu por ser míope. Ganhou fama em seu tempo como ceram um veículo para disseminação das grandes descobertas 
autor do primeiro livro publicado sobre Cálculo Diferencial, do Cálculo por toda a Europa. 

L'Analyse des Infinimente Petits pour [Intelligence des Lig- 

nes Courbes (1696). A regra de L’ Hôpital apareceu pela pri- [Imagem: http: / /en.wikipedia.org/wiki/File:Guillaume de 1%h27H%C3%B4pital. jpg] 
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Solução (c) O numerador e o denominador têm limite zero, de modo que o limite é uma 
indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 


E [e* — 1] 
7 HE = x 
lim = lim dx = li e +0 
x50 x’ x>0 d 3 x>0 3x2 
~i] 
dx 


Solução (d) O numerador e o denominador têm limite zero, de modo que o limite é uma 
indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 


o tgx |. sec? x 
lim = lim = —o 
x> x2 x>0 2x 


Solução (e) O numerador e o denominador têm limite zero, de modo que o limite é uma 
indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 
. I-cosx . senx 
lim = lim 
x>0 x? x>0 2x 


Já que o novo limite é outra forma indeterminada do tipo 0/0, aplicamos novamente a regra 
de L’ Hôpital: 


im 
x>0 2x x>0 2 2 


Solução (f) O numerador e o denominador têm limite zero, de modo que o limite é uma 
indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 
x 43 —$x778 , 4,—1/3 0 


TA 
= li = Į 3l = — = 0 < 
mio e cia seno 1 


E FORMAS INDETERMINADAS DO TIPO 0/00 
Quando queremos indicar que o limite (ou limite lateral) de uma função é +% ou —o sem 
sermos específicos sobre o sinal diremos que o limite é %. Por exemplo: 


lim f(x) = 00 significa lim, f(x)=+% ou lim f(x) = —oo 
lim f(x) = 0 significa lim flw) =+0 ou lim f(x) = —o 
lim f(x) = 00 significa tim, fo)=+o e lim f(x) = +% 


O limite da razão f(x)/g(x), no qual o numerador tem limite % e o denominador tem limite 
o, é chamado de forma indeterminada do tipo o /%. A versão seguinte da regra de L' Hôpital, 
que enunciamos sem prova, pode frequentemente ser usada para calcular limites desse tipo. 


3.6.2 TEOREMA (Regra de L'Hópital para a Indeterminação v/v) Suponha que f 
e g sejam funções diferenciáveis em um intervalo aberto que contenha x = a, exceto, pos- 
sivelmente, em x = a, e que 


lim f(x)=% e lim g(x)=0 


x>a 


Se existir lim [ f" (x)/g'(x)], ou se esse limite for +% ou —o, então 
x>a 


E e 
x>a g(x) xa g'(x) 


Além disso, essa afirmação também vale no caso de um limite com x > a”, x > a”, 


X> —% ou x — +00, 


Figura 3.6.1 
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> Exemplo 3 Em cada parte, confirme que o limite é uma forma indeterminada do tipo 
o0/00 e aplique a regra de LV Hôpital. 
Inx 


5 xX A 
(a) lim — (b) lim —— 
x> +o ex x—>0+ cossec x 


Solução (a) O numerador e o denominador têm limite +%; logo, temos uma forma indeter- 
minada do tipo %/%. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 


Solução (b) O numerador tem limite —% e o denominador tem limite +%; logo, temos uma 
forma indeterminada do tipo %/%. Aplicando a regra de L’ Hôpital, obtemos 


Inx . 1/x 
= lim (4) 


ım 
x—>0+ cossec x x—>0+ — cossec x cotg x 


Esse último limite é outra vez uma forma indeterminada do tipo %/%. Além disso, qualquer 
aplicação adicional da regra de L’ Hôpital resultará em potências de 1/x no numerador e ex- 
pressões envolvendo cossec x e cotg x no denominador; assim, aplicações repetidas da regra 
simplesmente produzem novas formas indeterminadas. Portanto, devemos tentar outra coisa. 
O último limite em (4) pode ser reescrito como 


li a tim =. lmt (1)(0) =0 
1m E = — gm . 1m = — = 
x—>0+t X Ex x>0t x x—> 0+ Ex 
Assim, 

lnx 


=0 <4 


mn aĄĀų= S 
x—>0+ cossec x 


E ANALISANDO O CRESCIMENTO DAS FUNÇÕES EXPONENCIAIS USANDO 
A REGRA DE L'HÔPITAL 

Se n for qualquer inteiro positivo, então x” —> +% quando x —> +%. Tais potências inteiras de 
x são, às vezes, usadas como “padrão de medida” para descrever o quão rapidamente outras 
funções crescem. Por exemplo, sabemos que e* —> +% quando x — +% e que o crescimento 
de e“ é muito rápido (Tabela 0.5.5); entretanto, o crescimento de x” é também rápido quando 
n for grande; logo, é razoável perguntar se altas potências de x crescem mais ou menos rapi- 
damente do que e". Uma maneira de investigar isso é verificar o comportamento da razão x”/ 
e quando x— +%. Por exemplo, a Figura 3.6.1a mostra o gráfico de y = xº/e”. Esse gráfico 
sugere que xº/e' —> 0 quando x — +, e isso implica que o crescimento da função e é su- 
ficientemente rápido para que os seus valores alcancem aqueles de xº e forcem a razão em 
direção a zero. Enunciado informalmente, “e* cresce mais rapidamente do que x°”. A mesma 
conclusão poderia ter sido alcançada colocando e" em cima e examinando o comportamento 
de e*/xº quando x—> +% (Figura 3.6.1h). Nesse caso, os valores de e" alcançam os de x’ e 
forçam a razão em direção a +%. Mais geralmente, podemos usar a regra de L’Hôpital para 
mostrar que e* cresce mais rapidamente do que qualquer potência inteira positiva de x, isto é: 


n xX 


lim — =0 e lim — = +% (5-6) 


x> +% ex x— +o x” 


Ambos os limites são formas indeterminadas do tipo %/% que podem ser calculadas usando a re- 
gra de LV Hôpital. Por exemplo, para estabelecer (5), necessitaremos aplicar a regra de L’ Hôpital n 
vezes. Para isso, observe que as derivações sucessivas de x” reduzem o expoente em 1 a cada vez, 
produzindo, assim, uma constante na enésima derivada. Por exemplo, as sucessivas derivadas de 


224 Cálculo 


ADVERTÊNCIA 


É tentador argumentar que uma forma 
indeterminada do tipo O - co tem o valor 
O, uma vez que “zero vezes qualquer 
coisa é zero”. Contudo, isso é engano- 
so, uma vez que 0 - œ% não é produto 
de números: em vez disso, é uma afir- 
mação sobre limites. Por exemplo, os 
limites seguintes são O - o, mas não 
são zero: 


1 1 
li =)= im [== 
PE G J nda 


= +% 


X são 3x2, 6x e 6. Em geral, a enésima derivada de x” é a constante n(n — 1)(n — 2) -- 1 =n! 
(verifique).* Assim, aplicando a regra de L’ Hôpital n vezes a (5), obtemos 


lim — = lim — =0 
x—> +% e% x> +% e% 


O limite (6) pode ser provado analogamente. 


E FORMAS INDETERMINADAS DO TIPO 0 . O 


Até agora, discutimos formas indeterminadas do tipo 0/0 e 0/0. Contudo, essas não são as 
únicas possibilidades; em geral, o limite de uma expressão que tem uma das formas 
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» fœ 80), SOC, fO)-g0) faga) 
g(x) 


é chamado de forma indeterminada se os limites de f(x) e g(x) individualmente exercem in- 
fluências conflitantes no limite de toda a expressão. Por exemplo, o limite 
lim xlnx 
x— 0+ 
é uma forma indeterminada do tipo 0 - œ, pois o limite do primeiro fator é O e o do segundo é 
—%, sendo que ambos exercem influências conflitantes sobre o produto. Por outro lado, o limite 
lim [Vx(1 — x] 
x> +% 

não é uma forma indeterminada, pois o primeiro fator tem o limite +% e o segundo, —%, sendo 
que essas influências trabalham juntas para produzir um limite —% para o produto. 

As formas indeterminadas do tipo 0 - œ% podem, às vezes, ser calculadas reescrevendo 
o produto como uma razão e aplicando a regra de L' Hôpital para formas indeterminadas do 
tipo 0/0 ou 00/00. 


> Exemplo 4 Calcule 


(a) lim xlnx (b) lim (1 -—tgx)sec2x 
x— 0+ x—>rn/4 


Solução (a) O fator x tem um limite O e o fator In x tem o limite —%; logo, o problema 
dado é uma forma indeterminada do tipo O - co. Existem duas possíveis abordagens: podemos 
escrever o limite como 


In x 


ou 


ac ia o 1/Inx 


a primeira sendo uma forma indeterminada do tipo %/% e a segunda, uma forma indetermina- 
da do tipo 0/0. Contudo, a primeira forma será a escolha preferida, pois a derivada de 1/x é 
menos complicada do que a derivada de 1/In x. A partir dessa escolha, obtemos 
marcin Cs dim ei =0 
Pere CEE Parar 1/x E Re —1/x2 o Ja cn o 
Solução (b) O problema dado é uma forma indeterminada do tipo 0 - 0. Vamos convertê-la 
para uma forma indeterminada do tipo 0/0: 


: . l—tgx . l— tgx 
lim (1 — tg x)sec2x = lim = lim 
x> 7/4 x>m/4 l/sec2x  x—>x/4 cos2x 
. — sec? x —2 
= lim ————— = — =1 «4 
x—>x/4 —2 sen 2x —2 


* Lembre-se de que, para n > 1, a expressão n! é lida como fatorial de n e denota o produto dos primeiros n inteiros positivos. 
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E FORMAS INDETERMINADAS DO TIPO 0 — œ% 
Um problema de limite que leva a uma das expressões 


(+) — (+), (=) — (=°), 
(FES), (=) -H (H) 


é chamado de forma indeterminada do tipo o — œ. Tais limites são indeterminados, pois os 
dois termos exercem influências conflitantes na expressão: um empurra na direção positiva e o 
outro, na negativa. Entretanto, os problemas de limite que levam a uma das expressões 


ro,  (rj=i-e), 
(=o E (=) (de) 


não são indeterminados, uma vez que os dois termos trabalham na mesma direção (os que 
estão acima produzem um limite +% e os abaixo, —%). 

As formas indeterminadas do tipo % — œ% podem, às vezes, ser calculadas combinando- 
-se os termos e manipulando-se o resultado para produzir uma forma indeterminada do tipo 
0/0 ou 00/00. 


= 1 1 
> Exemplo 5 Calcule lim G — ) 
x>0+ 1 x sen x 


Solução Ambos os termos têm limite +%; logo, o problema dado é uma forma indetermi- 
nada do tipo œ% — œ. Combinando os dois termos, obtemos 


La — 
lim G- e lu 


xX sen x x—>0+ xsenx 


que é uma forma indeterminada do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’ Hôpital duas vezes, obtemos 


. senx — x . cosx — 1 
lim | ————— ] = lim ————— 
x sen x x>0+ sen x + x cos x 


3 0 
= lim Gia =- =04 


x>0t cosx + cosx — x sen x 2 


E FORMAS INDETERMINADAS DO TIPO 0º, 00º, 1% 
Os limites da forma 
lim fœ) 
dão origem a formas indeterminadas do tipo 0º, œ? e 1º. (O significado desses símbolos 
devem estar claro.) Por exemplo, o limite 


lim (1 +x)" 
x> 0+ 


cujo valor sabemos ser e [veja a Fórmula (1) da Seção 3.2], é uma forma indeterminada do 
tipo 1”. É indeterminada porque as expressões 1 + x e 1/x exercem duas influências confli- 
tantes: a primeira tende a 1, o que leva a expressão em direção a 1, e a segunda tende a +%, o 
que leva a expressão em direção a +. 

As formas indeterminadas dos tipos 0º, 0º e 1º podem, às vezes, ser calculadas introdu- 
zindo primeiro uma variável dependente 


y=” 
e, então, calculando o limite de In y. Como 
In y = In[ f0] = gw -In[ f()] 


o limite de In y será uma forma indeterminada do tipo O - o (verifique), que pode ser calculada 
pelos métodos que já desenvolvemos. Uma vez conhecido o limite de In y, o limite de y = f(x)” 
geralmente pode ser obtido com facilidade, conforme ilustraremos no próximo exemplo. 
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> Exemplo 6 Mostre que lim (1 + sen x). 
Solução Como discutido, começamos introduzindo uma variável dependente 
y= (1 + sen x)!“ 
e tomando o logaritmo natural em ambos os lados 
1 In(1 
In y = In(1 + sen x)! = — ln(1 + sen x) = DATER 
xX X 
Assim, 
. In(l + sen x) 
lim In y = lim ———————— 
x>0 x>0 x 
o que é uma forma indeterminada do tipo 0/0; logo, pela regra de L’ Hôpital 
: . In(l4senx) - (cosx)/(1+senx) 
lim ln y = lim ———————— = lim = 
x>0 x>0 X x>0 1 


1 


Uma vez que mostramos que In y —> 1 quando x — 0, a continuidade da função exponencial 
implica que e"? — e! quando x — 0, o que implica que y — e quando x — 0. Assim, 


lim (1 + sen x)! =e «4 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.6 (Ver página 228 para respostas.) 


1. Em cada parte, verifique se a regra de L’ Hôpital é aplicável ao 2. Calcule cada um dos limites do Exercício 1. 
limite dado. x 
2x — 2 3. Usando a regra de LV Hôpital, lim = 

a im E. (b) lim > x> += 500x2 

x51 x3 +x— 2 x>50 x 

. ex =] 

(c) lim 

x>0 tg xXx 


EXERCÍCIOS 3.6 [=] Recurso Gráfico [€] CAS 


tz 0 te! 
1-2 Calcule o limite dado sem usar a regra de L'Hôpital e depois 9. lim a 10. lim i e r 
use-a para conferir sua resposta. E eaa SMA 
A 2—5 11. lim BZ 12. lim SEX 
1. (a) lim ——— (b) lim x" X =] x>0 x 
x>2 x? +2x —8 x>+% 3x +7 | 3 
n X 
dii Zai 13. lim = 14. lim É 
2. (a) lim (b) lim x>+e x x> +o x 
x>0 tg x x>1x3—1 
15 cotg x 16. 1 1— Inx 
3-6 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verdadei- ` xD In x ra elx 
ra ou falsa. Explique sua resposta. E | E 100 isens) 
n . lim . lim >— 
3. A regra de L’Hôpital não é aplicável a lim e so +o et x>0* In(tg x) 
x>—o x 
. arc sen 2x . x—arctg x 
4. Se p(x) for um polinômio qualquer, então im no = 0. 19. Jim Toa 20. Jim, z 
5. Sen w neo suficientemente grande, então 21. lim xe” 2. lim (x—mtg 1 x 
lim nx Ei XxS5T 
x — +o X 5 T : 
. 1/ 23. lim xsen— 24. lim tgxlInx 
6. lim, (sen x) *=0 x> + x Se 
x- 
7-45 Encontre o limite. E 25, im, sec 3x cos 5x 26. lim (x — x) cotg x 
x> n? x> 
e*—1 sen 2x 
7. lim 8. lim j = x i —3/x 
O RE end 27. Jim Q 3/x) 28. lim + 2x) 


29. lim (e* + x)" 30. lim Ara/x)* 
31. OE 32. lim [cos(2/x)J” 


2 
1 1 
35. lim (Vx? +x — x) 36. lim G — ) 


37. lim [x — ln(x? + D] 38. lim [n x — In(1 + x)] 


1 3 
33. lim (cossec x — 1/x) 34. lim (= aa o =) 


x> +% 
39. lim x 40. lim (e™ — 1) 
x> 0+ x>0+ 
: 1 * : 1/x 
41. lim |-— 42. lim x 
x>0+ In x x>+o 
43. lim (lnx)! 44. lim (—Inx)* 
x > +% x>0+ 


45. lim (tgx) 
x> 7/27 
46. Mostre que com qualquer n inteiro positivo 
Inx x” 


(a) lim = (b) lim = +o. 
x>+ In x 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. (a) Encontre o erro no seguinte cálculo: 


o x -x4x-l 3x2 —2x +1 
lim = lim 
x>1 x? — x2 x>1 3x? — 2x 
. 6x—2 
= lim = 
x>16x—2 


(b) Encontre a resposta correta. 
48. (a) Encontre o erro no seguinte cálculo: 


2 2 
ex —12x+12 (6x = 19)e* —12x+12 


li = =0 
Ee x* — 16 Dh 4x3 


(b) Encontre a resposta correta. 


49-52 Faça uma conjectura sobre o limite traçando o gráfico da 


função envolvida com um recurso computacional; verifique sua 
conjectura usando a regra de L' Hôpital. E 


Ind 
ad di 50. lim x* 
x — +o% Nx x>0+ 
; 4t 
51. lim (sen x))/ nx 52. m E 
x— 0+ x> (1/27 | + secx 


53-56 Faça uma conjectura sobre as equações das assíntotas hori- 


zontais, se houver, por meio do gráfico da equação obtida por um 
recurso computacional; verifique sua resposta usando a regra de 
L'Hôpital. E 


53. y=Inx-e 54. y=x—In(1+2e) 


x+ 19? 
56. (5) 


+o + (+00), 
—c0 — (+00) 


55. y= (Inx)!” 
57. Os limites do tipo 


0/0, 0/0, 07, 
+o — (=), —00 + (00), 


o . 00 
> 
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não são formas indeterminadas. Encontre os seguintes limites 


sem fazer contas: 
3 


(a) lim > (b) lim 
x>0+ In x x> + gx 


(co) lim (cosx)8* 
x> (7/9 


1 
(e) lim (4 -In4) 
x>0+ À x 


58. Há um mito que circula entre os que começam estudar Cálculo 
de que todas as formas indeterminadas dos tipos 0º, 0º e 17 são 
iguais a 1, pois “qualquer coisa elevada a zero é 1” e “1 a qual- 
quer potência é 1”. O engano está em que 0º, ° e 1º não são 
potências de números, mas descrições de limites. Os seguintes 
exemplos, que foram sugeridos pelo Prof. Jack Staib, da Dre- 
xel University, mostram que tais formas indeterminadas podem 
assumir qualquer valor real positivo. 


(a) Jim [x00/0HaD] = a (tipo 0º) 
x> 


(d) lim, (In x) cotg x 


(D lim (x +) 


(b) lim [x00904 x)] =a (tipo 0) 


x— +o 

© Jim + DEOM =a (tipo 1”) 
x> 

Verifique esses resultados. 


59-62 Verifique que a regra de L’Hôpital não ajuda a encontrar o 
limite; se ele existir, encontre-o com algum outro método. EH 


59. lim x + sen 2x 60. lim 2x — sen x 
x +o x x>+e 3x + sen x 
6l. lim x(2 + sen 2x) 62. di x(2 + sen x) 
x — +o x+1 x— +o x? +1 


63. O diagrama esquemático apresentado representa um circuito 
elétrico que consiste em uma força eletromotriz que produz 
uma voltagem V, um resistor com resistência R e um indutor 
com indutância L. A teoria dos circuitos elétricos mostra que, 
se uma voltagem for aplicada no instante t = 0, então a corren- 
te I que percorre o circuito no instante t é dada por 


V 
I= 


= RO — e RL 


Qual é o efeito sobre a corrente em um dado tempo t fixo, se a 
resistência tender a zero (isto é, R > 0")? 


R 


Figura Ex-63 


64. (a) Mostre que lim, (7/2 — x)tgx = 1. 
x—>xn/2 
(b) Mostre que 


1 
li — > —t =0 
dim (5 ex) 


(c) Segue de (b) que a aproximação 
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deveria ser boa com valores de x próximos de 7/2. Use 


uma calculadora para encontrar tg x e 1/(7/2 — x) com (c) Use o Teorema do Confronto (1.6.4) para confirmar 
x = 1,57; compare os resultados. que suas conjecturas em (b) estão corretas. 
[0]65. (a) Use um CAS para mostrar que, se k for uma constante po- 68. (a) Explique por que a regra de L’Hôpital não se aplica ao 
sitiva, então problema 
lim x(k!“ — 1) = lnk i x? sen(1/x) 
x—> +o pn GE 


x>0 sen x 
(b) Confirme esse resultado usando a regra de L’ Hôpital. [Su- 


a (b) Encontre o limite. 
gestão: Expresse o limite em termos de t = 1/x.] 


(c) Sen for um inteiro positivo, então segue por (a) com x = n 61. Encontre lim x sen(1/x) „se existir. 
que a aproximação x>0+ senx 
n(Vk — 1) ~ Ink 
deveria ser boa com n grande. Use esse resultado e a tecla 70. Suponha que as funções fe g sejam diferenciáveis em x = a e 
da raiz quadrada de uma calculadora para aproximar os que f(a) = g(a) = 0. Se g'(a) + 0, mostre que 
valores de 1n 0,3 e In 2 com n = 1024 e, então, compare , 
: À fo) _ fa 
os valores obtidos com aqueles do logaritmo gerados dire- im =— 
tamente da calculadora. [Sugestão: Cada raiz enésima na Ae pls) ga 
qual n é uma potência de dois pode ser obtida como suces- sem usar a regra de L’ Hôpital. [Sugestão: Divida o numerador 
sivas raízes quadradas. e o denominador de f(x)/g(x) por x — a e use as definições de 
dradas.] d dor de f()/g(9 p definições d 
66. Encontre todos os valores de k e l tais que f'(a) e de g'(a).] 
k + cosix 71. Texto Se utilizássemos a Regra de L' Hôpital para calcular 
lim ——;— = — x 
x>0 x2 . senx i 1 
lim ou lim |1+-— 
x>0 x x> +o xX 
ENFOCANDO CONCEITOS poderíamos ser acusados de raciocínio circular. Explique por quê. 
F67. Seja f(x) = x? sen(1/x). 72. Texto O Exercício 58 mostra que as formas indeterminadas 0° 
(a) Os limites lim « — o+ f(x) e lim > o- f(x) são formas e ° podem tomar qualquer valor real positivo. Contudo, muitas 
indeterminadas? vezes ocorre que essas indeterminações tomam o valor 1. Leia 
(b) Use um recurso computacional para gerar o gráfico de o artigo “Indeterminate Forms of Exponential Type”, de John 
feuse o gráfico para fazer conjecturas sobre os limites Baxley e Elmer Hayashi, na edição de Junho-Julho de 1978 da 
em (a). revista American Mathematical Monthly, e escreva um relatório 
sucinto sobre os motivos dessa ocorrência. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 3.6 


1. (a) sim (b) não (c) sim 2. (a) : (b) não existe (c)2 3. +% 


&/ EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 3 Recurso Gráfico 


1-2 (a) Encontre dy/dx usando derivação implícita. (b) Resolva a 9. Use derivação implícita para encontrar a inclinação da reta tan- 
equação para y como uma função de x e encontre dy/dx a partir gente à curva y = x te(7y/2), x > 0, y > 0 (a quadratriz de 
dessa equação. (c) Confirme que os dois resultados são consistentes Hippias) no ponto (4, 5) ; 

expressando a derivada de (a) como uma função só de x. E 10. Em qual(is) ponto(s) a reta tangente à curva y? = 2x é perpen- 


1. £ +xy-2x=1 2. xy=x—y dicular à reta 4x — 3y + 1 = 0? 


11. Prove que, se P e Q são dois pontos distintos na elipse girada 


3-6 Encontre dy/dx usando derivação implícita. E 
xX? + xy + y? = 4, tais que P, Q e a origem são colineares, en- 


1 1 ; 
3. -+-=1 4 £ — y? = 6xy tão as retas tangentes à elipse em P e Q são paralelas. 
y x 
cotg y 12. Encontre as coordenadas do ponto no primeiro quadrante em 
5. sec(xy)= y 6. x)=-———>— que a reta tangente à curva x° — xy + y? = 0 é paralela ao eixo x. 
1 + cossec y a 


13. Encontre as coordenadas do ponto no primeiro quadrante em 
que a reta tangente à curva x? — xy + y° = O é paralela ao 
7. 3% -— 4y =7 8. 2xy- y =3 eixo y. 


7-8 Encontre dy/dx? usando derivação implícita. E 


14. Use derivação implícita para mostrar que a equação da reta tan- 
gente à curva y? = kx em (xo, yo) é 


yoy = k(x + xo) 


15-16 Encontre dy/dx usando primeiro propriedades algébricas da 
função logaritmo natural. E 


2 3 
15. =n (Et ) 16. pm (RES m) 


(x + 3x + 4)! sen x sec x 


17-34 Encontre dy/dx. W 


17. y=1In2x 18. y= (n xX? 
19. y= nx +! 20. y=In(Yx +1) 
1+1 
21. y= log(ln x) 22. y= SOEN 
1 — log x 
23. y = In V1 F x9 24. y=1n (E) 
x 
1 x 2x 
25. y = enGê+t) 26. y=h o 
1 — es 
27. y= xe 28 Z 
. y =2xe . y = ——— 
id á 1 + be™ 
1 
29. y = — arc tg 2x 30. y= 2m 4 
x 
31. y=xO 32. y= (1 + x)1/x 
33. y = arc sec(2x + 1) 34. y = varc cos x? 


35-36 Encontre dy/dx usando derivação logarítmica. EH 


PE 
vx? +1 
37. (a) Faça uma conjectura sobre a forma do gráfico da função 

y= 5x — In x e trace um esboço rudimentar dele. 

(b) Confira sua conjectura traçando o gráfico da equação no 
intervalo O < x < 5 usando um recurso gráfico. 

(c) Mostre que as inclinações das retas tangentes à curva nos 
pontos x = 1 ex = e têm sinais opostos. 

(d) O que a parte (c) implica sobre a existência de uma reta 
tangente horizontal à curva? Explique. 


(e) Encontre as coordenadas x exatas de todas as retas tangen- 
tes horizontais a essa curva. 


35. = 


38. Lembre que na Seção 0.5 foi visto que a intensidade 8 de um 
som em decibéis (dB) é dada por 8 = 10 log(1/h), onde Té a 
intensidade do som em watts por metro quadrado (W/m?) e 
Io é uma constante que é aproximadamente a intensidade do 
som no limiar da capacidade auditiva do ser humano. Encon- 
tre a taxa de variação de 8 em relação a I no ponto em que 
(a) I/Io=10 (b) Z/lo = 100 (c) 1/1, = 1000 


39. Uma partícula está em movimento ao longo da curva y = x In x. 
Encontre todos os valores de x nos quais a taxa de variação de 
y em relação ao tempo é três vezes a de x. [Suponha que dx/dt 
não se anule.] 


40. Encontre a equação da reta tangente ao gráfico de y = In(5 — x°) 
em x =2. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 
48. 


49. 


50. 


51. 


52. 
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Encontre o valor de b tal que a reta y = x seja tangente ao 
gráfico de y = log, x. Confirme seu resultado fazendo os dois 
gráficos no mesmo sistema de coordenadas. 


Em cada parte, encontre o valor de k com o qual os gráficos 
de y = f(x) e y = In x compartilham uma tangente comum 
em seu ponto de intersecção. Confirme seu resultado fazen- 
do os gráficos de y = f(x) e y = In x no mesmo sistema de 
coordenadas. 


(a) FO) =x +k b) fœ) =kyx 


Se fe g são funções inversas uma da outra e se fé diferenciável 
em seu domínio, então g também deve ser diferenciável em seu 
domínio? Dê um argumento razoável informal para corroborar 
sua resposta. 


Em cada parte, encontre (f —N'(x) usando a Fórmula (2) da Se- 
ção 3.3 e verifique seu resultado derivando diretamente f ~!. 


(a) FO) = 3/0 + 1) (b) f(x) = Vet 
Encontre um ponto no gráfico de y = e?™ no qual a reta tangen- 
te passa pela origem. 


Mostre que a taxa de variação de y = 5000e!0™ é 


ay. 


proporcional 


Mostre que a taxa de variação de y = 3™5™ é proporcional a y. 


A constante de equilíbrio k de uma reação química equilibrada 
varia com a temperatura absoluta T, de acordo com a lei 


a 


k= kep ( IT 
0 


onde ko, q e To são constantes. Encontre a taxa de variação de k 
em relação a T. 


ax 


Mostre que a função y = e” sen bx satisfaz 


y" — 2ay' + (@ + b’)y=0 
quaisquer que sejam as constantes reais a e b. 
Mostre que a função y = arc tg x satisfaz 
y" = —2 sen y cos? y 


Suponha que a população de cervos em uma ilha seja modelada 
pela equação 


95 


POSTS 


onde P(t) é o número de cervos t semanas depois da observa- 

ção inicial no instante 1 = O. 

(a) Use um recurso computacional para fazer o gráfico da fun- 
ção P(t). 

(b) Descreva o que acontece à população no decorrer do tem- 
po. Verifique sua conclusão calculando lim,.. co P(t). 

(c) Descreva que acontece com a taxa de crescimento popu- 
lacional no decorrer do tempo. Verifique sua conclusão fa- 
zendo o gráfico de P'(1). 


Em cada parte, encontre o limite dado interpretando a expres- 
são como uma derivada apropriada. 


1+h)7 —1 
d+hr-1 (b) lim —>—— + 
h x>e (x — e)lnx 


1-1 
(a) lim 2 
h>0 
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53. Suponha que lim f(x) = +% e lim g(x) = +%. Em cada um dos 
quatro casos possíveis, estabeleça se lim[f(x) — g(x)] é uma 
forma indeterminada e dê um argumento razoável informal que 
sustente sua resposta. 


54. (a) Sob quais condições um limite da forma 
lim [/6)/g 09] 
=a 


será uma forma indeterminada? 

(b) Se limsa g(x) = 0, lim alf(x)/g(x)] deve ser uma for- 
ma indeterminada? Dê alguns exemplos que sustentem sua 
resposta. 


55-58 Calcule o limite dado. E 


l 
55. lim (e*— x?) 56. lim | 
x> +o x51Vx4-1 
. x2e* o a*—l 
57. lim 5 58. lim >, a>0 
x>0 sen 3x x>0 x 


59. Uma mancha de óleo em um lago está cercada por uma bar- 
reira de contenção circular flutuante. À medida que a barreira 
é encolhida, a área circular da mancha diminui por bombea- 
mento. Se a barreira está sendo encolhida a uma taxa de 5 me- 
tros por minuto, a que taxa estará diminuindo a área da mancha 
quando essa área tiver um diâmetro de 100 m? 


60. A hipotenusa de um triângulo retângulo cresce a uma taxa 
constante de a centímetros por segundo e um cateto decresce a 
uma taxa constante de b centímetros por segundo. Qual é a taxa 
de variação do ângulo formado pela hipotenusa e o outro cateto 
no instante em que ambos os catetos medem 1 cm? 


CAPÍTULO 3 ESTABELECENDO CONEXÕES 


61. 


62. 


63. 


Em cada parte, use a informação dada para encontrar Ax, Ay e 
dy. 

(a) y= 1/(x — 1); x decresce de 2 para 1,5. 

(b) y= tg x; x cresce de —7/4 para 0. 

(c) y = 25 — x2; x cresce de O para 3. 


Use uma aproximação linear local adequada para estimar o va- 
lor de cotg 46º e compare sua resposta com o valor obtido com 
um recurso computacional. 


A base da Grande Pirâmide de Giza é um quadrado com 230 m 

de lado. 

(a) Conforme ilustrado na figura abaixo, suponha que um ar- 
queólogo em pé no centro de um lado mede o ângulo de 
elevação do ápice de q = 51º, com um erro de +0,5º. O 
que é razoável que o arqueólogo diga sobre a altura da 
pirâmide? 

(b) Use diferenciais para estimar o erro permitido no ângulo 
de elevação que resultará em um erro na altura de, no má- 
ximo, +5 m. 


GAR 
E PON 


230 m 


Figura Ex-63 


Nestes exercícios, exploramos uma aplicação de funções exponen- 
ciais ao decaimento radioativo e consideramos outra abordagem ao 
cálculo da derivada da função exponencial natural. 


1. Consideremos um modelo de decaimento radioativo simples, 
no qual supomos que, dada qualquer quantidade de certo mate- 
rial radioativo, a fração dessa quantidade que decai ao longo de 
um intervalo de tempo é uma constante que depende somente 
do material utilizado e do comprimento do intervalo de tempo. 
Escolhemos um parâmetro temporal —% < t < +% e denota- 
mos por A = A(t) a quantidade do material radioativo que per- 
manece no instante t do tempo. Também escolhemos unidades 
de medida tais que a quantidade inicial do material é A(0) = 1 
e tomamos b = A(1) como a quantidade do material no instante 
t = 1. Prove que a função A(t) tem as propriedades seguintes. 
(a) A(>t) = 5 [Sugestão: Com t > 0, podemos interpretar 

A(t) como a fração da quantidade do material radioativo 


que permanece depois de um intervalo de tempo de com- 
primento t.] 

(b) A(s + t) = A(s) - A(t) [Sugestão: Inicialmente, considere 
s e t positivos. Para os outros casos, use a propriedade na 
parte (a).] 

(c) Se n for qualquer inteiro não nulo, então 


1 
A (G) a (AD! = p!” 
n 
(d) Sem en forem inteiros com n O, então 
um e m/n _ pmln 
AEA Sb 


(e) Supondo que A(t) seja uma função contínua de t, mostre 
que A(t) = b'. [Sugestão: Prove que são iguais quaisquer 
duas funções contínuas que coincidem no conjunto dos 
números racionais.) 
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(£) Substituindo a hipótese A(0) = 1 pela condição A(O) = Ao, (b) Use as desigualdades na parte (a) e o Teorema do Con- 
prove que A = Aob". fronto para provar que 
2. Neste exercício, use a Figura 1.3.4. = 
(a) Faça a substituição h = 1/x e conclua que jim E 1 


1/h —1/h 
(A +ht<e<(1-h!2 com h>0 (c) Explique por que o limite na parte (b) confirma a Figura 
E 0.5.4. 
(d) Use o limite na parte (b) para provar que 
A-hM<e<d+r+h! com h<0 


o E 
(0) = 0 
dx 


A DERIVADA EM 
GRÁFICOS E 
APLICAÇÕES 


Stone/Getty Images 


As derivadas podem ajudar a 
encontrar a localização mais 
eficaz, quanto ao custo, de uma 
plataforma submarina de petróleo. 


Neste capítulo, estudaremos várias aplicações da derivada. Por exemplo, utilizaremos métodos 

do Cálculo para analisar funções e seus gráficos. Nesse processo, mostraremos como o Cálculo 

e os recursos gráficos computacionais, juntos, conseguem fornecer a maioria das informações 
importantes sobre o comportamento de funções. Outra aplicação importante da derivada será a 
solução de problemas de otimização. Por exemplo, se a principal consideração num problema for o 
tempo, podemos querer encontrar a maneira mais rápida de executar uma tarefa, e se a principal 
consideração for o custo, podemos querer encontrar a maneira mais econômica de executar uma 
tarefa. Matematicamente, os problemas de otimização podem ser reduzidos à obtenção do maior ou 
menor valor de uma função em algum intervalo e à determinação de onde esses valores ocorrem. 
Usando a derivada, desenvolveremos as ferramentas matemáticas necessárias para a solução desses 
problemas. Também utilizaremos a derivada para estudar o movimento de uma partícula ao longo de 
uma reta e mostraremos como a derivada pode ajudar na aproximação de soluções de equações. 


4.1 ANÁLISE DE FUNÇÕES |: CRESCIMENTO, DECRESCIMENTO E CONCAVIDADE 


Embora os recursos gráficos computacionais sejam úteis na determinação do aspecto geral do 
gráfico, muitos problemas requerem uma precisão maior do que aquela que eles são capazes de 
produzir. O propósito desta seção é desenvolver ferramentas matemáticas que possam ser usadas 
para determinar a forma exata do gráfico e a localização precisa de seus aspectos-chave. 


E FUNÇÕES CRESCENTES E DECRESCENTES 


Os termos crescente, decrescente e constante são usados para descrever o comportamento de 
uma função em um intervalo, à medida que percorremos seu gráfico da esquerda para a direi- 
ta. Por exemplo, a função cujo gráfico está na Figura 4.1.1 pode ser descrita como crescente 
à esquerda de x = 0, descrescente de x = 0 a x = 2, crescente de x = 2 a x = 4 e constante à 
direita de x = 4. 


Crescente Decrescente | Crescente 


2 


Constante x 
> 


E. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
0 


Figura 4.1.1 


As definições de “crescente”, “de- 
crescente” e “constante” descrevem 
o comportamento de uma função em 
um intervalo e não em um ponto. Em 
particular, não é inconsciente dizer 
que a função na Figura 4.1.1 é de- 
crescente no intervalo [0, 2] e cres- 
cente no intervalo [2, 4] 


Figura 4.1.2 


Figura 4.1.3 


Observe que as condições sobre a 
derivada no Teorema 4.1.2 precisam 
ser verificadas somente no interior do 
intervalo [a, b], mesmo que as con- 
clusões do teorema sejam válidas no 
intervalo inteiro. 
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A definição seguinte, ilustrada na Figura 4.1.2, expressa essas ideias intuitivas com 
precisão. 


4.1.1 peFiNIÇÃO Seja f definida em um intervalo, e sejam x, e xz pontos do intervalo. 


(a) fé crescente no intervalo se f(x,) < f(x») sempre que x, < x2. 
(b) fé decrescente no intervalo se f(x1) > f(x») sempre que xı < x2. 


(c) fé constante no intervalo se f(x,) = f (x2), quaisquer que sejam os pontos x; € x2. 


Crescente Decrescente 


Constante 


fœ) fo | 


fæ) i fai) 
| 


| 

| | 

| fo) | 

| 

| | 
xX 


X1 X X1 X2 1 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
l > 
x 


2 


| fæ < f&n) Sex; < X2 | | fæ) > fx) Se xı <x2 | | fæ) = fx), quaisquer xex ] 


(a) (b) (c) 


A Figura 4.1.3 sugere que uma função diferenciável fé crescente em qualquer intervalo 
onde cada reta tangente ao gráfico tenha inclinação positiva, decrescente em qualquer inter- 
valo onde cada reta tangente ao gráfico tenha inclinação negativa e constante em qualquer 
intervalo onde cada reta tangente ao gráfico tenha inclinação zero. Essa observação intuitiva 
sugere o seguinte teorema importante, que será provado na Seção 4.8. 


Ay Ay Ay 


yx 
y= 


va 


| Cada reta tangente tem | 
| inclinação positiva | 


ada reta tangente tem | 


Cada reta tangente tem | 
| inclinação zero | 


inclinação negativa 


4.1.2 TEOREMA Seja fuma função contínua em um intervalo fechado [a, b] e diferen- 
ciável no intervalo aberto (a, b). 


(a) Se f'(x) > 0 com qualquer valor de x em (a, b), então f é crescente em [a, b]. 


(b) Se f'(x) < O com qualquer valor de x em (a, b), então f é decrescente em [a, b]. 


(c) Se f'(x) = O com qualquer valor de x em (a, b), então f é constante em [a, b]. 
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va 


-1 


f(x) = x2-4x + 3 


Figura 4.1.4 


fo) = 2º 


Figura 4.1.5 


fŒ) = 3x! + 4x — 12x? +2 


Figura 4.1.6 


y= 


Embora esse teorema tenha sido enunciado para intervalos fechados, ele é aplicável a 
qualquer intervalo no qual f seja contínua. Por exemplo, se f for contínua em [a, +) e f'(x) > O 
em cada x no intervalo (a, +%), então f é crescente em [a, +%); se for contínua em (—%, +00) e 
f'(x) < 0 em (—%, +00), então f é decrescente em (—%, +00) 


> Exemplo 1 Encontre os intervalos nos quais f(x) = x? — 4x + 3 é crescente e os inter- 
valos nos quais é decrescente. 


Solução O gráfico de f na Figura 4.1.4 sugere que f seja decrescente com x < 2 e crescente 
com x > 2. Para confirmar isso, vamos analisar o sinal de f’. A derivada de fé 
f'œ@) = 2x — 4 = 2(x — 2) 
Tem-se que 
f'œ&)<0 se x<2 


f(l)>0 se 2<x 


Uma vez que fé contínua em todos os pontos, deduz-se do comentário que segue o Teorema 
4.1.2 que 


fé decrescente em (—%, 2] 
fé crescente em [2, +2) 


Essas conclusões estão em conformidade com o gráfico de fna Figura 4.1.4. < 


> Exemplo 2 Encontre os intervalos nos quais f(x) = x° é crescente e os intervalos nos 
quais é decrescente. 


Solução O gráfico de f na Figura 4.1.5 sugere que ela é crescente em todo eixo x. Para con- 
firmar isso, diferenciamos f obtendo f'(x) = 3x2. Assim, 
f(l)>0 se x<0 
f(l)>0 se O<x 
Uma vez que fé contínua em toda parte, 
fé crescente em (—%, 0] 
fé crescente em [0, +2) 


Como fé crescente nos intervalos concatenados (— 2º, 0] e [0, +), segue que fé crescente na 
união (—%, +00) desses intervalos (ver Exercício 59). < 


> Exemplo 3 


(a) Use o gráfico de f(x) = 3xº + 4x) — 12x? + 2 na Figura 4.1.6 para fazer uma conjectura 
sobre os intervalos nos quais f é crescente ou decrescente. 


(b) Use o Teorema 4.1.2 para verificar se sua conjectura estava correta. 


Solução (a) O gráfico de f sugere que ela é decrescente se x < —2, crescente se —2 < x < 0, 
decrescente se 0 < x < 1 e crescente sex > 1. 


Solução (b) Diferenciando f, obtemos 
FO) = 122º + 12x - 24x = 12x (12 + x- 2) = 12x (x + 2x- 1) 


A análise do sinal de f’ na Tabela 4.1.1 pode ser obtida usando o método dos pontos de tes- 
te. As conclusões da tabela confirmam a conjectura da parte (a). «4 


Côncava 

para cima 

“mantém 
água” 


Côncava 
para baixo 
“derrama 
água” 


Figura 4.1.7 


Concavidade 
para cima 


y= 


Inclinação crescente 


Concavidade 
para baixo 


ys 


Inclinação decrescente 


Figura 4.1.8 
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Tabela 4.1.1 
INTERVALO d2yæ+)x-1) Fw CONCLUSÃO 
x< -2 GGG) — fé decrescente em (—%, —2] 
-2<x<0 [O ECO NC) + f é crescente em [-2, 0] 
0O<x<l (6) (6) (5) — fé decrescente em [0, 1] 
l<x Œ) (4) (+) + f é crescente em [1, +) 


E CONCAVIDADE 
Embora o sinal da derivada de frevele onde o gráfico de fé crescente ou decrescente, ele não 
revela a direção da curvatura do gráfico. Por exemplo, o gráfico está crescendo de ambos os 
lados do ponto na Figura 4.1.7, mas à esquerda está curvado para cima (“segura água”) e à 
direita, para baixo (“derrama água”). Nos intervalos em que o gráfico de f tiver uma curvatura 
para cima, diremos que f é côncava para cima, e nos intervalos em que o gráfico tiver uma 
curvatura para baixo, diremos que fé côncava para baixo. 

A Figura 4.1.8 sugere duas maneiras de caracterizar a concavidade de uma função dife- 
renciável fem um intervalo aberto: 


e fé côncava para cima em um intervalo aberto se as retas tangentes ao gráfico de f têm in- 
clinações crescentes no intervalo, e côncava para baixo se têm inclinações decrescentes. 


e fé côncava para cima em um intervalo aberto se o gráfico está sempre acima de suas re- 
tas tangentes no intervalo, e côncava para baixo se o gráfico está sempre abaixo de suas 
retas tangentes. 


Nossa definição formal de “côncava para cima” e “côncava para baixo” corresponde à pri- 
meira dessas caracterizações. 


4.1.3 DEFINIÇÃO Se ffor diferenciável em um intervalo aberto, então dizemos que f é 


côncava para cima no intervalo aberto se f' for crescente nesse intervalo, e dizemos que f 
é côncava para baixo no intervalo aberto se f’ for decrescente nesse intervalo. 


Como as inclinações das retas tangentes ao gráfico de uma função diferenciável f são os 
valores da função derivada f’ de f, segue do Teorema 4.1.2 (aplicado a f’ no lugar de f) que f’ 
será crescente em intervalos nos quais f” é positiva e decrescente em intervalos nos quais f” é 
negativa. Assim, temos o teorema seguinte. 


4.1.4 TEOREMA Sejafduas vezes diferenciável em um intervalo aberto. 


(a) Se f"(x) > 0 em qualquer x do intervalo aberto, então f é côncava para cima nesse 
intervalo. 


(b) Se f'(x) < O em qualquer x do intervalo aberto, então f é côncava para baixo nesse 
intervalo. 


> Exemplo 4 A Figura 4.1.4 sugere que a função f(x) = x? — 4x + 3 é côncava para 
cima no intervalo (—%, 400). Isso é consistente com o Teorema 4.1.4, pois f'(x) = 2x — 4 e 


f(x) = 2, de modo que 


f"(x)>0 no intervalo (—c0, 400) 
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Também, a Figura 4.1.5 sugere que f(x) = x? é côncava para baixo no intervalo (—%, 0) 
e côncava para cima no intervalo (0, +%). Isso está de acordo com o Teorema 4.1.4, pois 
f'Œ) = 3x ef"(x) = 6x, portanto, 


flo)<0 sex<0 e f(l)>0 sex>0 «4 


E PONTOS DE INFLEXÃO 

Vimos no Exemplo 4 e na Figura 4.1.5 que o gráfico de f(x) = xº muda de côncavo para baixo 
para côncavo para cima em x = 0. Os pontos em que uma curva muda de côncavo para cima 
para côncavo para baixo ou vice-versa são de interesse especial; portanto, existe uma termi- 
nologia associada. 


Ponto de inflexão 


4.1.5 DEFINIÇÃO Se ffor contínua em um intervalo aberto contendo o ponto xp e se f 


Concavidade v 
para cima 


mudar de concavidade no ponto (xo, f(x9)), então diremos que o ponto x, do domínio, ou o 


Concavicade ponto (xo, f(xo)) do gráfico, é um ponto de inflexão de f (Figura 4.1.9). 


para baixo 


Xo 
Ponto de inflexão E ESSE: è 5 e 
> Exemplo 5 A Figura 4.1.10 mostra o gráfico da função f(x) = x? — 3x? + 1. Use as 
$ Concavidade derivadas primeira e segunda de f para determinar os intervalos nos quais f é crescente, de- 
crescente, côncava para cima e côncava para baixo. Localize todos os pontos de inflexão e 
confirme que suas conclusões são consistentes com o gráfico. 


Concavidade 


: ara cima 
para baixo P 


Xo 


Solução Calculando as derivadas primeira e segunda de f, obtemos 
f'&@) = 3x2 — 6x = 3x(x — 2) 
fŒ) = 6x — 6=6(x— 1) 


Figura 4.1.9 


A análise de sinais dessas derivadas é mostrada nas tabelas seguintes: 
INTERVALO (3x)(x— 2) f'o CONCLUSÃO 
Š x<0 CI) + f é crescente em (—%, 0] 
> 
O <x<2 Œ- — f é decrescente em [0, 2] 
x>2 (+) + f é crescente em [2, +00) 
INTERVALO 6(x-1) "œ CONCLUSÃO 
x<l (—) — fé côncava para baixo em (—%, 1) 
| fœ) =x -3x +1 x>1 (+) + — fé côncava para cima em (1, +00) 


Figura 4.1.10 


A segunda tabela mostra que há um ponto de inflexão em x = 1, pois f muda de côncava para 
baixo para côncava para cima nesse ponto. O ponto de inflexão é (1, f(1)) = (1, — 1). Todas 
essas conclusões são consistentes com o gráfico de f. « 


Poderíamos ter adivinhado, a partir da Figura 4.1.10, que a função f(x) = x? — 3x2 + 1 
tem um ponto de inflexão em x = 1 sem precisar calcular as derivadas. Contudo, às vezes, as 


f(x) = xe* 


Figura 4.1.11 


fl) =x+2 sen x 


Figura 4.1.12 
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mudanças de concavidade são tão sutis que as contas são essenciais para confirmar sua exis- 
tência e identificar sua localização. Aqui temos um exemplo. 


> Exemplo 6 A Figura 4.1.11 sugere que a função f(x) = xe“ tem um ponto de inflexão, 
mas sua localização exata não é evidente a partir dessa figura. Use as derivadas primeira e 
segunda de f para determinar os intervalos nos quais f é crescente, decrescente, côncava para 
cima e côncava para baixo. Localize todos os pontos de inflexão. 


Solução Calculando as derivadas primeira e segunda de f, obtemos (confira) 
fO=0-9e 
fO=(4— De 


Lembrando que e”* é positiva em todo x, a análise de sinais dessas derivadas é facilmente 
determinada: 


INTERVALO (| -)(e) f(x) CONCLUSÃO 
x<l (+)(+) + f é crescente em (—%, 1] 
x> 1 (—)(+) — f é decrescente em [1, + 00) 
INTERVALO (x—-2)(e) f(x) CONCLUSÃO 
x<2 (—)(+) — f é côncava para baixo em (—%, 2) 
x>2 (+)(+) + fé côncava para cima em (2, +00) 


A segunda tabela mostra que há um ponto de inflexão em x = 2, pois f muda de côncava para 
baixo para côncava para cima nesse ponto. Todas essas conclusões são consistentes com o 
gráfico de f. 4 


> Exemplo 7 A Figura 4.1.12 mostra o gráfico da função f(x) = x + 2 sen x no intervalo 
[0, 27]. Use as derivadas primeira e segunda de f para determinar onde f é crescente, decres- 
cente, côncava para cima e côncava para baixo. Localize todos os pontos de inflexão e confir- 
me que suas conclusões são consistentes com o gráfico. 


Solução Calculando as derivadas primeira e segunda de f, obtemos 
f(l)=1+2cosx 
f"œ@) = —2 sen x 


Como f’ é uma função contínua, ela só pode mudar de sinal no intervalo (0, 27) em pontos 
em que f'(x) = 0 (por quê?). Esses valores são soluções da equação 


1I+2cosx=0 ou, equivalentemente, cosx= — 


Há duas soluções dessa equação no intervalo (0, 27), a saber, x = 27/3 e x = 47/3 (veri- 
fique). Analogamente, f” é uma função contínua, logo suas mudanças de sinal no intervalo 
(0, 27) só podem ocorrer nos valores de x em que f”(x) = 0. Esses valores são soluções da 
equação 


—2 senx= 0 
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Duas maneiras de determinar os si- 
nais nas tabelas do Exemplo 7 são o 
método dos pontos de teste e as de- 
finições de seno e cosseno no círculo 
unitário. 


va 


0) = 4 


Figura 4.1.13 


Dê um argumento para mostrar que a 
função f(x) = x! esboçada na Figura 
4.1.13 é côncava para cima no inter- 
valo (—%, +00). 


Há uma única solução dessa equação no intervalo (0, 27), a saber, x = x. Com o auxílio des- 
ses “pontos de transição de sinal”, obtemos a análise de sinais mostrada nas tabelas seguintes: 


INTERVALO f'x)=1+2 cosx CONCLUSÃO 
0<x<2x/3 + f é crescente em [0, 27/3] 
27/3 < x< 4x13 — f é decrescente em [277/3, 47/3] 
47/3<x<27 + f é crescente em [47/3, 27] 
INTERVALO f" œŒ) = -2 sen x CONCLUSÃO 
O<x<r — f é côncava para baixo em (0, 7) 
m<x<2m + f é côncava para cima em (7, 27) 


A segunda tabela mostra que há um ponto de inflexão em x = x, pois f muda de côncava para 
baixo para côncava para cima nesse ponto. Todas essas conclusões são consistentes com o 
gráfico de f. «4 


Nos exemplos precedentes, os pontos de inflexão de f ocorreram nos pontos em que 
f(x) = 0. Contudo, isso nem sempre é o caso. Aqui temos um exemplo específico. 


> Exemplo 8 Encontre os pontos de inflexão, se houver, de f(x) = x°. 


Solução Calculando as derivadas primeira e segunda de f, obtemos 
fg=4 
f(x) = 12% 


Como f"(x) é positiva com x < 0 e com x > 0, a função f é côncava para cima nos intervalos 
(—c0, 0) e (0, +%). Assim, não há uma mudança de concavidade e, portanto, nenhum ponto de 
inflexão em x = 0, embora tenhamos f"(0) = O (Figura 4.1.13). < 


Veremos adiante que, se uma função f tiver um ponto de inflexão em x = xp e se f” (xo) 
existir, então f"(x9) = 0. Também veremos, na Seção 4.3, que um ponto de inflexão também 
pode ocorrer onde f"(x) não está definida. 


E PONTOS DE INFLEXÃO EM APLICAÇÕES 

Os pontos de inflexão de uma função f são os pontos do gráfico de y = f(x) nos quais as in- 
clinações das retas tangentes mudam de crescente para decrescente ou vice-versa (Figura 
4.1.14). Como a inclinação da reta tangente em um ponto do gráfico de y = f(x) pode ser 
interpretada como a taxa de variação de y em relação a x naquele ponto, podemos interpretar 
os pontos de inflexão da seguinte maneira: 


Os pontos de inflexão marcam os lugares da curva y = f(x) em que a taxa de variação de 
y em relação a x muda de crescente para decrescente ou vice-versa. 


Essa é uma ideia sutil, já que estamos lidando com uma taxa de variação de uma taxa de 
variação. Pode ajudar a entender essa ideia observar que os pontos de inflexão ocorrem em 
contextos mais familiares. Por exemplo, considere a afirmação: “O preço da gasolina subiu 
bastante durante a primeira metade do ano, mas desde então tem subido menos”. Se o preço 


crescente 


y=f&) 


Inclinação 
decrescente 


nclinação 


x 
> 
Xo 
y ; 
Te v=f09 
Inclinação 
crescente 
aa 
Inclinação | 
decrescente | m 
i E 
> 


Xo 


Figura 4.1.14 


Curva de crescimento logístico 


Figura 4.1.16 


1 


Ay 
L 
L 
2 
L 
BT js 
In A 
k 


Figura 4.1.17 
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da gasolina for esboçado como uma função do tempo, essa afirmação sugere a existência de 
um ponto de inflexão no gráfico perto do meio do ano. (Por quê?) Para ter um exemplo mais 
visual, considere o frasco mostrado na Figura 4.1.15. Suponha que esteja sendo colocada 
água nele, de tal modo que o volume cresça a uma taxa constante em relação ao tempo t. Exa- 
minemos a taxa pela qual o nível y de água sobe em relação t. Inicialmente, o nível y cresce 
lentamente por causa da base larga. Contudo, à medida que o diâmetro do frasco estreitar, a 
taxa pela qual o nível de água sobe irá aumentar até atingir o ponto mais estreito do gargalo. 
Desse ponto em diante, a taxa pela qual o nível de água sobe irá diminuir à medida que o gar- 
galo alargar cada vez mais. Assim, o ponto mais estreito do gargalo é aquele em que a taxa de 
variação de y em relação a t passa de crescente para decrescente. 


a y (Profundidade da água) 


Concavidade para baixo 


<— O ponto de inflexão 
ocorre quando o nível 
da água está no ponto 
mais estreito do frasco 


Concavidade 
para cima 


t (tempo) 
> 


Figura 4.1.15 


E CURVAS LOGÍSTICAS 


Quando uma população cresce em um ambiente no qual o espaço ou o alimento é limitado, o 
gráfico da população versus tempo tem uma forma típica de S, conforme a Figura 4.1.16. O ce- 
nário descrito por tal curva é o de uma população crescendo a princípio vagarosamente e, então, 
cada vez mais rápido à medida que cresce o número de indivíduos capazes de produzir descen- 
dentes. Porém, em um certo momento do tempo (onde ocorre o ponto de inflexão), os fatores 
ambientais começam a mostrar seu efeito e a taxa de crescimento começa a declinar uniforme- 
mente. Em um período prolongado de tempo, a população tende a um valor limite que representa 
o limite superior do número de indivíduos que o espaço ou o alimento pode sustentar. As curvas 
de crescimento populacional desse tipo são chamadas de curvas de crescimento logístico. 


> Exemplo 9 Iremos mostrar, em um capítulo posterior, que as curvas do crescimento lo- 
gístico surgem de equações da forma 


L 


Lon 1 
1+ Act w 


y 


onde y é a população no momento t (t > 0) e A, k e L são constantes positivas. Mostre que a 
Figura 4.1.17 descreve corretamente o gráfico dessa equação quando A > 1. 


Solução Segue de (1) que, no instante t = 0, o valor de y é 
o L 
TFA 


e segue de (1) e do fato de que 0 < e™™ < 1 comt > 0 que 


<y<L 


1+A (2) 


(verifique). Isso está de acordo com o gráfico da Figura 4.1.17. A assíntota horizontal em 
y = L é confirmada pelo limite 
L 
= =L 
1+0 


L 
lim 


t>+o | + Ae 8) 


lim 
t> +% y 
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Fisicamente, as Fórmulas (2) e (3) nos dizem que L é um limite superior do tamanho da popu- 
lação e que a população tende a esse limite com o tempo. Novamente, isso é consistente com 
o gráfico da Figura 4.1.17. 

Para investigar os intervalos de crescimento e de decrescimento, a concavidade e os 
pontos de inflexão, vamos precisar das derivadas primeira e segunda de y em relação a t. Mul- 
tiplicando ambos os lados da Equação (1) por e(1 + Ae 9, podemos reescrever (1) como 


ye” + Ay = Le" 


Usando derivação implícita, podemos deduzir que 


CE ad (4) 
a ETA 

dy k 

2 = (LL —29) (5) 


(Exercício 70). Como k > 0, y > 0eL — y > 0, tem-se, a partir de (4), que dy/dt > 0 com 
qualquer t. Assim, y é crescente, o que está de acordo com a Figura 4.1.17. 
Uma vez que y > 0 e L — y > 0, tem-se, a partir de (5), que 


dy 
ga 7’ se L-2y>0 
dºy 
ao 4 se L-—2y<0 


Assim, o gráfico de y versus t é côncavo para cima se y < L/2, côncavo para baixo se y > L/2 
e tem um ponto de inflexão em y = L/2, tudo de acordo com a Figura 4.1.17. 
Para encerrar, deixamos a cargo do leitor resolver a equação 


E L 
2 1I+4e%t 


em í para mostrar que o ponto de inflexão ocorre em 


de ne q (6) 
== = Á 
k k 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.1 (Ver página 244 para respostas.) 


1. (a) Uma função fé crescente em (a, b) se sempre 
quea <x <x <b. 
(b) Uma função fé decrescente em (a, b) se sem- 


pre que a < xı < x2 < b. 
(c) Uma função f é côncava para cima em (a, b) se f' é 
em (a, b). 
(d) Se f"(a) existe e ftem um ponto de inflexão em x = a, en- 
tão f"(a) 


2. Seja f(x) = 0,1(xº — 3x? — 9x). Então, 
F()=0,1(37— 6x — 9) = 0,3(x + Dlx— 3) 
f"œ) = 0,6 — 1) 


(a) As soluções de f'(x) = 0 são x = 
(b) A função fé crescente no(s) intervalo(s) 


(c) A função f é côncava para baixo no(s) intervalo(s) 
(d) é um ponto de inflexão do gráfico de f. 


3. Suponha que f(x) tenha derivada f'(x) = (x — 4)2e*?, Então 
f'e) =- — Ate — Bjo A, 
(a) A função f é crescente no(s) intervalo(s) 
(b) A função f é côncava para cima no(s) intervalo(s) 


(c) A função f é côncava para baixo no(s) intervalo(s) 


4. Considere a afirmação: “O aumento do custo de vida desacele- 
rou durante a primeira metade do ano”. Fazendo um gráfico do 
custo de vida versus o tempo para a primeira metade daquele 
ano, como essa afirmação será refletida no gráfico? 


EXERCÍCIOS 4.1 [Recurso Gráfico [E] CAS 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Em cada parte, esboce o gráfico de uma função f com as 

propriedades indicadas e discuta os sinais de f’ e de f”. 

(a) A função fé côncava para cima e crescente no intervalo 
(—00, +0). 

(b) A função fé côncava para baixo e crescente no interva- 
lo (— 00, +). 

(c) A função f é côncava para cima e decrescente no inter- 
valo (—o0, +00). 

(d) A função fé côncava para baixo e decrescente no inter- 
valo (—%, +00). 


2. Em cada parte, esboce o gráfico de uma função f com as 

propriedades indicadas. 

(a) fé crescente em (—co, 400), tem um ponto de inflexão 
na origem e é côncava para cima em (0, +º0). 

(b) fé crescente em (—%, +00), tem um ponto de inflexão 
na origem e é côncava para baixo em (0, +º0). 

(c) fé decrescente em (—%, +20), tem um ponto de infle- 
xão na origem e é côncava para cima em (0, +00). 

(d) fé decrescente em (—c0, +00), tem um ponto de infle- 
xão na origem e é côncava para baixo em (0, +). 


3. Use o gráfico da equação y = f(x) na figura abaixo para 
encontrar os sinais de dy/dx e d?y/dx? nos pontos A, Be C. 


e v=fo) 


B G 


yxs 


Figura Ex-3 


4. Use o gráfico da equação y = f'(x) na Figura Ex-4 para en- 
contrar os sinais de dy/dx e d?y/dx? nos pontos A, B e C. 


5. Use gráfico de y = f”"(x) na Figura Ex-5 para determinar 
as coordenadas x de todos os pontos de inflexão de f. Expli- 
que seu raciocínio. 


Ay Ay 
y=% 
X 
1 1 > 
-2 3 
Figura Ex-4 Figura Ex-5 
6. Use o gráfico de y = f'(x) na figura a seguir para substituir 


a interrogação por <, = ou >, conforme apropriado. Expli- 
que seu raciocínio. 


(a) FOFO Œ FAF (o f'0)?0 
(® f')?0 (e) f"0)?0 (D f"2)?0 
Ay 
> 
Figura Ex-6 


7. Em cada parte, use o gráfico de y = f(x) na figura abaixo 

para encontrar a informação requisitada. 

(a) Encontre os intervalos nos quais f é crescente. 

(b) Encontre os intervalos nos quais f é decrescente. 

(c) Encontre os intervalos abertos nos quais f é côncava 
para cima. 

(d) Encontre os intervalos abertos nos quais f é côncava 
para baixo. 

(e) Encontre todos os valores de x nos quais f tem um pon- 
to de inflexão. 


Ay 


ys 


Figura Ex-7 


8. Use o gráfico do Exercício 7 para fazer uma tabela que 
mostre os sinais de f’ e f” nos intervalos (1, 2), (2, 3), (3, 4), 
(4, 5), (5, 6) e (6, 7). 


9-10 É dada uma tabela de sinais para as derivadas primeira e se- 
gunda de uma função f. Supondo que f seja contínua em toda parte, 
encontre: (a) os intervalos em que f é crescente, (b) os intervalos 
em que fé decrescente, (c) os intervalos abertos em que f é côncava 
para cima, (d) os intervalos abertos em que f é côncava para baixo e 
(e) as coordenadas x de todos os pontos de inflexão. EM 


ý INTERVALO SINAL DE f'(x) SINAL DE f''(x) 
gei — + 
I<x<2 + + 
2<x<3 + — 
3<x<4 — — 
4<x — + 


242 Cálculo 
10. 
INTERVALO SINAL DE f'(x) SINAL DE f(x) 
x<1l + + 
I<x<3 + = 
3<% + + 


11-14 Verdadeiro/Falso Suponha que f seja diferenciável em 
toda parte. Determine se a afirmação dada é verdadeira ou falsa. 
Explique sua resposta. E 


11. 
12. 
13. 
14. 


Se f for decrescente em [0, 2], então f(0) > f(1) > f(2). 
Se f'(1) > 0, então f será crescente em [0, 2]. 
Se f for crescente em [0, 2], então f'(1) > 0. 


Se f’ for crescente em [0, 1] e f’ for decrescente em [1, 2], en- 
tão f tem uma inflexão em x = 1. 


15-32 Encontre: (a) os intervalos nos quais f é crescente, (b) os in- 
tervalos nos quais fé decrescente, (c) os intervalos abertos nos quais 
fé côncava para cima, (d) os intervalos abertos nos quais fé côncava 
para baixo e (e) as coordenadas x de todos os pontos de inflexão. E 


15. fœ =x- 3x+8 16. f = 5- 4x- x 


17. FO) = (2x + 1% 18. fœ = 5+ 12x- 
19. fœ) = 3x — 4º 20. fx) = 4 — 58 + 9x? 
21. f) = = 2. fœ) = = 

23. fl) = Vw +x41 24. fo) = 142 — 2 

25. fo) = (28 — 17 26. fo) =x — x 

27. fœ) = e 28. fœ) = xe? 

29. f(x) =n vx +4 30. f@ =x Inx 


31. fx) = arc tg &@ — 1) 32. f(x) = arc sen x% 


[33-38 Analise as funções trigonométricas f nos intervalos especifi- 
cados indicando onde f é crescente, decrescente, côncava para cima, 
côncava para baixo e as coordenadas x de todos os pontos de in- 
flexão. Verifique se seus resultados estão em conformidade com o 
gráfico de f gerado por algum recurso computacional. E 


33. f(x) = sen x — cos x; [—7, 7] 
34. f(x) = sec x tg x; (—7/2, 7/2) 
35. fœ = 1 — tg(x/2); (=x, 7) 
36. f(x) = 2x + cotg x; (0, 7) 

37. f(x) = (sen x + cos 2; [-7, 71] 
38. f(x) = sen? 2x; [0, 7] 


ENFOCANDO CONCEITOS 


39. Em cada parte, esboce uma curva contínua y = f(x) com as 
propriedades indicadas. 
(a) HD) =4, f'(2)=0, f(x) > 0 com qualquer x 
(b) f(2)=4, fF'2)=0, fl)<0Ocomx<2, 
f"x)>0comx>2 


(c) f2)=4, f'Œ)<0comx+2e 
lim, >2+ f Œ) = —%, lim, 2- f'Œ) = —00 


40. Em cada parte esboce uma curva contínua y = f(x) com as 
propriedades indicadas. 
(a) HO) =4, f(2)=0, f(x) < O com qualquer x 
(b) f(2)=4, f'(2)=0, f()>0comx<2, 
f(x) <0comx>2 
c) f(2)=4, f'(w)>0comx£2e 
lim 1'09) = —, lim, o f'a) = +0 


41-46 Se ffor crescente em um intervalo [0, b), segue da Definição 


o 


4.1.1 que f(0) < f(x) com qualquer x do intervalo (0, b). Use esse 
resultado nesses exercícios. E 


41. Mostre que 1 Fx < 1+ ix se x > 0 e confirme a desigual- 
dade com algum recurso gráfico computacional. [Sugestão: 


Mostre que f(x) = 1 + ix — 3/1 F x é crescente em [0, +%).] 


42. Mostre que x < tg x se 0 < x < 7/2 e confirme a desigualdade 
com algum recurso gráfico computacional. [Sugestão: Mostre 


que a função f(x) = tg x — x é crescente em [0, 7/2).] 


43. Use um recurso gráfico computacional para fazer uma conjec- 
tura sobre os tamanhos relativos de x e sen x com x > 0 e prove 


sua conjectura. 


44. Use um recurso gráfico para fazer uma conjectura sobre os ta- 
manhos relativos de 1 — x?/2 e de cos x com x > 0 e prove sua 


conjectura. [Sugestão: Use o resultado do Exercício 43.] 
(a) 


(b) 
(c) 


45. Mostre que In (x + 1) < x se x > 0. 
Mostre que In (x + 1) > x — ix? sex > 0. 
Confirme as desigualdades em (a) e (b) com um recurso 


gráfico. 


46. (a) 
(b) 


(c) 


Mostre que e* > 1 +xsex>0. 

Mostre que e* > 1 +x Hix se x > 0. 

Confirme as desigualdades de (a) e (b) com algum recurso 
gráfico computacional. 


47-48 Use um recurso computacional para gerar os gráficos de f’ e 
f” no intervalo indicado; use os gráficos para estimar as coordenadas 
x dos pontos de inflexão de f, os intervalos nos quais f é côncava para 
cima ou para baixo e os intervalos nos quais f é crescente ou decres- 
cente. Verifique suas estimativas fazendo o gráfico de f. E 


47. fo)=x!-240 + 12x, —5<x<5 
48. = ——, —5<x<5 
f= “Ísis 
49-50 Use um CAS para encontrar f” e para aproximar as coorde- 


nadas x dos pontos de inflexão até a sexta casa decimal. Confirme 
que sua resposta está coerente com o gráfico de f. E 


&)= 10x — 3 
f=s 


x -—8x+7 
x2—- 5x +8 


vx? +1 
Use a Definição 4.1.1 para provar que f(x) = x° é crescente em 
[0, +). 


49. 50. fl) = 


51. 


52. Use a Definição 4.1.1 para provar que f(x) = 1/x é decrescente 


em (0, +%). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


53-54 Em cada parte, determine se a afirmação é verdadeira 
ou falsa. Se falsa, encontre funções para quais a afirmação não 
é válida. EB 


ENFOCANDO CONCEITOS 
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63-66 Suponha que água esteja fluindo a uma taxa constante 
para dentro dos frascos mostrados. Faça um esboço grosseiro do 
gráfico do nível de água y versus tempo t. Assegure-se de que o 
esboço mostre onde o gráfico é côncavo para baixo e para cima e 


53. (a) Sefe g forem crescentes em um intervalo, então f + g 
também será. 
(b) Se fe g forem crescentes em um intervalo, então f- g 
também será. 
54. (a) Sefe g forem côncavas para cima em um intervalo, 
então f + g também será. 
(b) Se fe g forem côncavas para cima em um intervalo, 
então f - g também será. 
55. Em cada parte, encontre funções fe g que sejam crescentes 


56. 


em (—20, +%) e com as quais f— g tem a propriedade indi- 
cada. 

(a) f- g é decrescente em (—%, +00). 

(b) f- g é constante em (—%, +). 

(c) f- eg é crescente em (—%, +00). 


Em cada parte, encontre funções fe g que sejam positivas e 
crescentes em (—%, +90) e com as quais f/g tem a proprie- 
dade indicada. 

(a) f/g é decrescente em (—00, +). 

(b) f/g é constante em (—%, +00). 

(c) f/g é crescente em (—%, +00), 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


(a) Prove que o polinômio cúbico geral 
fo=ai+hé+c+d (20) 


tem exatamente um ponto de inflexão. 

Prove que, se o polinômio cúbico tiver três cortes com o eixo 
x, o ponto de inflexão ocorre no valor médio dos cortes. 

Use o resultado de (b) para encontrar o ponto de inflexão 
do polinômio cúbico f(x) = x* — 3x? + 2x e verifique seu 
resultado usando f” para determinar onde f é côncava para 
cima e para baixo. 


(b) 


(c) 


A partir do Exercício 57, o polinômio f(x) = xX? + bx? + 1 tem 
um ponto de inflexão. Use um recurso gráfico computacional 
para tirar conclusões sobre o papel da constante b na localiza- 
ção do ponto de inflexão. Use f” para explicar o que observou 
graficamente. 


Use a Definição 4.1.1 para provar que: 

(a) Se ffor crescente nos intervalos (a, c] e [c, b), então f será 
crescente em (a, b). 

(b) Se f for decrescente nos intervalos (a, c] e [c, b), então f 
será decrescente em (a, b) 


Use a parte (a) do Exercício 59 para mostrar que f(x) = x + sen x 
é crescente no intervalo (—%, +00). 


Use a parte (b) do Exercício 59 para mostrar que f(x) = cos x — x 
é decrescente no intervalo (—%, +00). 


Seja y = 1/(1 + x°). Encontre os valores de x nos quais y está 
crescendo e decrescendo mais rapidamente. 


destaque as coordenadas y dos pontos de inflexão. E 


63. 


Ay 64. Ay 


66. 


67. 


| 68. 


m~ 69. 


70. 


Suponha que uma população y cresça de acordo com o modelo 

logístico dado pela Fórmula (1). 

(a) Qual é a taxa de crescimento de y em t= 0? 

(b) Descreva como a taxa de crescimento de y varia com o 
tempo. 

(c) Em que momento a população cresce mais rapidamente? 


Suponha que o número de indivíduos no instante ź de uma certa 
população selvagem seja dado por 


340 


Ee, r20 
1 + 9(0,77)' 


onde t é dado em anos. Use um recurso gráfico para estimar 
o ano em que o tamanho da população está crescendo mais 
rapidamente. 


Suponha que a disseminação de um vírus de gripe em um cam- 
pus universitário seja modelado pela função 


1000 


t) = — — 
YO = T7 999e-5% 


onde y(t) é o número de estudantes infectados no instante t 
(dado em dias, começando em t = 0). Use um recurso gráfico 
para estimar o dia em que o vírus está sendo disseminado mais 
rapidamente. 


O modelo de crescimento logístico dado na Fórmula (1) é equi- 
valente a 


ye! + Ay = Le“ 
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em que y é a população no instante t (t > 0) e A, ke L são cons- 72. Texto Uma tormenta que se aproxima provoca uma queda na 
tantes positivas. Use derivação implícita para estabelecer que temperatura. Apresente uma afirmação que indica que há um 
ponto de inflexão no gráfico da temperatura versus tempo. Ex- 
dy = K L=y) plique como a existência de um ponto de inflexão decorre da 
dt L afirmação. 
Py e 73. Texto Explique o que a análise de sinais de f'(x) e f” (x) reve- 
m = aLL- y) . plique o q v 


la sobre o gráfico de y = f(x). 


71. Supondo que A, k e L sejam constantes positivas, verifique que 
o gráfico de y = L/(1 + Ae™) tem um ponto de inflexão em 
(nA, 4L). 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.1 


1. (a) fœ) <f) (b) fœ) > fl) (c)crescente (d)=0 2. (a)-1,3 (b) (—%,—1]e[3,+%) (c) (-00,1) (d) (1; —1,1) 
3. (a) (~œ, +00) (b) (4,8) (c) (—%, 4), (8, +œ) 4. O gráfico é crescente e côncavo para baixo. 


4.2 ANÁLISE DE FUNÇÕES Il: EXTREMOS RELATIVOS; GRÁFICOS DE 
POLINÔMIOS 


Nesta seção, desenvolveremos métodos para encontrar os pontos altos e baixos do gráfico de 
uma função e discutiremos procedimentos para analisar os gráficos de polinômios. 


E MÁXIMOS MÍNIMOS E RELATIVOS 


Morro Se imaginarmos o gráfico de uma função como uma cordilheira bidimensional com morros 
mais alto iimo e vales, então o topo dos morros e o fundo dos vales serão chamados máximos e mínimos 
relativo relativos, respectivamente (Figura 4.2.1). Os máximos e os mínimos relativos são os pontos 


mais altos e mais baixos em sua vizinhança próxima. Observe que nem o máximo relativo é 
cá in necessariamente o ponto mais alto, nem o mínimo relativo é o ponto mais baixo — eles são tão 
Su vÈ E somente pontos altos e baixos relativos à vizinhança imediata. Essas ideias estão relacionadas 
- relativo à a 
AE profundo na seguinte definição. 
Figura 4.2.1 


4.2.1 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função f tem um máximo relativo em xo se houver 
um intervalo aberto contendo xo no qual f (xo) é o maior valor, isto é, f (xo) > f(x) em cada 
x no intervalo. Analogamente, diz-se que f tem um mínimo relativo em x se houver um 


intervalo aberto contendo xo no qual f (xo) é o menor valor, isto é, f(xo) < f(x) em cada x 
no intervalo. Quando f tiver um máximo ou um mínimo relativo em xo, diz-se que f tem 
um extremo relativo em xo. 


> Exemplo 1 Podemos ver na Figura 4.2.2 que: 
e f(x)= x? tem um mínimo relativo em x = 0, mas não máximos relativos. 
e f(x)= xX não tem extremos relativos. 


e f(x)= X — 3x + 3 tem um máximo relativo em x = — 1 e um mínimo relativo em x = 1. 


e f(x)= ixt $ x? + 4x + 1 tem mínimos relativos em x = — 1 e x = 2 e um má- 


ximo relativo em x = 1. 
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e f(x) = cos x tem máximos relativos em todos os múltiplos pares de x e mínimos relati- 
vos em todos os múltiplos ímpares de 7. < 


x X xX 
| I Liis > > 
-3-2 123 
| | 
y=x? y=x° | 1 | y= cosx | 
Figura 4.2.2 
Ay Ponto de 

não diferenciabilidade Os extremos relativos das cinco funções do Exemplo 1 ocorrem em pontos nos quais os 


gráficos das funções têm retas tangentes horizontais. A Figura 4.2.3 ilustra que um extremo 
relativo também pode ocorrer em um ponto onde a função não é diferenciável. Em geral, de- 
finimos um ponto crítico de uma função f como um ponto do domínio de fem que o gráfico 

Ponto de | de f tem uma reta tangente horizontal ou f não é diferenciável. Para distinguir entre os dois 
nao difêrenciapilidade, tipos de pontos críticos, dizemos que x é um ponto estacionário de f se f'(x) = 0. O teorema 


| 
l > 
ži Ee) a Ag As a seguir, cuja prova aparece no Apêndice D, afirma que os pontos críticos de uma função 


constituem a coleção completa dos candidatos a extremos relativos do interior do domínio 


Figura 4.2.3 Os pontos x1, X2, X3, X4 
e xs são críticos. Desses, x1, X2 € x5 são da função. 
estacionários. 


4.2.2 TEOREMA Suponha que f seja uma função definida em um intervalo aberto con- 


tendo o ponto xo. Se f tiver um extremo relativo em x = xo, então x = xo será um ponto 
crítico de f; assim, ou f (xo) = O ou f não é diferenciável em xo. 


> Exemplo 2 Encontre todos os pontos críticos de f(x) = x? — 3x + 1. 


X 

” Solução A função f, por ser um polinômio, é diferenciável em toda parte; portanto, seus 
pontos críticos são todos estacionários. Para encontrar esses pontos, devemos resolver a equa- 
ção f'(x) = 0. Como 

f()=30-3=3kx+ Dkx- 1) 
= yo 
y=x'-3x+1 P e z ; 2 
concluímos que os pontos críticos ocorrem em x = —1 e x = 1. Isso é consistente com o grá- 
Figura 4.2.4 fico de f na Figura 4.2.4. «4 


TET TE >» Exemplo 3 Encontre todos os pontos críticos de f(x) = 32x — 15x2/3. 
Qual é o número máximo de pontos 


críticos que pode ter um polinômio de 
grau n? Explique por quê. Solução A função f é contínua em toda parte e sua derivada é 


5(x — 2) 


= lies a, 
xX 
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Vemos, então, que f'(x) = 0 sex = 2 e f'(x) não está definida em x = 0. Assim, x= 0e x= 2 
são os pontos críticos de fe x = 2 é um ponto estacionário. Isso é consistente com o gráfico 
de f mostrado na Figura 4.2.5. < 


DOMÍNIO DA | Alguns recursos gráficos podem ter dificuldades em produzir partes do gráfico da Figura 4.2.5 por causa dos 
TECNOLOGIA | expoentes fracionários. Se esse for seu caso, produza o gráfico da função 


y = 39x? — 151x]? 


que é equivalente a f(x) com x + 0. Esse método é explicado com mais detalhes no Apêndice A. 


E TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA 

O Teorema 4.2.2 afirma que os extremos relativos devem ocorrer em pontos críticos, mas não 
diz que em cada ponto crítico deve ocorrer um extremo relativo. Por exemplo, para os oito 
Las pontos críticos na Figura 4.2.6, ocorrem extremos relativos em cada ponto xo da linha supe- 
RM RR p G rior e em nenhum ponto xo da linha inferior. Além disso, nos pontos críticos da primeira linha, 
as derivadas têm sinais opostos dos dois lados de xo, enquanto nos pontos críticos da segunda 
linha, os sinais das derivadas são os mesmos de ambos os lados. Assim, podemos intuir que: 


Uma função f tem um extremo relativo naqueles pontos críticos em que f' troca de sinal. 


y = 3x 15 


Figura 4.2.5 


Xo 
Ponto crítico Ponto crítico Ponto crítico Ponto crítico 
Ponto estacionário Ponto não estacionário Ponto estacionário Ponto não estacionário 
Máximo relativo Máximo relativo Mínimo relativo Mínimo relativo 


Ponto crítico Ponto crítico Ponto crítico Ponto crítico 

Ponto estacionário Ponto estacionário Ponto não estacionário Ponto não estacionário 

Ponto de inflexão Ponto de inflexão Ponto de inflexão Ponto de inflexão 

Não um extremo relativo Não um extremo relativo Não um extremo relativo Não um extremo relativo 
Figura 4.2.6 


Podemos, de fato, levar isso um passo adiante. Nos dois máximos relativos da Figura 
4.2.6, a derivada é positiva à esquerda e negativa à direita; e nos dois mínimos relativos, a 
derivada é negativa à esquerda e positiva à direita. Isso tudo está resumido mais precisamente 
no teorema seguinte. 


Informalmente, as partes (a) e (b) do 
Teorema 4.2.3 nos dizem que, para 
uma função contínua, os máximos 
relativos ocorrem em pontos críticos 
onde a derivada troca de + para —; e 
os mínimos relativos, em pontos críti- 
cos onde a derivada troca de — para +. 


Use o teste da derivada primeira para 
confirmar o comportamento de cada 
gráfico da Figura 4.2.6 em xo. 


Tabela 4.2.1 


INTERVALO 5(x-2)/x f(x) 


x<0 (SM) + 
O<x<2 (—)/(+) — 
x>2 (+)/(+) + 
f"<0 
Concavidade para baixo 
f” > 0 
Concavidade 
para cima 


Máximo Mínimo 
relativo relativo 
Figura 4.2.7 
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4.2.3 TEOREMA (Teste da Derivada Primeira) Suponha f contínua em um ponto crí- 
tico Xo. 


(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo aberto imediatamente à esquerda de xo e f'(x) < O em 
um intervalo aberto imediatamente à direita de xo, então f tem um máximo relativo 
em xo. 


(b) Se f'(x) < O em um intervalo aberto imediatamente à esquerda de xo e f'(x) > 0 em 
um intervalo aberto imediatamente à direita de xo, então f tem um mínimo relativo 
em Xo. 


Se f'(x) tiver o mesmo sinal tanto em um intervalo aberto imediatamente à esquerda 
de xo quanto em um intervalo aberto imediatamente à direita de xo, então f não tem 
extremo relativo em xo. 


DEMONSTRAÇÃO Provaremos (a), deixando (b) e (c) como exercícios. Estamos supondo que 
f(x) > 0 no intervalo (a, xo) e que f'(x) < O no intervalo (xo, b), e queremos mostrar que 


Fo) > f 


em cada x no intervalo (a, b). Contudo, as duas hipóteses, junto ao Teorema 4.1.2 e à nota da 
margem, implicam que fé crescente no intervalo (a, xo] e decrescente no intervalo [xo, b). As- 
sim, f(xo) > f(x) em cada x em (a, b), com igualdade valendo somente no ponto xo. E 


>» Exemplo 4 Mostramos, no Exemplo 3, que a função f(x) = 32º — 15x2/3 tem pontos 
críticos em x = 0 e em x = 2. A Figura 4.2.5 sugere que ftem um máximo relativo em x = 0 e 
um mínimo relativo em x = 2. Confirme isso usando o teste da derivada primeira. 


Solução Mostramos no Exemplo 3 que 


y 5(x — 2) 
f O) = ESC 


Uma análise de sinais dessa derivada está na Tabela 4.2.1. O sinal de f’ muda de + para — em 
x = 0, de modo que ocorre um máximo relativo nesse ponto. O sinal muda de — para + em 
x = 2, de modo que ocorre um mínimo relativo nesse ponto. « 


E TESTE DA DERIVADA SEGUNDA 

Há um outro teste para extremos relativos que tem por base a observação geométrica seguin- 
te: uma função ftem um máximo relativo em um ponto estacionário se o gráfico de ffor côn- 
cavo para baixo em um intervalo aberto contendo aquele ponto estacionário e tem um mínimo 
relativo se for côncavo para cima (Figura 4.2.7). 


4.2.4 TEOREMA (Teste da Derivada Segunda) Suponha que f seja duas vezes dife- 
renciável em um ponto xo. 


(a) Se f' (xo) = 0ef"(xo) > 0, então f tem um mínimo relativo em xo. 


(b) Se f' (xo) = 0 e f”"(xo) < 0, então f tem um máximo relativo em xo. 


(c) Se f'(xo) = 0 e f"(xo) = 0, então o teste é inconclusivo, isto é, f pode ter um máximo 
ou mínimo relativo em xo ou nenhum dos dois. 
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O teste da derivada segunda costuma 
ser mais fácil de aplicar do que o da 
derivada primeira. No entanto, o teste 
da derivada primeira pode ser usa- 
do em qualquer ponto crítico de uma 
função contínua, enquanto que o da 
derivada segunda só pode ser aplica- 
do em pontos estacionários nos quais 
existir a derivada segunda. 


y= 3x7 - 5x? 


Figura 4.2.8 


y= 


Provaremos (a) e (c), deixando (b) como exercício. 


DEMONSTRAÇÃO (a) Estamos supondo que f' (xo) = O e que f” (xo) > 0, e queremos mostrar 
que f tem um mínimo relativo em xp. Expressando f”(x9) como um limite e usando as duas 
condições dadas, obtemos 


ie im OO dO 


x —> Xo xX — Xo X>% X — X0 


0 


Isso implica que, com x suficientemente próximo, mas diferente de xo, temos 


FG) 


X — X0 


>0 (1) 


Assim, existem um intervalo aberto que se estende à esquerda de xo e um intervalo aberto que 
se estende à direita de xo em que (1) é válido. No intervalo aberto que se estende à esquerda, 
o denominador em (1) é negativo, portanto, f'(x) < 0; e no intervalo aberto que se estende à 
direita, o denominador é positivo, portanto, f'(x) > 0. Agora, segue da parte (b) do teste da 
derivada primeira (Teorema 4.2.3) que f tem um mínimo relativo em xo. 


DEMONSTRAÇÃO (c) Para provar essa parte do teorema, basta fornecer funções para as quais 
f' (xo) = 0 e f“(x9) = O em algum ponto xo, mas com uma delas tendo um mínimo relativo em 
Xo, uma outra tendo um máximo relativo em xo e uma última sem máximo nem mínimo re- 
lativo em xo. Deixamos a cargo do leitor mostrar que três tais funções são f(x) = x! (mínimo 
relativo em x = 0), f(x) = —xº (máximo relativo em x = 0) e f(x) = x (nem máximo relativo 
nem mínimo relativo em x = 0). E 


> Exemplo 5 Encontre os extremos relativos de f(x) = ip = 5x2. 
Solução Temos 
FI = 15x4 — 15x? = 15x? (x? — 1) = 15x? (x + 1)(œ — 1) 
f" (0) = 60x? — 30x = 30x (2x? — 1) 


Resolvendo f'(x) = 0, obtemos os pontos estacionários x = 0, x = —1 ex = 1. Como mos- 
tramos na tabela a seguir, podemos concluir, pelo teste da derivada segunda, que f tem um 
máximo relativo em x = —1 e um mínimo relativo em x = 1. 


PONTO ESTACIONÁRIO 30x(2x2-1) f(x) TESTE DA DERIVADA SEGUNDA 


x=- —30 — f tem um máximo relativo 
0 0 Inconclusivo 
x=1 30 + f tem um mínimo relativo 


O teste é inconclusivo em x = 0; portanto, tentemos o teste da derivada primeira nesse ponto. 
Uma análise de sinais de f’ é dada na tabela seguinte: 


INTERVALO 15x4(x+ D(x- 1) œ 


-1<x<0 (A) — 
O<x<l (+)(+)(-) — 


Como não há mudança de sinal de f’ em x = 0, não ocorre nem um máximo relativo nem um 
mínimo relativo nesse ponto. Tudo isso é consistente com o gráfico de f mostrado na Figura 
4.2.8. 4 
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E IMPLICAÇÕES GEOMÉTRICAS DA MULTIPLICIDADE 

Nosso objetivo final nesta seção é delinear um procedimento geral que possa ser usado para 
analisar e traçar o gráfico de polinômios. Para isso, será útil entender como o gráfico de um 
polinômio se comporta na vizinhança de suas raízes. Por exemplo, seria bom saber qual pro- 
priedade do polinômio no Exemplo 5 produziu o ponto de inflexão com tangência horizontal 
na raiz x = 0. 

Lembre que uma raiz x = r de um polinômio p(x) tem multiplicidade m se (x — r)” 
dividir p(x), mas (x —r)”+! não dividir. Uma raiz de multiplicidade 1 é denominada raiz 
simples. A Figura 4.2.9 e o próximo teorema mostram que o comportamento de um polinô- 
mio na vizinhança de uma raiz real é determinado pela multiplicidade dessa raiz (a prova 
será omitida). 


4.2.5 IMPLICAÇÕES GEOMÉTRICAS DA MULTIPLICIDADE Suponha que p(x) seja um po- 
linômio com uma raiz de multiplicidade m em x = r. 


(a) Sem for par, então o gráfico de y = p(x) será tangente ao eixo x em x = r, mas não 
cruzará o eixo x nesse ponto nem terá um ponto de inflexão nesse ponto. 


(b) Se m for ímpar e maior do que 1, então o gráfico será tangente ao eixo x em x =r, 
cruzará o eixo x nesse ponto e terá um ponto de inflexão nesse ponto. 


(c) Sem = 1 (de modo que a raiz é simples), então o gráfico não será tangente ao eixo x 
em x = r, cruzará o eixo x nesse ponto e poderá ou não ter um ponto de inflexão nesse 
ponto. 


RASA 


Raízes com multiplicidade par Raízes com multiplicidade ímpar (>1) [Raízes simples 


Figura 4.2.9 


A) 


> Exemplo 6 Faça uma conjectura sobre o comportamento do gráfico de 


vy=2(3x — 4x +27 


na vizinhança de seus cortes com o eixo x e verifique sua conjectura gerando o gráfico. 


Solução Os cortes com o eixo x ocorrem em x = 0, x = E e x = —2. A raiz x = 0 tem 
multiplicidade 3, que é ímpar; assim, naquele ponto, o gráfico deve ser tangente ao eixo x, 
-10 F cruzá-lo e ter um ponto de inflexão. A raiz x = —2 tem multiplicidade 2, que é par; assim, 
o gráfico deve ser tangente ao eixo x, mas não deve cruzá-lo. A raiz x = 5 é simples, logo 
a curva deve cruzar o eixo x sem ser tangente. Tudo isso está de acordo com o gráfico da 
Figura 4.2.10 Figura 4.2.10. «4 


y = 23x- 4)(x +22 | 
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Para cada um dos gráficos na Figu- 
ra 4.2.11, conte o número de cortes 
com o eixo x, os extremos relativos e 
os pontos de inflexão e confirme se 
sua conta é consistente com o grau 
do polinômio. 


Grau 2 


Figura 4.2.11 


[-2, 2]x [-3, 3] 
y = 3x4 -6x + 2x 


Figura 4.2.12 


E ANÁLISE DE POLINÔMIOS 
Historicamente, a expressão “esboçar uma curva” significava usar o Cálculo para ajudar a de- 
senhar o gráfico de uma função à mão: o objetivo era o gráfico em si. Como agora os gráficos 
podem ser produzidos com grande precisão por meio de calculadoras e computadores, mudou 
o propósito de esboçar uma curva. Atualmente, já partimos muitas vezes de um gráfico pro- 
duzido por algum recurso gráfico, e só então passamos a “esboçar a curva” para identificar as 
características importantes do gráfico que o recurso possa ter omitido. Assim, o objetivo de 
esboçar curvas não é mais o gráfico em si, mas a informação que ele revela sobre a função. 
Dentre as funções mais simples a serem esboçadas e analisadas estão os polinômios. 
Suas características significativas são a simetria, os cortes com os eixos, os extremos rela- 
tivos, os pontos de inflexão e o comportamento final, ou seja, quando x —> +% e quando 
x — —o, À Figura 4.2.11 mostra os gráficos de quatro polinômios em x típicos. Os gráficos 
na Figura 4.2.11 têm propriedades comuns a todos os polinômios: 


e O domínio natural de um polinômio é (—%, +00). 


e Os polinômios são contínuos em toda parte. 


e Os polinômios são diferenciáveis em toda parte, de modo que seus gráficos não têm bi- 
cos ou retas tangentes verticais. 


e O gráfico de um polinômio não constante sempre cresce ou decresce sem cota quando 
x — +% e quando x — —%. Isso ocorre porque o limite de um polinômio não constan- 
te quando x —> +% ou quando x — —º é sempre +%, dependendo do sinal do termo de 
maior grau e se o polinômio é de grau par ou ímpar [ver Fórmulas (17) e (18) da Seção 
1.3 e a discussão a esse respeito]. 


e O gráfico de um polinômio de grau n (> 2) tem no máximo n cortes com o eixo x, no 
máximo n — 1 extremos relativos e no máximo n — 2 pontos de inflexão. Isso ocorre 
porque os cortes com o eixo x, os extremos relativos e os pontos de inflexão de um po- 
linômio p(x) estão entre as soluções reais das equações p(x) = 0,p ()=0ep"(x) =0, 
e os polinômios dessas equações têm grau n, n —1 en — 2, respectivamente. Assim, 
por exemplo, o gráfico de um polinômio quadrático tem no máximo dois cortes com o 
eixo x, um extremo relativo e nenhum ponto de inflexão; e o gráfico de um polinômio 
cúbico tem no máximo três cortes com o eixo x, dois extremos relativos e um ponto 


de inflexão. 
y y 
x x 
> 
Grau 3 Grau 4 Grau 5 


> Exemplo 7 A Figura 4.2.12 mostra o gráfico de 
y= 3x — 6 + 2x 


produzido por uma calculadora gráfica. Confirme que o gráfico não está omitindo caracterís- 
ticas significativas. 


Solução Podemos ter certeza de que o gráfico mostra todas as características significati- 
vas do polinômio porque o polinômio tem grau 4 e podemos identificar quatro raízes, três 
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extremos relativos e dois pontos de inflexão. Além disso, o gráfico sugere o comportamento 
correto quando x — +% e quando x —> —º, pois 


lim (3x4 — 6x? + 2x) = lim 3x = + 


x> +o 


lim (3x — 6x? + 2x) = lim 3x! = +% «4 


> Exemplo 8 Esboce o gráfico da equação 
y=%-3x+2 


e identifique a localização dos cortes com os eixos coordenados, os extremos relativos e os 
pontos de inflexão. 


Solução A seguinte análise fornecerá a informação necessária para esboçar o gráfico. 


= E ER e Cortes com o eixo x: Fatorando o polinômio, obtemos 
Uma revisão de fatoração de polinô- 
mios é dada no Apêndice C. L 3x+2= (x +2)(x-— 17 

que nos diz que os cortes com o eixo x ocorrem em x = —2 e x= 1. 
e Cortes com o eixo y: Tomando x = 0, obtemos y = 2. 
e Comportamento final: Temos 


lim (x? —3x+2)= lim xº = +% 


x> +o x> + 
lim (x*—-3x+2)= lim x? = —o0 
x> —o x—> —o 
de modo que o gráfico cresce sem cota quando x — +% e decresce sem cota quando 


x—> —o, 


e Derivadas: 


d 
E ud eita) 
dx 

dy 

Ta = 6x 


e Cresce, decresce, extremos relativos, pontos de inflexão: Na Figura 4.2.13, temos uma 
análise de sinais das derivadas primeira e segunda e uma indicação de seu significado 
geométrico. Temos pontos estacionários em x = —1 e x = 1. Como o sinal de dy/dx 
muda de + para — em x = — 1, ocorre um máximo relativo em x = — 1, e como muda de 
— para + em x = 1, ocorre um mínimo relativo em x = 1. O sinal de d?y/dx” troca de 
— para + em x = 0; portanto x = O é um ponto de inflexão. 


e Esboço final: A Figura 4.2.14 mostra o esboço final, identificando as coordenadas dos 
cortes com os eixos, os extremos relativos e os pontos de inflexão. < 


= 1 

I J > 
+++++0-------------- 0+++++ dy/dx=3(x- D(x+ 1) 
Crescente Decrescente Crescente Conclusão para y 


x 


0 
I 


> 
------------ O++++++++++++ dy/dx =6x 
Côncavo para baixo Côncavo para cima Conclusão para y 


x 


Esboço simplificado de 
y=x-3x+2 


y=02-3x+2 


Figura 4.2.13 Figura 4.2.14 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.2 (Ver página 254 para respostas.) 


1. Uma função f tem um máximo relativo em xọ se existir um 
intervalo aberto contendo xy em que f(x) é f(x) 
com qualquer x no intervalo. 


2. Suponha que festeja definida em toda parte e que x = 2, 3, 5 
e 7 sejam pontos críticos de f. Se f'(x) for positiva nos inter- 
valos (—%, 2) e (5, 7) e negativa nos intervalos (2, 3), (3,5) e 
(7, +ºº), então f tem máximos relativos em x = 
e mínimos relativos em x = 


EXERCÍCIOS 4.2 ~ Recurso Gráfico |C|CAS 


3. Suponha que f esteja definida em toda parte e que x = —2 e 
x = 1 sejam pontos críticos de f. Se f"(x) = 2x + 1, então f terá 
um relativo em x = —2 e um emx=1. 


4. Seja f(x) = (x? — 4). Então f'(x) = 4x — 4) e f'() = 
4(3x? — 4). Identifique a localização (a) dos máximos relati- 
vos, (b) dos mínimos relativos e (c) dos pontos de inflexão do 
gráfico de f. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Em cada parte, esboce o gráfico de uma função contínua 

com as propriedades indicadas, onde 1 = (—%, 400). 

(a) fé côncava para cima no intervalo Z e tem exatamente 
um extremo relativo. 

(b) fé côncava para cima no intervalo 7 e não tem extremos 
relativos. 

(c) A função ftem exatamente dois extremos relativos no 
intervalo 7 e f(x) —> +% quando x — +00, 

(d) A função f tem exatamente dois extremos relativos no 
intervalo Z e f(x) —> —º quando x — +00, 


2. Em cada parte, esboce o gráfico de uma função contínua 

com as propriedades indicadas, onde 1 = (—%, 400). 

(a) ftem exatamente um extremo relativo em 7 e f(x)—> 0 
quando x >+% e x —>—oo, 

(b) ftem exatamente dois extremos relativos em 7 e f(x)—>0 
quando x —> +% ex —>—o, 

(c) ftem exatamente um ponto de inflexão e um extremo 
relativo em 7. 

(d) f tem infinitos extremos relativos e f(x)—>0 quando 
X>+0ex—>—0, 


3. (a) Use os testes da derivada primeira e da derivada segunda 
para mostrar que f(x) = 3x? — 6x + 1 tem um mínimo re- 
lativo em x = 1. 
(b) Use os testes da derivada primeira e da derivada segunda 
para mostrar que f(x) = x° — 3x + 3 tem um mínimo rela- 
tivo em x = 1 e um máximo relativo em x = —1. 


4. (a) Use os testes da derivada primeira e da derivada segunda para 
mostrar que f(x) = sen?x tem um mínimo relativo em x = 0. 
(b) Use os testes da derivada primeira e da derivada segunda 
para mostrar que g(x) = tg?x tem um mínimo relativo em 
x = 0. 
(c) Dê um argumento verbal informal para explicar por que as 
funções de (a) e (b) têm mínimos relativos em x = 0. 


5. (a) Mostre que as funções f(x) = (x — Ie g0) = xX — 3L + 
3x — 2 têm pontos estacionários em x = 1. 
(b) O que o teste da derivada segunda diz sobre a natureza 
desses pontos estacionários? 
(c) O que o teste da derivada primeira diz sobre a natureza 
desses pontos estacionários? 


6. (a) Mostre que f(x) = 1 — xº e g(x) = 3x! — 8x? têm pontos 
estacionários em x = 0. 
(b) O que o teste da derivada segunda diz sobre a natureza 
desses pontos estacionários? 
(c) O que o teste da derivada primeira diz sobre a natureza 
desses pontos estacionários? 


7-14 Localize todos os pontos críticos e identifique quais deles são 
pontos estacionários. EH 


7. fœ = 4x — 16x +17 8. fl) = 3x + 12x 


x+1 x? 
9. f(x) = 2+3 10. fŒ) = B8 


11. f(x) = 4x2 -25 12. fœ = A — 128 
13. f(x) = |sen x| 14. f(x) = sen |x] 


15-18 Verdadeiro/Falso Suponha que f seja contínua em toda 
parte. Determine se a afirmação dada é verdadeira ou falsa. Expli- 
que sua resposta. HH 


15. Se ftiver um máximo relativo em x = 1, então f(1) > f(2). 


16. Se ftiver um máximo relativo em x = 1, então x = 1 será um 
ponto crítico de f. 


17. Se f"(x) > 0, então f terá um mínimo relativo em x = 1. 


18. Se p(x) for um polinômio tal que p'(x) tem uma raiz simples 
em x = 1, então p terá um extremo relativo em x = 1. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


19-20 Esboce o gráfico de y = f'(x) e de y = f"(x) da função 
y = f(x) cujo gráfico é dado. EH 


19. 


20. y 


21-24 Use o gráfico de f mostrado em cada figura para estimar 
todos os valores de x nos quais f tem (a) mínimos relativos, (b) 
máximos relativos e (c) pontos de inflexão; (d) esboce um gráfi- 
co rudimentar de uma função f com a derivada dada. E 


21. y 22. y 


xX X 
> 1 > 


yzf w) 


y=f w) 


23. A 


25-32 Use a derivada dada para encontrar todos os pontos críticos 
de fe, em cada um deles, determine se ocorre um máximo relativo, 
um mínimo relativo ou nenhum desses. Suponha, em cada caso, que 
f seja contínua em toda parte. E 


25. F'O = xr 5) 26. f'@© = 42 — 9x 
w rea 
29. f'(x) = xe!" 30. f'E) = xe — 3) 


ua 2 
31. f()=In (=) 


33-36 Encontre os extremos relativos usando os testes da derivada 
primeira e da derivada segunda. E 


33. fx) = 1+ 8x- 3x 
35. f(x) = sen 2x, 


27. f()= 


32. f'(x) =e” -— 5+6 


34. fo) =x — 12x2 
36. f(x) = (x — 3) 


O<x<r 


37-50 Use qualquer método para encontrar os extremos relativos 
da função f. E 


37. fœ) = x4 — 4 + 4 
39. fo) =x + 17 40. fx) = (x + 1 


41. f(x) = 2x + 322 42. f(x) = 2x + 3x!” 


x+3 x? 
44. E. 
x-2 10) = 2416 


38. f(x) = x(x — 4) 


43. fx) = 


o 
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45. Fœ = In(2 +) 46. f0)=In2 + | 
48. FŒ) = (ue? 
50. fœ =|1+ 3%] 


51-60 Dê um gráfico do polinômio e identifique as coordenadas 
dos cortes com os eixos, dos pontos estacionários e dos pontos de 
inflexão. Confira as respostas com um recurso gráfico. E 


47. f(x) = e” -— e 
49. f(x) = |3x — | 


51. pœ) =x — 3x— 4 52. px) =1+ 8x- x 


53. p(x) = 22 — 3x — 36x + 5 


54. px) =2-x+22 -x2 
55. p(x) = (x + 12x — x?) 
56. pœ) =x — 6x +5 


57. pœ) =x- 22 +2x— 1 58. p(x) = 4º — 9x! 


59. px) =x — 1) 60. p = x — 1) 


61. Em cada parte: (i) Faça uma conjectura sobre o comporta- 
mento do gráfico nas vizinhanças dos cortes com o eixo x. 
(11) Faça um esboço do gráfico baseado em sua conjectura e 
nos limites do polinômio quando x —> +% e x => —%. (iii) 
Compare seu esboço com o gráfico gerado com um recurso 
computacional. 

(a) y = x(x— Dx +1) 
(0) p= —- 1 + 


b) y=2(- 1x +17 
(d) y =x 1E +! 


62. Esboce o gráfico de y = (x — a)” (x — b)” para os valores indica- 
dos de m e n, supondo a < b (seis gráficos no total). 
(a) m=1,n=1,2,3 (b) m=2, n=2,3 
(O) m=3,n=3 


63-66 Encontre os extremos relativos no intervalo 0 < x < 27 e 
confirme se seus resultados estão de acordo com o gráfico gerado 
por um recurso computacional. E 


64. fŒ) = "3x + 2 sen x 
sen 
66. fg) = E. 
2 — cosx 
67-70 Use um recurso gráfico para fazer uma conjectura sobre os 


extremos relativos de fe, então, confira sua conjectura usando o tes- 
te da derivada primeira ou derivada segunda. E 


63. f(x) = |sen 2x] 
65. f(x) = cos? x 


2 
e*+e* 


70. f0) = 10Inx — x 


67. fx)=xlnx 68. f(x) = 


69. fx) = xe 


71-72 Use um recurso gráfico computacional para gerar os gráficos 
de f’ e de f” no intervalo indicado e, então, use-os para estimar as 
coordenadas x dos extremos relativos relativos de f. Verifique se as 
suas estimativas estão de acordo com o gráfico de f. E 


7L fœ =A + 12x, S<x<s5 
72. f(x) = sen ix cosx, —m/2<x<m/2 


73-76 Use um CAS para fazer os gráficos de f’ e f”. Use esses grá- 
ficos para fazer uma conjectura sobre a localização e a natureza das 
coordenadas x dos extremos relativos de fe verifique-a pelo gráfico 
def. E 


arc tg (x? — x) 


74. fœ) = -d 


10x? — 3 
ba aa ss 
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75. 
TT 


=]79. 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.2 


[E]78. 


Cálculo 


f(x) = v x4 + cos? x 


Em cada parte, encontre k de tal forma que f tenha um extremo 
relativo em x = 3. 


k x 
(a) fo) =x" +— Ds 


(a) Use um CAS para fazer o gráfico da função 


76. HO) = xe” — e) 


e use o gráfico para estimar as coordenadas x dos extremos 
relativos. 

(b) Encontre as coordenadas x exatas usando um CAS para 
resolver a equação f'(x) = 0. 


As funções da forma 


fa) = e 
2x 

surgem em uma variedade de problemas estatísticos. 

(a) Use o teste da derivada primeira para mostrar que f tem 
um máximo relativo em x = 0 e confirme isso usando um 
recurso gráfico computacional para esboçar o gráfico de f. 

(b) Esboce o gráfico de 


fœ) = eu 


2x 


onde u é uma constante, e identifique as coordenadas dos 
extremos relativos. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


Funções da forma 


rea 


x>0 


fœ) = 


nto 


onde n é um inteiro positivo, surgem no estudo estatístico do 

fluxo de trânsito. 

(a) Use um recurso gráfico para gerar o gráfico de f com 
n = 2, 3, 4 e 5 e elabore uma conjectura sobre o número e 
a localização dos extremos relativos de f. 

(b) Confirme sua conjectura usando o teste da derivada pri- 
meira. 


Suponha que h e g tenham máximo relativo em xo. Prove que 
vale ou que não vale: 
(a) h + g tem um máximo relativo em xo. 


(b) h- g tem um máximo relativo em xo. 


Esboce algumas curvas para mostrar que as três partes do teste 
da derivada primeira (Teorema 4.2.3) podem ser falsas, sem a 
hipótese de que f seja contínua em xo. 


Texto Discuta as vantagens ou desvantagens relativas da uti- 
lização do teste da derivada primeira ou do da derivada segun- 
da na classificação de candidatos para extremos relativos no in- 
terior do domínio de uma função. Inclua exemplos específicos 
para ilustrar seus argumentos. 


Texto Dado um polinômio p(x), discuta a utilidade de conhe- 
cer os zeros de p, p' e p” para a obtenção de informações sobre 
o gráfico de p. 


1. menor do que ou igual a 


2. 2,75 3. máximo; mínimo 


(c) (12/473, 64/9) e (2/n/3, 64/9) 


4. (a) (0,16) (b) (—2, 0) e (2, 0) 


4.3 ANÁLISE DE FUNÇÕES Ill: FUNÇÕES RACIONAIS, CÚSPIDES E RETAS 


TANGENTES VERTICAIS 


Nesta seção, discutiremos procedimentos para obter o gráfico de funções racionais e outros 
tipos de curvas. Também discutiremos a interação entre o Cálculo e os recursos tecnológicos 


para traçar gráficos. 


E PROPRIEDADES DOS GRÁFICOS 
Em muitos problemas, as propriedades de interesse no gráfico de uma função são: 


e simetrias 
e cortes no eixo x 


e extremos relativos 


e intervalos de crescimento e decrescimento e 


e assíntotas 


e periodicidade 

e cortes no eixo y 

e concavidade 
pontos de inflexão 


e comportamento no infinito 


Algumas dessas propriedades podem não ser relevantes em certos casos; por exemplo, assín- 
totas são características de funções racionais, mas não de polinômios, e a periodicidade é ca- 
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racterística de funções trigonométricas mas não de polinômios ou funções racionais. Assim, 
quando analisamos o gráfico de uma função f, é útil saber algo a respeito das propriedades 
gerais da família à qual a função pertence. 

Em um problema dado, geralmente temos um objetivo definido para a análise do 
gráfico. Por exemplo, podemos estar interessados em mostrar todas as características im- 
portantes da função, somente no comportamento do gráfico quando x —> +% ou quando 
x — —o ou ainda em alguma característica específica, como um ponto de inflexão particu- 
lar. Assim, a escolha das características que enfocamos são ditadas pelos nossos objetivos 
no problema. 


E TRAÇANDO O GRÁFICO DE FUNÇÕES RACIONAIS 

Lembre que uma função racional é uma função do tipo f(x) = P(x)/O(x), em que P(x) e Q(x) 
são polinômios. Os gráficos de funções racionais são mais complicados do que os de poli- 
nômios por causa das possibilidades de assíntotas e descontinuidades (ver, por exemplo, a 
Figura 0.3.11). Se P(x) e Q(x) não têm fator comum, então a informação obtida no procedi- 
mento seguinte é, em geral, suficiente para obter um esboço preciso do gráfico de uma dada 
função racional. 


Como Traçar o Gráfico de uma Função Racional f(x) = P(x)/O(x) em que P(x) e Q(x) 
Não Têm Fatores Comuns 


Passo 1 (simetrias) Determine se há simetria em relação ao eixo y ou à origem. 
Passo 2 (cortes com eixos) Encontre os cortes com os eixos coordenados. 


Passo 3 (assíntotas verticais) Encontre os valores de x com os quais Q(x) = 0. O grá- 
fico tem uma assíntota vertical em cada um desses valores. 


Passo 4 (sinal de f(x)) Os únicos lugares em que f(x) pode trocar de sinal estão nos 
pontos de corte com o eixo x e nas assíntotas verticais. Marque esses pontos 
no eixo x e calcule um valor amostral de f(x) em cada um dos intervalos aber- 
tos determinados por esses pontos. Isso nos diz se f(x) é positivo ou negativo 
nesse intervalo. 


Passo 5 (comportamento no infinito) Determine o comportamento no infinito do grá- 
fico calculando os limites de f(x) quando x — +% e quando x —> —%. Se algum 
desses limites tem um valor finito L, então a reta y = L é uma assíntota horizontal. 


Passo 6 (derivadas) Encontre f'(x) e f"(x). 


Passo 7 (conclusão gráfica) Analise as mudanças de sinal de f'(x) e f”(x) para deter- 
minar os intervalos em que f(x) é crescente, decrescente, côncava para cima e 
côncava para baixo. Determine a localização de todos os pontos estacionários, 
extremos relativos e pontos de inflexão. Use a análise de sinais de f(x) para de- 
terminar o comportamento do gráfico na vizinhança de assíntotas verticais. Es- 
boce um gráfico de f que exiba suas conclusões. 


> Exemplo 1 Esboce um gráfico da equação 


2x2 — 8 


TT: 


e identifique a localização dos cortes com os eixos, os extremos relativos, os pontos de infle- 
xão e as assíntotas. 


Solução Como o numerador e o denominador não têm fatores comuns, utilizaremos o pro- 
cedimento que acabamos de apresentar. 
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Tabela 4.3.1 


ANÁLISE DE SINAIS DE y = 2º 
x 16 


PONTO- VALOR SINAL 


INTERVALO -TESTE DE Y DE y 
(=%, —4) =5 14/3 + 
(=4, —2) -3 —10/7 — 
Ea 0 1/2 + 
(2,4) 3 —10/7 — 
(4, +) 5 14/3 + 


O procedimento que enunciamos 
para traçar o gráfico de uma função 
racional P(x)/QO(x) só é aplicável se 
os polinômios P(x) e Q(x) não tive- 
rem fator comum. Como poderíamos 
obter o gráfico se esses polinômios 
tivessem algum fator comum? 


e Simetrias: A substituição de x por —x não muda a equação, de modo que o gráfico é si- 
métrico em relação ao eixo y. 


e Cortes como eixo xe com o eixo y: Fazendo y = 0, obtemos os cortes com o eixo x nos 


pontos x = —2 e x = 2. Fazendo x = 0, obtemos o corte com o eixo y em L, 


e Assíntotas verticais: Observamos anteriormente que o numerador e denominador de y 
não têm fator comum; portanto, o gráfico tem assíntotas verticais nos pontos em que o 
denominador se anula, a saber, em x = —4 e x = 4. 


e Sinal de y: O conjunto dos pontos em que ocorrem cortes com o eixo x ou assíntotas 
verticais é {—4, —2, 2, 4}. Esses pontos dividem o eixo x nos intervalos abertos 


(—%, —4), (—4, —2), (—2, 2), (2, 4), (4, F 2%) 


Podemos encontrar o sinal de y em cada intervalo escolhendo um ponto de teste arbitrá- 
rio no intervalo e calculando y = f(x) nesse ponto de teste (Tabela 4.3.1). Essa análise 
está resumida na primeira linha da Figura 4.3.1a. 


e Comportamento no infinito: Os limites 


. 2x?=8 . 2—(8/x?) 
lim = lim = 

x>+2 x2 —16 x>+e 1-— (16/x2) 
2x? — 8 i 2 — (8/x?) o 


sq o se elo dtoo 


fornecem a assíntota horizontal y = 2. 
e Derivadas: 
dy (x? — 16)(4x) — (2x? — 8) (2x) o 48x 
dx (x2 — 162 ~ (x2 — 16) 
dy  48(16 +3x?) 
dx? (x2? — 16} 


(verifique) 


Conclusões e gráfico: 


e A análise de sinais de y na Figura 4.3.1a revela o comportamento do gráfico na vizinhan- 
ça das assíntotas verticais: o gráfico cresce sem cota quando x —> —4” e decresce sem cota 
quando x —> —4*; o gráfico decresce sem cota quando x — 47 e cresce sem cota quando 
x — 4" (Figura 4.3.1). 


e A análise de sinais de dy/dx na Figura 4.3.1a mostra que o gráfico é crescente à esquer- 
da de x = 0 e é decrescente à direita de x = O. Assim, existe um máximo relativo no 
ponto estacionário x = 0. Não há mínimos relativos. 


Suite š . 9 m 2 o i 
e A análise de sinais de d?y/dx” na Figura 4.3.1a mostra que o gráfico é côncavo para 
cima à esquerda de x = —4, côncavo para baixo entre x = —4 e x = 4 e côncavo para 
cima à direita de x = 4. Não há pontos de inflexão. 


O gráfico está dado na Figura 4.3.1c. «4 


> Exemplo 2 Esboce um gráfico da equação 


e identifique a localização de todas as assíntotas, dos cortes com os eixos, dos extremos rela- 
tivos e dos pontos de inflexão. 


Solução Como o numerador e o denominador não têm fatores comuns, utilizaremos o pro- 
cedimento apresentado. 
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-4 -2 0 2 4 m A) 
l i l o 1) 8 E 
++++0-—-0+++++0--c+ +++ Sinaldey | 
4E 
-4 0 4 z - ã 
l e. L x 
+++IOL +++ 40- -— ——  Sinalde dy/dx E 4 E asd 
Cresc Cresc Decr Decr Conclusão para y T4 o3 L 
-4 4 x C ya 2x2-8 
i o E = 
Pts Sa oc + +++ Sinalde dy/dx? | E | EE 
Côncava Côncava Côncava Conclusão para y 
para cima para baixo para cima 
(a) (b) (c) 
Figura 4.3.1 
e Simetrias: Substituindo x por —x e y por —y, obtemos uma equação que pode ser sim- 
plificada à equação original; portanto, o gráfico é simétrico em relação à origem. 
Tabela 4.3.2 e Cortes com o eixo xe com o eixo y: Fazendo y = 0, obtemos os cortes com o eixo x nos 


ANALISE DE SINAIS Ee pontos x = —1 e x = 1. Fazendo x = 0, obtemos uma divisão por zero; portanto, não 
existe corte com o eixo y. 
PONTO- VALOR SINAL i 
INTERVALO g HRA 5 X = . 
-SIE DET DE) e Assíntotas verticais: Fazendo xº = 0, obtemos a solução x = 0. Isso não é uma raiz de 
(—%, —1) -2 — — r-l; portanto, x = 0 é uma assíntota vertical. 
1 ; i ; ; 
(=1, 0) T7 6 + e Sinal de y: O conjunto dos pontos em que ocorrem cortes com o eixo x ou assíntotas 
(0,1) 1 6 verticais é (— 1,0, 1). Esses pontos dividem o eixo x nos intervalos abertos 
> 2 =. = 
e a sm=s — o0 
(d, +0) 2 i g (= =). (lh (159 


Na Tabela 4.3.2, utilizamos o método dos pontos de teste para obter o sinal de y em cada 
um desses intervalos. 


e Comportamento no infinito: Os limites 


x>+o x? x>+o\ xy x3 

2-1 1 1 
lim = lim [-—-— ]|=0 
x>- x3 x>—0 À x x? 


fornecem a assíntota horizontal y = 0. 


e Derivadas: 


dy  X(Q2x)-(x2- DB 3-x2 0 (V3+2)(N3-—2) 
=Z = 4 


dx (x3)? x4 x 
dy xx) — (3 — xP (4x?) 2x? — 6) Ux V6)(x +46) 
dx? (x4)2 = x5 Z x5 


Conclusões e gráfico: 


e A análise de sinais de y na Figura 4.3.2a revela o comportamento do gráfico na vizi- 
nhança da assíntota vertical x = O: o gráfico cresce sem cota quando x —> 07 e decresce 
sem cota quando x —> 0* (Figura 4.3.2b). 


e A análise de sinais de dy/dx na Figura 4.3.2a mostra que existe um mínimo relativo em 
x = —«/3 e um máximo relativo em x = «/3. 


e A análise de sinais de d2y/dx? na Figura 4.3.2a mostra que o gráfico muda a concavi- 
dade na assíntota vertical x = 0 e que há pontos de inflexão em x = —v6e x = 6. 
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O gráfico é mostrado na Figura 4.3.2c. Para produzir um esboço um pouco mais preciso, utili- 
zamos um recurso gráfico para esboçar os extremos relativos e os pontos de inflexão. O leitor 
deve conferir que as coordenadas aproximadas dos pontos de inflexão são (—2,45; —0,34) e 
(2,45; 0,34), e que as coordenadas aproximadas dos pontos de mínimo relativo e máximo re- 
lativo são (— 1,73; —0,38) e (1,73; 0,38), respectivamente. < 


-1 0 1 z 
I l > 
------- 0O++o--0+++++++ Sinaldey 1) 
3 0 v3 E 
I Í s > : x 
----- 0+++++o+++++0---- Sinal de dy/dx 2 3 id 
Decr Cresc Cresc Decr Conclusão para y E 
6 0 V6 š -2 
l l | no 
---0++++++%------ 0+++  Sinalde dy/dx? 
Concavidade Concavidade Concavidade Concavidade Conclusão para y 5 
para baixo para cima para baixo para cima y= xl 


Figura 4.3.2 


(a) 


Figura 4.3.4 


(b) (c) 


E FUNÇÕES RACIONAIS COM ASSÍNTOTAS OBLÍQUAS OU CURVILÍNEAS 


Nas funções racionais dos Exemplos 1 e 2, o grau do numerador não excedeu o do denomi- 
nador, e as assíntotas eram verticais ou horizontais. Outros tipos de “assíntotas” são possíveis 
se o numerador de uma função racional tiver grau maior do que o denominador. Por exemplo, 
considere as funções racionais 

x2+1 3-x2-8 


e gw= =a (1) 


fO) = 


Usando divisão, podemos reescrevê-las como 


1 2 
foe)=x+— e go)=x— —— 
x x—1l 


Como ambas as segundas parcelas tendem a O quando x —> +% ou x —> —o, segue que 


(f0) — x)> 0 quando x > +% ou quando x — —oo 


(ex) —-x)>0 quando x — +% ou quando x —> —oo 


Geometricamente, isso significa que o gráfico de y = f(x) acaba ficando cada vez mais próximo 
da reta y = x quando x — +% ou quando x —> —%. A reta y = x é, então, denominada assíntota 
oblíqua ou inclinada de f. Analogamente, o gráfico de y = g(x) acaba ficando cada vez mais pró- 
ximo da parábola y = x? quando x — +% ou quando x —> —%. A parábola é, então, denominada 
assíntota curvilínea de g. Os gráficos das funções em (1) aparecem nas Figuras 4.3.3 e 4.3.4. 
Em geral, se f(x) = P(x)/O(x) for uma função racional, poderemos obter polinômios 
quociente q(x) e resto r(x) tais que 
r(x) 
fœ) =q) + 00) 
sendo o grau de r(x) menor do que o de Q(x). Então r(x)/0(x) — 0 quando x —> +% e quando 
x — —%, de modo que y = q(x) é uma assíntota de f. Essa assíntota será uma reta oblíqua se o 
grau de P(x) for um a mais do que o de Q(x) e será uma assíntota curvilínea se o grau de P(x) 
exceder o de Q(x) por dois ou mais. Problemas envolvendo esse tipo de assíntotas são dados 
nos exercícios (Exercícios 17 e 18). 


Figura 4.3.5 


Os passos utilizados para esboçar o 
gráfico de uma função racional po- 
dem ser seguidos para esboçar gráfi- 
cos de outros tipos de funções. Isso é 
ilustrado nos Exemplos 3, 4 e 5. 
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E GRÁFICOS COM TANGENTES VERTICAIS E CÚSPIDES 


A Figura 4.3.5 mostra quatro partes de curva que podem ser encontradas facilmente em grá- 
ficos de funções que envolvem radicais ou expoentes fracionários. Em todos os quatro casos, 
a função não é diferenciável em xo, pois as retas secantes pelos pontos (xo, f (xo)) e (x, f(x)) 
tendem à posição vertical quando x tende a xo de qualquer um dos dois lados. Assim, em cada 
caso, a curva tem uma reta tangente vertical em (xo, f (xo)). Nas partes (a) e (b) da figura, ocor- 
re uma inflexão em xo porque há uma mudança de concavidade nesse ponto. Nas partes (c) e 
(d), em que f'(x) tende a +% por um dos lados e a —% pelo outro, dizemos que o gráfico tem 
uma cúspide em xo. 


| 
| 
| | | 
| | | 
+ + + + 


Xo Xo Xo Xo 
lim f(x) = +00 lim f(x) = —00 lim f(x) = —00 lim f(x) = +% 
1510 1510 1510 150 
lim f(x) = +00 lim f(x) = —00 lim f(x) = +00 lim f(x) = -œ 
x> Xg x> Xg 14 X> Xg 


(a) (b) (c) (d) 


>» Exemplo 3 Esboce o gráfico de y = (x — 4), 


e Simetrias: Não há simetrias em relação aos eixos coordenados (verifique). Porém, o gráfico 
da equação é simétrico em relação a x = 4, uma vez que é uma translação (quatro unidades 


para a direita) do gráfico de y = x, que é simétrico em relação ao eixo y. 


e Cortes como eixo xe como eixo y: Fazendo y = 0, obtemos o corte x = 4 com o eixo x. 
Fazendo x = 0, obtemos o corte y = "16 = 2,5 com o eixo y. 


e Assíntotas verticais: Nenhuma, pois f(x) = (x — 4)? é contínua em toda parte. 


e Comportamento no infinito: O gráfico não tem assíntotas horizontais, pois 


lim (x — 4928 = +o e lim œ- 4? = +o 


e Derivadas 


dy , 2 —1/3 2 
= = 4 E a 
gg BS 3(x — 413 
dy 2 2 
= pr = 4 —4/3 =Z 
Taa 9x — 443 


e Retas tangentes verticais: Há uma reta tangente vertical e uma cúspide em x = 4 do tipo 
da Figura 4.3.5d, pois f(x) = (x — 472º é contínua em x = 4 e 


- 1 =. Jó = 

dim, f u= aa 3(x — 4913 mi 
, 2 

Eu j (0) = Ei 3(x E 4913 == 


Conclusões e gráfico: 


e A função f(x) = (x — 4)2 = ((x — 4)!/33 é não negativa para cada x. Existe um zero 
de fem x = 4. 
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e Existe um ponto crítico em x = 4, pois fnão é diferenciável nesse ponto. Foi visto ante- 
riormente que nesse ponto ocorre uma cúspide. A análise de sinais de dy/dx na Figura 
4.3.6a e o teste da derivada primeira mostram que nessa cúspide ocorre um mínimo re- 


lativo, já que f'(x) < 0 se x <4ef'(x)>0Osex>4. 


e A análise de sinais de d2y/dx? na Figura 4.3.6a mostra que o gráfico é côncavo para 


baixo em ambos lados da cúspide. 


O gráfico está dado na Figura 4.3.6b. 4 


4 
l > 

i = 2/3 

++++++++0++++++++ Sinaldey=(x-4) 


xX 


4 X 
I o 
Sia E o ++ +++ +++  Sinaldedy/dx 
Decrescente Crescente Conclusão para y 
4 x 
l > 
S DO Es cata ia Sinal de dy/dx? 
Côncava para baixo Côncava para baixo Conclusão para y 
Figura 4.3.6 (a) 


> Exemplo 4 Esboce o gráfico de y = 6x! + 3x4. 


Solução Para simplificar nossa análise, escrevemos 


f = 6x! + 3342 = 3x18(2 + x) 


e Simetrias: Não há simetrias em relação aos eixos e à origem (verifique). 


e Cortes com o eixo x e com o eixo y: Fazendo y = 3x!/(2 + x) = 0, obtemos os cortes 
x=0ex= —2 com o eixo x. Fazendo x = 0, obtemos o corte y = O com o eixo y. 


e Assíntotas verticais: Nenhuma, pois f(x) = 6x! + 3x2 é contínua. 


e Comportamento no infinito: o gráfico não tem assíntotas horizontais, pois 


lim (6x! + 3x4) = lim 3x! (2 + x) = +00 
lim (6x! 43x) = lim 3x! (2 + x) = +0 
e Derivadas: 
d 20x+1 
O L Fa = 2x7? 4al = o Pa 2x) = (2x + 1) 
dx x2/3 
d?y 7 4 55,423 4 s53 4x — 1) 
rota a DA ud 


e Retas tangentes verticais: Existe uma reta tangente vertical em x = 0, pois fé contínua 


nesse ponto e 


. o Ux+4 1) 
7 da anã 
dim, S'O = dim Cpo 
. 2x + 1) 
4 = Ras 
pesar f w= Rai x2/3 


+0 


= +0 


Isso e a mudança da concavidade em x = 0 implicam que (0, 0) é um ponto de inflexão 


do tipo dado na Figura 4 .3.5a. 
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Conclusões e gráficos: 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


O gráfico da Figura 4.3.7b foi gerado 
com um recurso gráfico. Contudo, o 
ponto de inflexão em x = 1 é tão su- 
til que não fica aparente. Verifique se 
seu recurso consegue fazer uma ver- 
são desse gráfico que torne evidente 
o ponto de inflexão. 


-2 
I 


e Pela análise de sinais de y na Figura 4.3.7a, o gráfico está abaixo do eixo x entre os cor- 
tes x = —2 e x = 0 do eixo xe acima do eixo x sex < —2 ou x > 0. 


e A partir da fórmula para dy/dx, vemos que há um ponto estacionário em x = — e um 
ponto crítico em x = 0, no qual f não é diferenciável. Vimos anteriormente que nesse 


ponto crítico há uma reta tangente vertical e um ponto de inflexão. 


e À análise de sinais de dy/dx na Figura 4.3.7a e o teste da derivada primeira mostram 
que há um mínimo relativo no ponto estacionário em x = — (verifique). 


e A análise de sinais de d?y/dx” na Figura 4.3.7a mostra que, além da inflexão na reta 
tangente vertical, existe outro ponto de inflexão em x = 1, no qual o gráfico troca de 
côncavo para baixo para côncavo para cima. 


O gráfico está dado na Figura 4.3.7b. «4 


0 


xX 
l 


++ +++ ++0 


> 
----- O++++++++++++ Sinalde y= 3x22 +x) 


2 0 = 
l > 
----------- O+++04++4+++++++++++ Sinalde dy/dx 
Decrescente Cresc Crescente Conclusão para y a 
> 
2 0 1 P 
l l > 
devo do dps o dp dn E Se 0+++++ Sinalde dy/dx 
Côncava Côncava Côncava Conclusão para y 
para cima para baixo para cima y = 6x! + 3x43 
(a) (b) 
Figura 4.3.7 


E TRAÇANDO O GRÁFICO DE FUNÇÕES DE OUTROS TIPOS 

Já discutimos métodos para traçar o gráfico de polinômios, de funções racionais e funções 
com cúspides e retas tangentes verticais. As mesmas ferramentas do Cálculo que utilizamos 
para analisar essas funções também podem ser usadas para analisar o gráfico de funções tri- 
gonométricas, logarítmicas e exponenciais, bem como uma variedade sem fim de outros tipos 
de funções. 


> Exemplo 5 Esboce o gráfico de y = ee identifique a localização de todos os extre- 
mos relativos e pontos de inflexão. 


Solução 


e Simetrias: Substituir x por —x não muda a equação, de modo que o gráfico é simétrico 
em relação ao eixo y. 


: f Ba oa 

e Cortes com o eixo x e com o eixo y: Fazendo y = 0, obtemos a equação e “2 = 0, 
que não possui solução, pois todas as potências de e têm valores positivos. Assim, 
não existe corte com o eixo x. Fazendo x = 0, obtemos o corte com o eixo yem y = 1. 


—x2/2 


e Assíntotas verticais: Não existem assíntotas verticais porque e é contínua em 


(—00, +00). 
e Comportamento no infinito: O eixo x (y = 0) é uma assíntota horizontal, pois 


lim e“2 = lim e2=0 


x—>—o x—> +00 
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e Derivadas: 


dx dx 2 
dy e 4 
oa [ 2] +e E [ x] 
— xe *!2 e /2 (x? 1) /2 


Conclusões e gráfico: 


—2/2 


e A análise de sinais de y na Figura 4.3.8a foi baseada no fato de que e > 0 em cada 


x. Isso mostra que o gráfico está sempre acima do eixo x. 


e A análise de sinais de dy/dx na Figura 4.3.8a foi baseada no fato de que dy/dx = —x e? 


tem o mesmo sinal que —x. Essa análise e o teste da derivada primeira mostram que há 
um ponto estacionário em x = 0, no qual ocorre um máximo relativo. O valor de y no 
máximo relativo é y = e" = 1. 


e A análise de sinais de d?y/dx” na Figura 4.3.8a foi baseada no fato de que d?y/dx? = 
(12 — 1)e*/2 tem o mesmo sinal que x? — 1. Essa análise mostra que há pontos de in- 
flexão em x = — 1 e em x = 1. O gráfico troca de côncavo para cima para côncavo para 
baixo em x = —1 e de côncavo para baixo para côncavo para cima em x = 1. As coor- 
denadas dos pontos de inflexão são (—1, e!) ~ (—1; 0,61) e (1,e!2) ~ (1; 0,61). 


O gráfico está dado na Figura 4.3.8b. < 


0 
X y 
>> A) 
+++++++++++++++++++ Sinaldey 
1 
0 x 
> ` 
+++++++++0---------- Sinal de dy/dx z 
Crescente Decrescente Conclusão para y l l 
-2 -1 ji 2 
-1 1 a 
i | > 
Pp] 0++++++ Sinaldedy/d? 27 
Côncava Côncava Côncava Conclusão para y y=" 
para cima para baixo para cima 
(a) (b) 


Figura 4.3.8 


E TRAÇANDO GRÁFICOS USANDO CÁLCULO E TECNOLOGIA JUNTOS 


Até aqui neste capítulo, utilizamos o Cálculo para produzir gráficos de funções, sendo que 
os gráficos eram o objetivo. Agora trabalharemos na direção contrária, começando com um 
gráfico produzido por um recurso gráfico. Nosso objetivo é utilizar as ferramentas do Cálculo 
para determinar a localização exata dos extremos relativos, dos pontos de inflexão e outras 
características sugeridas pelo gráfico, além de determinar se ele pode estar omitindo alguma 
característica que gostaríamos de ver. 


> Exemplo 6 Use um recurso gráfico para gerar o gráfico de f(x) = (In x)/x e discuta o 
[-1,25]x [-0,5; 0,5] que esse gráfico diz sobre extremos relativos, pontos de inflexão, assíntotas e comportamento 
xScl = 5, yScl = 0,2 no infinito. Use o Cálculo para encontrar a localização de todas as características essenciais 
do gráfico. 


“nx 
V=% 


Solução A Figura 4.3.9 mostra um gráfico de f produzido por um recurso gráfico. Esse grá- 
Figura 4.3.9 fico sugere que há um corte com o eixo x perto de x = 1, um máximo relativo em algum lugar 
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entre x = 0 e x = 5, um ponto de inflexão perto de x = 5, uma assíntota vertical em x = 0 e 
possivelmente um assíntota horizontal y = 0. Para uma análise mais precisa dessa informa- 
ção, temos de considerar as derivadas 


1 
dá (5) eua i=in 


x? x? 


x? (-:) — (1 — lIn x) (2x) 


FO) = 


Pis 


= 2x lnx — 3x o 2Inx — 3 


xí xí x? 


e Extremos relativos: A resolução de f'(x) = O fornece o ponto estacionário x = e (veri- 


fique). Como 


fe) = 


2-3 1 


e? 


existe um máximo relativo em x = e = 2,7 pelo teste da derivada segunda. 


e Pontos de inflexão: Como f(x) = (In x)/x só está definida em valores positivos de x, a 
derivada segunda f"(x) tem o mesmo sinal que 2 In x — 3. Deixamos a cargo do leitor 
usar as desigualdades (2 In x — 3) < 0 e (2 In x — 3) > 0 para mostrar que f”(x) < 0 se 
x<e2ef"'(x) > 0sex > e’. Assim, existe um ponto de inflexão em x = 2 x 4,5. 


e Assíntotas: Aplicando a regra de L' Hôpital, obtemos 


(1/x) a 


= lim lim =0 
x> oo x>+o x 


de modo que y = O é uma assíntota horizontal. Também há uma assíntota vertical em 


x = 0, pois 


(por quê?). 


e Cortes com os eixos: Fazendo f(x) = 0, obtemos (In x)/x = 0. A única solução real des- 
sa equação é x = 1, de modo que nesse ponto existe um corte com o eixo x. <4 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.3 (Ver página 266 para respostas.) 


1. Seja f(x) = e Sabendo que 


= = 2i 
OG Dna) NG -2+4 


x 
DO aaa; + —4 
determine as seguintes propriedades do gráfico de f. 
(a) Os cortes com os eixos x e y são 
(b) As assíntotas verticais são 
(c) A assíntota horizontal é ; 
(d) O gráfico está acima do eixo x nos intervalos 
(e) O gráfico é crescente nos intervalos 
(£) O gráfico é côncavo para cima nos intervalos 
(g) O ponto de máximo relativo do gráfico é 
2 


4 
2. Seja f(x) = x . Sabendo que 


x8/3 
, -2x2 — 16) 2(5x2 — 176) 
fo de am 


determine as seguintes propriedades do gráfico de f. 


(a) Os cortes com o eixo x são 

(b) A assíntota vertical é 

(c) A assíntota horizontal é À 

(d) O gráfico está acima do eixo x nos intervalos 
(e) O gráfico é crescente nos intervalos 

(£) O gráfico é côncavo para cima nos intervalos 
(g) Os pontos de inflexão ocorrem em x = 


© Seja f(x) = (x — 2)e'/2. Sabendo que 


FE) = 50º — e, fa) = G + 4x — 42 
determine as seguintes propriedades do gráfico de f. 
(a) A assíntota horizontal é ; 

(b) O gráfico está acima do eixo x nos intervalos 

(c) O gráfico é crescente nos intervalos 

(d) O gráfico é côncavo para cima nos intervalos 

(e) O ponto de mínimo relativo do gráfico é 

(f) O ponto de máximo relativo do gráfico é 

(g) Os pontos de inflexão ocorrem em x = 
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EXERCÍCIOS 4.3 [5 Recurso Gráfico 


41-14 Obtenha um gráfico da função racional dada e identifique as 


coordenadas dos pontos estacionários e de inflexão. Mostre as as- 
síntotas horizontais e verticais e dê suas equações. Identifique (se 
houver) os pontos em que o gráfico cruza uma assíntota horizontal. 
Confira seu trabalho com um recurso gráfico. E 


1. PES 2 È 3. —* 
4—x x2—4 x2—4 
4. x? 5 x? (x2 — 1)? 
x2—4 x? +4 xt+1 
x? +1 1 
Ap a frase 
x -—1 3x2 + x3 
4 2 3(x + 1)? 
e n 10. MERS 
3x + 1)? 1 
A Ba 
(x — 1) (x — 1) 
2 2 
ja re E Rs 
1 — x2 1— x) 


4 15-16. Em cada parte, faça um esboço aproximado do gráfico usan- 


do assíntotas e limites apropriados, mas não derivadas. Compare 
seu esboço ao gerado por um recurso gráfico computacional. EH 


3x2 —8 x2+2x 
15. = b = 
(a) y BE (b) y ER 
2x — x? x? 
16. = b = — — 
(8) y x2+x—2 b y x2-x-—2 


17. Mostre que y = x + 3 é uma assíntota oblíqua do gráfico de 
fŒ) = x2/(x — 3). Esboce o gráfico de y = f(x), mostrando esse 
comportamento assintótico. 


18. Mostre que y = 3 — x? é uma assíntota curvilínea do gráfico de 
fŒ) = (2 + 3x — x3)/x. Esboce o gráfico de y = f(x), mostran- 
do esse comportamento assintótico. 


[~| 19-24 Esboce um gráfico da função racional dada e identifique as 


coordenadas dos pontos estacionários e de inflexão. Mostre as as- 
síntotas horizontais, verticais, oblíquas e curvilíneas e dê suas equa- 
ções. Identifique (se houver) os pontos em que o gráfico cruza uma 
assíntota. Confira seu trabalho com um recurso gráfico. EB 


1 2. 
19. x2— — 2. %2? 
X X 
— 29) 
q. So» 2. x-1- L 
x? x x? 
3-4 —8 5 
a E 24. + 
x+2 x2+1 


ENFOCANDO CONCEITOS 

25. Em cada parte, combine a função com os gráficos I a VI. 
(b) x!/4 (c) x!/5 
E (D 21º 


(a) x1/3 
(a) 2º 


I Ay H Ay 
1H iii 
E xX 
1 zi 1 
HI Ay IV Ay 
1b 1b 
X x 


Figura Ex-25 


1/n 


26. Esboce a forma geral do gráfico de y = x /” e descreva o 
que acontece com essa forma quando n cresce se 
(a) n for um inteiro positivo par; 
(b) n for um inteiro positivo ímpar. 


27-30 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


27. Suponha que f(x) = P(x)/O(x), em que P e Q são polinômios 
sem fator comum. Se y = 5 for uma assíntota horizontal do 
gráfico de f, então P e Q terão o mesmo grau. 


28. Se o gráfico de f tiver uma assíntota vertical em x = 1, então f 
não pode ser contínua em x = 1. 


29. Se o gráfico de f’ tiver uma assíntota vertical em x = 1, então f 
não pode ser contínua em x = 1. 


30. Se o gráfico de f tiver uma cúspide em x = 1, então f não pode 
ter uma inflexão em x = 1. 


31-38 Obtenha um gráfico da função e identifique a localização de 
todos os pontos críticos e de inflexão. Confira seu trabalho com um 
recurso gráfico. EH 


31. 4x2 —1 32. Sx2—4 
33. 2x4 302 34. 2x — 3443 
35. 4x13 — x 36. 5728 + 
a 8+x 38 8(Vx — 1) 
“2+ 3% i E 


39-44 Obtenha um gráfico da função e identifique a localização de 


todos os pontos de extremos relativos e de inflexão. Confira seu tra- 
balho com um recurso gráfico. EH 


39. x+ senx 40. x— tg x 
41. 3 cos x + sen x 42. sen x + cos x 


43. sen? x — cos x, 


44. vtg x, 


—T<x<3T 


O<x<gm/2 


45-54 Usando a regra de L’ Hôpital (Seção 3.6), podemos conferir 


que 


er 


lim — = +o, 
x>+o x 


o x i E 

lim — =0, lim xe* =0 
x> + ex Xx— —o0 
Nestes exercícios: (a) use esses limites, se necessário, para obter os 
limites de f(x) quando x > +% e x —> —%. (b) Esboce o gráfico de 
f(x) e identifique todos os extremos relativos, os pontos de inflexão 
e as assíntotas (conforme o caso). Confira seu trabalho com um re- 
curso gráfico. E 


45. f(x) = xe 46. f(x) = xe” 
47. fo)=2e? 48. f(x) = xX e™ 
49. fx) = xet 50. fœ) =e 1% 
51. fx) = i -= 52. fœ = xP eA 
53. f@) = xe 54. fœ) = er! 


55-60 Usando a regra de L’ Hôpital (Seção 3.6), podemos conferir 


que 


lim x”lnx =0 


com qualquer número real positivo r. Nestes exercícios: (a) use 
esses limites, se necessário, para obter os limites de f(x) quando 
x — +% e x — 0%. (b) Esboce o gráfico de f(x) e identifique todos 
os extremos relativos, os pontos de inflexão e as assíntotas (confor- 
me o caso). Confira seu trabalho com um recurso gráfico. EH 


55. fOo)=xInx 
57. fŒ) = x n(2x) 
59. fo) =x lnx 


ENFOCANDO CONCEITOS 


161. Considere a família de curvas y = xe™ (b > 0). 

(a) Use um recurso gráfico computacional para gerar al- 
guns membros dessa família. 

(b) Discuta o efeito da variação de b na forma do gráfico 
e a localização tanto dos extremos relativos como dos 
pontos de inflexão. 


56. fœ) =x lnx 
58. f(x) = nQ? + 1) 
60. fœ) =x Inx 


F]62. Considere a família de curvas y = e” (b > 0). 

(a) Use um recurso gráfico computacional para gerar al- 
guns membros dessa família. 

(b) Discuta o efeito da variação de b na forma do gráfico 
e a localização tanto dos extremos relativos como dos 
pontos de inflexão. 
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63. (a) Determine se os limites a seguir existem e, em caso 


afirmativo, encontre-os. 


lim e“ cosx, 


lim e* cosx 
x— +% x—> —o0 


(b) Esboce os gráficos de y = e", y = —e e y = e" cos x no 
mesmo sistema de coordenadas e marque todos os pon- 
tos de intersecção. 

(c) Use um recurso gráfico computacional para gerar al- 
guns membros da família y = e®™ cos bx (a > Oe b > 0) 
e discuta o efeito da variação de a e b sobre a forma da 
curva. 


2 2 4 
64. Considere a família de curvas y = x’e™/", onde n é um nú- 


mero inteiro positivo. 

(a) Use um recurso gráfico para gerar alguns membros 
dessa família. 

(b) Discuta o efeito de variar n no formato do gráfico e dis- 
cuta tanto a localização dos extremos relativos como 
dos pontos de inflexão. 


65. A figura em anexo mostra o gráfico da derivada de uma 
função h que está definida e é contínua no intervalo 
(—%, +%). Suponha que o gráfico de h’ tenha uma assíntota 


vertical em x = 3 e que 


h'(x)—> 0" quando x > —o 


h'(x) > —oo quando x —> +% 


(a) Quais são os pontos críticos de A(x)? 

(b) Identifique os intervalos em que h(x) é crescente. 

(c) Identifique as coordenadas x dos extremos relativos de 
h(x) e classifique-os como máximo ou mínimo relativos. 

(d) Dê uma estimativa das coordenadas x dos pontos de 
inflexão de h(x). 


Figura Ex-65 


66. Seja f(x) = (1 — 2x)h(x), onde h(x) é a função dada no Exer- 
cício 65. Suponha que x = 5 seja um ponto crítico de f(x). 
(a) Estime h(5). 
(b) Use o teste da derivada segunda para determinar se f(x) 
tem um máximo ou um mínimo relativo em x = 5. 


67. Um lote retangular deve ser cercado de forma que a área 
interna seja de 400 m°. Sejam L o comprimento da cer- 
ca necessária e x o comprimento de um lado do retângulo; 
mostre que L = 2x + 800/x para x > 0 e esboce o gráfico 
de L versus x para x > 0. 
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68. Uma caixa com base quadrada e sem tampa deve ser feita a 
partir de uma folha de metal, de forma que seu volume seja de 
500 cmº. Sejam S a área da superfície da caixa e x o comprimen- 
to de um lado da base quadrada. Mostre que S = x? + 2000/x 
para x > 0 e esboce o gráfico de S versus x para x > 0. 


. 5 PT -1 -0,2 
62. A Pigüra Ex:62 mostrá:o pratico do polinomio y= 0, P w= Gerado pelo Mathematica Gerado pelo Mathematica 
gerado em computador usando uma janela de [—2; 2,5] x [—1,5]. 
Mostre que a escolha da escala vertical faz com que o computa- Figura Ex-69 Figura Ex-70 


dor perca aspectos importantes do gráfico. Encontre os aspectos 

omitidos e faça seu próprio esboço mostrando-os. 71. Texto Suponha que x = xo seja um ponto no qual uma função 
fseja contínua, mas não diferenciável, e que f'(x) tenda a limi- 
tes finitos distintos quando x tende a xo pela esquerda e pela di- 
reita. Invente um nome para descrever o gráfico de fnum ponto 
desses e discuta a conveniência dessa sua terminologia. 


70. A Figura Ex-70 mostra o gráfico do polinômio y = 0,1x5 
(x + 1)? gerado em computador usando uma janela de 
[—-2: 1,5] x [-0,2: 0,2]. Mostre que a escolha da escala ver- 
tical faz com que o computador perca aspectos importantes 
do gráfico. Encontre os aspectos omitidos e faça seu próprio 72. Texto Suponha que o gráfico de uma função f tenha sido ob- 
esboço mostrando-os. tido com um recurso computacional. Discuta a informação que 

as técnicas do Cálculo podem fornecer a respeito de f além do 
que pode ser deduzido do gráfico exibido na imagem do recur- 
so computacional. 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.3 


1. (a) (—1, 0), (3, 0), (0, > (b)x=-2ex=4 (c)y=3 (d) (—-o,-2,(—1,3)e(4, +œ) (e) (—-00, —-De(—2,1] 
(D (—-o,-De(4,+0) (g) (1,3) 2. (a) (—2, 0), (2,0) (b) x=0 (0) y=0 (d) (-0, —2) e (2, +00) 

(e) (—%, —4] e (0,4] (f) (—00, —44v 11/5) e (4411/5, +œ) (g) +4V11/5 = +5,93 3. (a) y = 0 (quando x —> —%) 
(b) (—%, 2) e (2, +%) (c) (—%, —2] e [2, +00) (d) (—%, —2 — 2/2) e (—2 + 2/2, +œ) (e) (2,0) 

(1) (2, 160) ~ (—2; 5,89) (g) —2 + 2V2) 


4.4 MÁXIMOS E MÍNIMOS ABSOLUTOS 


No começo da Seção 4.2, observamos que, se o gráfico de uma função for imaginado como 
sendo uma cordilheira em duas dimensões (Figura 4.2.1), então os máximos e os mínimos 
relativos correspondem ao topo de morros e ao fundo de vales, isto é, eles são os pontos 
mais alto e mais baixo em sua vizinhança próxima. Nesta seção, preocuparemo-nos com o 
problema mais abrangente de encontrar os pontos mais alto e mais baixo de toda a paisagem, 
isto é, procuraremos o mais alto dos topos e o mais fundo dos vales. Em termos matemáticos, 
procuraremos o maior e o menor valor de uma função em todo um intervalo. 


E EXTREMOS ABSOLUTOS 


Vamos começar por alguma terminologia para descrever o maior e o menor valor de uma 
função em um intervalo. 


4.4.1 DEFINIÇÃO Considere um intervalo no domínio de uma função fe um ponto xo 
nesse intervalo. Dizemos que f tem um máximo absoluto em xo se f(x) < f (xo) com qual- 


quer x do intervalo, e que f tem um mínimo absoluto em xp se f (xo) < f(x) com qualquer 
x do intervalo. Se f tiver em xo qualquer um dos dois, máximo absoluto ou mínimo abso- 
luto, dizemos que f tem em xo um extremo absoluto. 
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Se f tem um máximo absoluto no ponto xo em um intervalo, então f (xo) é o maior valor de f 
nesse intervalo; e se f tem um mínimo absoluto em xo, então f (xo) é o menor valor de f nesse 
intervalo. Em geral, não há garantia de que uma função f tenha extremos absolutos em um 
dado intervalo (Figura 4.4.1). 


Ay A) A) A) Ay 
xX xX ( ) X ) xX 
> > > > 
a b af b 
x 
> 
ftem um mínimo fnão tem extremos ftem um máximo fnão tem extremos ftem um mínimo 
absoluto, mas não absolutos em e um mínimo absolutos em (a,b) e um máximo 
um máximo absoluto (-00, +00) absolutos em absolutos em [a, b] 
em (=æ, +00) (=œ, +00) 
(a) (b) (c) (d) (e) 
Figura 4.4.1 


As hipóteses do Teorema do Valor Ex- 
tremo são essenciais. Ou seja, se o 
intervalo não for fechado ou se f não 
for contínua no intervalo, então f não 
precisará ter extremos absolutos no 
intervalo (Exercícios 4 a 6). 


OBSERVAÇÃO 


O Teorema 4.4.3 também é válido em 
intervalos abertos infinitos, ou seja, 
em intervalos da forma (—%, +00), 
(a, +0) e (—%, b). 


E OTEOREMA DO VALOR EXTREMO 

As partes (a) a (d) da Figura 4.4.1 mostram que uma função contínua pode ou não ter extre- 
mos absolutos em um intervalo infinito ou em um intervalo aberto finito. Porém, o teorema a 
seguir mostra que uma função contínua deve ter um máximo e um mínimo absolutos em todo 
intervalo fechado finito [veja parte (e) da Figura 4.4.1]. 


4.4.2 TEOREMA (Teorema do Valor Extremo) Se uma função f for contínua em um 


intervalo fechado finito [a, b], então f tem um máximo e um mínimo absolutos em [a, b]. 


Embora a prova desse teorema seja muito difícil para ser incluída aqui, o leitor deve se convencer de sua valida- 
de com alguns exemplos — tente fazer o gráfico de diversas funções contínuas em [0, 1] e se convença de que 
não há como evitar um ponto mais alto e um mais baixo no gráfico. Em uma analogia física, se o leitor imaginar o 
gráfico como os trilhos de uma montanha-russa, começando em x = O e acabando em x = 1, então a montanha- 
-russa deve passar por um ponto mais alto e um mais baixo em seu trajeto. 


O Teorema do Valor Extremo é um exemplo do que os matemáticos denominam teo- 
rema de existência. Tais teoremas estabelecem condições sob as quais alguma coisa existe, 
no caso, o extremo absoluto. Entretanto, saber que algo existe é uma coisa, porém encontrá-lo 
é bem diferente. Assim, vamos nos dedicar agora ao problema de encontrar o extremo abso- 
luto sob as condições do Teorema do Valor Extremo. 

Se f for contínua em um intervalo finito fechado [a, b], então os extremos absolutos de f 
podem ocorrer nos extremos do intervalo ou dentro do intervalo aberto (a, b). Se os extremos 
absolutos ocorrem dentro, então o teorema a seguir nos diz que eles devem ocorrer em pontos 
críticos de f. 


4.4.3 TEOREMA Seftiver um extremo absoluto em um intervalo aberto (a, b), então ele 


deve ocorrer em um ponto crítico de f. 
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AJ 


(c) 
Figura 4.4.2 Em (a), o máximo ab- 
soluto ocorre em uma extremidade de 
[a, b]; em (b), ele ocorre em um pon- 
to estacionário em (a, b); em (c), ele 
ocorre em um ponto crítico em (a, b), 
onde f não é diferenciável. 


[1, 5]x [20, 55] 
xScl = 1, yScl = 10 


y = 2x? — 15x? + 36x 


Figura 4.4.3 
Tabela 4.4.1 
R -i ol tji 
9 
f(x) 9/0]-413 


DEMONSTRAÇÃO Sef tiver um máximo absoluto em (a, b) em um ponto xo, então f (xo) é 
também um máximo relativo para f, pois se f(xo) for o maior valor de fem todo (a, b), en- 
tão, certamente, f(xo) será o maior valor de fem uma vizinhança próxima de xo. Assim, xo 
é um ponto crítico de f pelo Teorema 4.2.2. A demonstração no caso de mínimo absoluto 
é semelhante. m 


Segue desse teorema que, se f for contínua no intervalo finito fechado [a, b], então 
os extremos absolutos ocorrem ou nos pontos extremos ou em pontos críticos do intervalo 
(Figura 4.4.2). Dessa forma, podemos usar o seguinte procedimento para encontrar os ex- 
tremos absolutos de uma função contínua em um intervalo finito fechado [a, b]. 


Procedimento para Encontrar os Extremos Absolutos de uma Função Contínua f em 
um Intervalo Finito Fechado [a, b] 


Passo 1 Encontre os pontos críticos de fem (a, b). 
Passo 2 Encontre o valor de f em todos os pontos críticos e nas extremidades a e b. 


Passo 3 O maior entre os valores do Passo 2 é o valor máximo absoluto de f em [a, b], e 
o menor valor é o mínimo absoluto. 


> Exemplo 1 Encontre os valores máximo e mínimo absolutos da função f(x) = 
2x — 15x? + 36x no intervalo [1, 5] e determine onde esses valores ocorrem. 


Solução Como fé contínua e diferenciável em toda parte, os extremos absolutos ocorrem 
ou nos extremos do intervalo [1, 5] ou em pontos estacionários do intervalo aberto (1, 5). Para 
encontrar os pontos estacionários, precisamos resolver f'(x) = 0, que pode ser escrita como 


6x2 — 30x + 36 = 6 — 5x + 6) = 6 — Dx — 3) = 0 


Assim, há pontos estacionários em x = 2 e x = 3. Calculando o valor de f nos extremos e nos 
pontos estacionários, obtemos 


fO) = 201? — 15(1) + 36(1) = 23 
FO) = X2} — 15(2} + 36(2) = 28 
fB) = 28V — 15(3)2 + 36(3) = 27 
HS) = USP — 15(5 + 36(5) = 55 


a partir das quais concluímos que um mínimo absoluto de fem [1,5] é 23 e ocorre em x = 1,e 
um máximo absoluto de fem [1, 5] é 55 e ocorre em x = 5. Isso está de acordo com o gráfico 
de f na Figura 4.4.3. < 


> Exemplo 2 Encontre os extremos absolutos de f(x) = 6x! — 3x! no intervalo [—1, 1] 
e determine onde eles ocorrem. 


Solução Observe que f é contínua em toda parte e que, portanto, o Teorema do Valor Ex- 
tremo garante que f tem um valor máximo e um valor mínimo no intervalo [—1, 1]. Diferen- 
ciando, obtemos 


8x — 1 


Fosse Cm De 
xX 


Assim, f'(x) = 0 em x = t e f'(x) não está definida em x = 0. Calculando o valor de f nesses 
pontos críticos e nos extremos, obtemos a Tabela 4.4.1, da qual concluímos que um valor mí- 
nimo absoluto de —? ocorre em x = i, enquanto um valor máximo absoluto de 9 ocorre em 
x=-1. «4 
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E EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS INFINITOS 

Observamos anteriormente que, em um intervalo infinito, uma função contínua pode ou não 
ter extremos absolutos (veja a Figura 4.4.1). Porém, certas conclusões sobre a existência de 
extremos absolutos de uma função contínua fem (—%, +%) podem ser deduzidas do compor- 


tamento de f(x), quando x —> —% e x —> +% (Tabela 4.4.2). 


EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS INFINITOS 


LIMITES 


lim f(x) = +00 
x —00 

lim f(x) = +00 
x +00 


Tabela 4.4.2 
lim f(x) = —00 
x>—00 
lim f(x) = —o0 
x—> +00 


lim f(x) = -æ 
x —00 

lim f(x) =+% 
x +00 


lim f(x) = +00 
x—>—00 
lim f(x) =- 


x—+00 


CONCLUSÕES SE 
f FOR CONTÍNUA 
EM TODA PARTE 


f tem um mínimo absoluto, 
mas nenhum máximo 
absoluto em (—%, +00) 


ftem um máximo absoluto, 
mas nenhum mínimo 
absoluto em (—%, +00) 


fnão tem máximo 
absoluto, nem mínimo 
absoluto em (—c0, +00) 


fnão tem máximo 
absoluto, nem mínimo 
absoluto em (—c0, +00) 


GRÁFICO 


y y x y 


ys 
yx 
y= 
y= 


yx 


pŒ) = 3x4 + 4x? 


Figura 4.4.4 


> Exemplo 3 O que pode ser dito sobre a existência de extremos absolutos de polinômios 
em (—%, +%)? 


Solução Se p (x) for um polinômio de grau ímpar, então 
lim p(x) e lim p(x) (1) 


têm sinais opostos (um é +% e o outro, —%), não havendo, assim, extremos absolutos. Por 
outro lado, se p(x) tiver grau par, então os limites em (1) têm o mesmo sinal (ou ambos 
+œ, ou ambos —%). Se o coeficiente dominante for positivo, ambos os limites são +% e 
há um mínimo absoluto, mas não um máximo absoluto; se o coeficiente dominante for 
negativo, então ambos os limites são —% e há um máximo absoluto, mas não um mínimo 
absoluto. <4 


> Exemplo 4 Determine por inspeção se p(x) = 3x! + 4x? tem extremos absolutos. Se ti- 
ver, encontre-os e mostre onde eles ocorrem. 


Solução Como p(x) tem grau par e o coeficiente dominante é positivo, p(x) —> +% quan- 
do x — +%. Dessa forma, há um mínimo absoluto, mas nenhum máximo absoluto. A partir 
do Teorema 4.4.3 [aplicado ao intervalo (—%, +º0)], o mínimo absoluto deve ocorrer em um 
ponto crítico de p. Como p é diferenciável em toda parte, podemos encontrar todos os pontos 
críticos resolvendo a equação p'(x) = 0. Essa equação é 


12 + 12x2 =12x(x+ D=0 


de onde concluímos serem x = 0 e x = — 1 os pontos estacionários. Calculando o valor de p 
nos pontos estacionários, obtemos 


pO)=0 e pM-D=-1 


Assim, concluímos que p tem um mínimo absoluto de — 1 em x = —1 (Figura 4.4.4). «4 
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E EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS ABERTOS 
Sabemos que uma função contínua pode ou não ter extremos absolutos em um intervalo 
aberto. Porém, certas conclusões sobre a existência de extremos absolutos de uma função 
contínua fem um intervalo aberto (a, b) podem ser tiradas do comportamento de f(x), quando 
x—> at ex —> b` (Tabela 4.4.3). Conclusões análogas podem ser deduzidas para intervalos 
da forma (—%, b) ou (a, +). 
Tabela 4.4.3 
EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS ABERTOS 
lim f(x) = +00 lim f(x) =- lim f(x) =- lim f(x) = +00 
LIMITES xat x=>a* xat xat 
lim f(x) = +00 lim f(x) = —00 lim f(x) = +% lim f(x) = —o0 
x>b” xob” xob” xob” 


CONCLUSÕES SE 
J FOR CONTÍNUA 


ftem um mínimo absoluto, 
mas nenhum máximo 


fnão tem nem máximo, 
nem mínimo absolutos 


fnão tem nem máximo, 
nem mínimo absolutos 


ftem um máximo absoluto 
mas nenhum mínimo 


EM (a, b) absoluto em (a, b) absoluto em (a, b) em (a, b) em (a, b) 
l | | l | | l 
| | | $ | | | | 
x al l b l ! y l i x 
Á S | | } } > } > 
GRÁFICO - -> | a] D? a] D 
| | | | | | | 
| | | l 
> Exemplo 5 Determine se a função 
1 
fo) = 5 
e= 
tem algum extremo absoluto no intervalo (0, 1). Se houver algum, encontre-o e determine 
onde ocorre. 
Solução Como fé contínua no intervalo (0, 1) e 
edite É r 1 
im f(x)= lim = lim = —oo 
x—>0+ x50 x2 — x x>0+ x (x 1) 
lim f(x) = lim = lim ————— =—o 
Ped ) xo1- x? > x «51-x(x—1) 
y a função f tem um máximo absoluto, mas nenhum mínimo absoluto em (0, 1). Pelo Teorema 
x 4.4.3, o máximo absoluto deve ocorrer em um ponto crítico de fno intervalo (0, 1). Temos que 
i I l > 
1 1 3 
Taa Tes 
-5 ( 2 2 
x? — x) 
-10 logo, a única solução da equação f'(x) = 0 é x = L. Embora f não seja diferenciável em x = 0 
ou em x = 1, esses valores são duplamente desqualificados por não pertencerem nem ao do- 
-15 mínio de f nem ao intervalo (0, 1). Assim, o máximo absoluto ocorre em x = + e esse valor 
máximo absoluto é 
1 1 1 
y= (0<x<1) f(5) = 5 = —4 
x? -x (4) Zyl 
2 2 
Figura 4.4.5 


(Figura 4.4.5). < 


E EXTREMOS ABSOLUTOS DE FUNÇÕES COM UM EXTREMO RELATIVO 


Se uma função contínua tiver somente um extremo relativo em um intervalo finito ou in- 
finito, então esse extremo relativo deve necessariamente ser um extremo absoluto. Para 


Um segundo 
extremo 
relativo 


Figura 4.4.6 


fo) = 38% 


Figura 4.4.7 


A função do Exemplo 6 tem um míni- 
mo absoluto no intervalo (—%, +00)? 
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entender isso, suponha que f tenha um máximo relativo em um ponto xo de um intervalo 
e nenhum outro extremo relativo nesse intervalo. Se f(xo) não for o máximo absoluto de f 
nesse intervalo, então o gráfico de f deve fazer uma virada para cima em algum ponto do 
intervalo para subir acima de f(xo). Entretanto, isso não pode acontecer, pois o processo 
de fazer a virada para cima produziria um segundo extremo relativo (Figura 4.4.6). Assim, 
Ff(xo) deve ser o máximo absoluto, além de ser um máximo relativo. Essa ideia está presente 
no teorema a seguir, que enunciamos sem prova. 


4.4.4 TEOREMA Suponha que f seja contínua e tenha exatamente um extremo relativo 
em um intervalo, digamos em xo. 


(a) Se ftiver um mínimo relativo em xo, então f(xo) é o valor mínimo absoluto de f no 
intervalo. 


(b) Se f tiver um máximo relativo em xo, então f (xo) é o valor máximo absoluto de f no 
intervalo. 


Esse teorema é, muitas vezes, útil quando outros métodos são enfadonhos ou difíceis de aplicar. 


> Exemplo 6 Encontre os extremos absolutos, se houver, da função f(x) = e - 3º no 
intervalo (0, +). 


Solução Temos 
li = 
im f(x) = +% 


(verifique); portanto, f não tem um máximo absoluto no intervalo (0, +). Contudo, a conti- 
nuidade de f, junto ao fato de que 


Toe 


é finito, permite a possibilidade de f ter um mínimo absoluto em (0, +). Se f tiver um tal 
mínimo, deve ocorrer em um ponto crítico; portanto, consideramos 
32,2 3 2,2 
fU) = e (3x? — 6x) = 3x(x — De) 
3 2 5 PE" PP 
Como e!” 7%) > 0 em cada valor de x, vemos que x = 0 e x = 2 são os únicos pontos críticos 
de f. Desses, somente x = 2 está no intervalo (0, +%), de modo que nesse ponto f poderia ter 


um mínimo absoluto. Para verificar se isso ocorre, podemos aplicar a parte (a) do Teorema 
4.4.4. Como 


J'E) = e0 3x2 — 6x)? + e (6x — 6) 
= [(3x2 — 6x)? + (6x — 6) Je =P 
temos 
f") = (0 +6)e™ = 6e™ > 0 


e, portanto, pelo teste da derivada segunda, x = 2 é um ponto de mínimo relativo de f. As- 
sim, f(x) tem um valor mínimo absoluto em x = 2, e esse mínimo é f(2) = e! ~ 0,0183 
(Figura 4.4.7). < 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.4 (Ver página 274 para respostas.) 


1. Use a figura abaixo para encontrar as coordenadas x dos extre- 
mos relativos e absolutos de f em [0, 6]. 


os valores absolutos máximo e mínimo, se houver, para f nos 
intervalos indicados. 
(a) [1,4] (b) [-2,2] 


(e) [-4,4] (d (+4,4) 


x |-4 -3 |-2/+ 0 1 2 3 4 


f(x) |2224 | -1333| 0 |1603 |2096 | 2293 | 2400 | 2717 | 6064 


3. Seja f(x) = xX — 3x? — 9x + 25. Use a derivada f'(x) = 
3(x + 1) (x — 3) para determinar os valores absolutos máximo 
e mínimo, se houver, para f em cada um dos intervalos indica- 


Figura Ex-1 dos. 
2. Suponha que uma função f seja contínua em [—4, 4] e tenha E! fa (b) z P (c) [=4, 2] 
pontos críticos em x = —3, 0, 2. Use a tabela para determinar (® [-5, 10] Sar 

EXERCÍCIOS 4.4 [4 Recurso Gráfico [E] CAS 
ENFOCANDO CONCEITOS 

1-2 Use o gráfico para encontrar as coordenadas x dos extremos 6. Seja 

absolutos e relativos de fem [0, 7] E 

F x, O<x<l 
É E 
1; 1 x=0,1 


3. Em cada parte, esboce o gráfico de uma função contínua f 

com as propriedades indicadas no intervalo [0, 10]. 

(a) ftem mínimo e máximo absolutos em x = 0 e x = 10, 
respectivamente. 

(b) ftem mínimo e máximo absolutos em x = 2 e x = 7, 
respectivamente. 

(c) ftem mínimos relativos em x = 1 e x = 8, máximos re- 
lativos em x = 3 e x = 7 e mínimo e máximo absolutos 
em x = 5 e x = 10, respectivamente. 


4. Em cada parte, esboce o gráfico de uma função contínua f 
com as propriedades indicadas no intervalo (—%, +00). 
(a) fnão tem extremos relativos nem absolutos. 
(b) ftem um mínimo absoluto em x = 0, mas nenhum má- 
ximo absoluto. 


(c) ftem máximo e mínimo absolutos em x = —5 e x = 5, 
respectivamente. 
5. Seja 
o 0< ] 
—, <x< 
fO)=41-x 
o. x=1 


Explique por que ftem um valor mínimo, mas não um valor 
máximo no intervalo fechado [0, 1]. 


Explique por que f não tem um valor mínimo nem um valor 
máximo no intervalo fechado [0, 1]. 


7-16 Encontre os valores máximo e mínimo absolutos de f nos in- 
tervalos fechados dados e indique onde ocorrem esses valores. EH 


7. f(x) = 4x? — 12x + 10; [1,2] 
8. f(x) = 8x — x”; [0, 6] 
9. fo)=(x— 2): [1,4] 


10. fœ) = 2º + 3x- 12x: [-3,2] 
3x 
V4x2+1 

12. fœ) = + x2; [2,3] 
13. f(x) =x — 2 sen x; [-7/4, 7/2] 


11. f(x) = 1,1] 


14. f(x) = sen x — cos x; [0, 77] 
15. f)=1+|9 =x]: [-5, 1] 
16. fœ) = |6 — 4x; [-3, 3] 


17-20 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


17. Se uma função f for contínua em [a, b], então f terá um máximo 
absoluto em [a, b]. 


18. Se uma função f for contínua em (a, b), então f terá um mínimo 
absoluto em (a, b). 


19. Se uma função f tiver um valor mínimo absoluto em (a, b), en- 
tão f será um ponto crítico em (a, b). 


20. Se uma função f for contínua em [a, b] e f não tiver valores ex- 
tremos relativos em (a, b), então o valor máximo absoluto de f 
existirá e ocorrerá ou em x = a ou em x = b. 


21-28 Encontre os valores máximo e mínimo absolutos, se houver, 
nos intervalos dados e indique onde esses valores ocorrem. E 


21. f)=2 — x — 2; (—%, +00) 
22. fŒ) = 3 — 4x — 2x; (—%, +) 
23. fx) = 4 — 3x4; (—%, +00) 
24. fœ) = xf + 4x; (—00, +00) 

25. f(x) = 2x% — 6x + 2; (—%, +00) 
26. fœ) =X — 9x + 1; (—00, +00) 
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27. fœ) = Et; (es —1) 
e 

28. fo) = T CLS] 


29-42 Use um recurso gráfico computacional para estimar os valo- 
res máximo e mínimo absolutos de f, se houver, nos intervalos indi- 
cados e use os métodos do Cálculo para obter os valores exatos. W 


29. f(x) = Q? — 2x}; (—%, +00) 
30. fœ) =(x— 17 (x + 2; (1%, +00) 
31. f(x) =x? (20 — x); [-1, 20] 


32. fœ) = E [-1,4] 


33. fœ) = T (0, +00) 


2x? — 3x +3. 


e did x2—-2x+2" 


[1, +00) 


co 


2 E 
35. fœ) = a [x/4, 37/4] 


36. f(x) = sen? x + cos x; [—7, 7] 


37. fœ =x e 7; [1,4 


In(2x). 


38. f(x) = >e] 


39. f(x) = 5 1n (x + 1) — 3x; [0, 4] 
40. fœ) = (2 — De; [-2,2] 

41. f(x) = sen (cos x); [0, 27] 

42. f(x) = cos (sen x); [0, 7] 


43. Encontre os valores máximo e mínimo absolutos de 


x<1 


4x — 2, 


fœ) = 


(x«—- Dx —3), x>1 


44. Seja f(x) = x? + px + q. Encontre os valores de p e q tais que 
f(1) = 3 seja um valor extremo de fem [0, 2]. Esse valor é má- 
ximo ou mínimo? 


45-46 Se f for uma função periódica, então a localização de todos 
os extremos absolutos no intervalo (—%, +00) pode ser obtida en- 
contrando os extremos absolutos em um período e usando a perio- 


Capítulo 4 / A derivada em gráficos e aplicações 273 


dicidade para localizar os demais. Use essa ideia nestes exercícios 
para encontrar os valores extremos absolutos da função e indique os 
valores de x nos quais eles ocorrem. E 


45. f(x) = 2 cos x + cos 2x 46. f6)=3cos + +2cos— 
47-48 Uma forma de provar que f(x) < g (x) em cada x de um dado 
intervalo é mostrar que O < g(x) — f(x) em cada x no intervalo, e 
uma forma de provar essa última desigualdade é mostrar que o mí- 
nimo absoluto de g(x) — f(x) no intervalo é não negativo. Use essa 
ideia para provar as desigualdades nestes exercícios. E 


47. Prove que sen x < x em cada x do intervalo [0, 277]. 
48. Prove que cos x > 1 — (x2/2) em cada x do intervalo [0, 27r]. 


49. Qual é a menor inclinação possível para uma reta tangente à 
equação y = xX — 3x? + 5x? 


50. (a) Mostre que f(x) = sec x + cossec x tem um valor mínimo, 
mas nenhum valor máximo no intervalo (0, 7/2). 
(b) Encontre o valor mínimo da parte (a). 


51. Mostre que o valor mínimo absoluto de 


2 


fœ) =x + e 


B- o7 x>8 


ocorre em x = 10 usando um CAS para encontrar f'(x) e para 
resolver f'(x) = 0. 


52. A concentração C(t) de uma droga na corrente sanguínea t 
horas após ter sido injetada é usualmente modelada por uma 
equação da forma 


—bt _ sat 
c() = HE cê ) 


onde K > 0ea>b>0. 

(a) Em que momento ocorre a concentração máxima? 

(b) Para simplificar, tome K = 1; use um recurso gráfico com- 
putacional para verificar seu resultado da parte (a) fazendo 
o gráfico de C(t) para vários valores de a e b. 


53. Suponha que as equações do movimento de um avião de papel, 
durante os 12 segundos iniciais de voo, são 


x=t-2sent, y=2-2cost (O<t<l12) 


Quais são os pontos mais alto e mais baixo da trajetória e em 
que instantes o avião está nesses pontos? 


54. A figura a seguir mostra a trajetória de uma mosca cujas equa- 
ções do movimento são 
cost 


= P 2 sen? t 
2+sent 


y =3 + sen(2t) (O<t<27m) 


(a) Quais são os pontos mais alto e mais baixo do voo? 
(b) A que distância à esquerda e à direita da origem ela voa? 


Ay 


va 


Figura Ex-54 
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55. 


Cálculo 


Seja f(x) = ax? + bx + c, onde a > 0. Prove que f(x) > 0 em 
cada x se, e somente se, b? — 4ac < 0. [Sugestão: Encontre o 


quando x— —% e quando x— +%. Explique por que f não pode 
ter um mínimo absoluto, mas pode ter um mínimo relativo. 


amd] 58. Texto Explique a diferença entre um máximo relativo e um 


absoluto. Esboce um gráfico que exiba uma função com um 
máximo relativo que não é absoluto e exiba um outro gráfico 
com um máximo absoluto que não é relativo. Explique como 
esses gráficos satisfazem as condições dadas. 


56. Prove o Teorema 4.4.3 no caso em que o valor extremo é um 
mínimo. 


57. Texto Suponha que f seja uma função contínua e positiva em 
toda parte e que o eixo x seja uma assíntota do gráfico de f 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.4 


1. Ocorre um mínimo relativo em x = 3, um máximo relativo em x = 1, um mínimo absoluto em x = 3 e um máximo absoluto em x = 6. 
2. (a) max, 6064; min, 2293 (b) max, 2400; min, O (c) max, 6064; min, —1333 (d) não há max; min, — 1333 

3. (a) max, (0) = 25; minf(3) = —2 (b) max, f(—1) = 30; min, f(3) = —2 (c) max, f(— 1) = 30; min, f(—4) = —51 

(d) max, f(10) = 635; min, f(—5) = — 130 (e) max, f(— 1) = 30; não há min 


4.5 PROBLEMAS DE MÁXIMOS E DE MÍNIMOS EM APLICAÇÕES 


Nesta seção, mostraremos como os métodos discutidos na seção anterior podem ser usados 
para resolver vários problemas de otimização. 


E CLASSIFICAÇÃO DOS PROBLEMAS DE OTIMIZAÇÃO 


Os problemas aplicados de otimização que consideraremos nesta seção caem em uma das 
duas seguintes categorias: 


e Problemas que se reduzem a maximizar ou minimizar uma função contínua em um in- 
tervalo finito fechado. 


e Problemas que se reduzem a maximizar ou minimizar uma função contínua em um in- 
tervalo infinito ou finito, mas não fechado. 


Para os problemas do primeiro tipo, o Teorema do Valor Extremo (4.4.2) garante que o pro- 
blema tem solução, e sabemos que essa solução pode ser obtida examinando os valores da 
função nos pontos críticos e nos extremos do intervalo. Já os problemas do segundo tipo po- 
dem ou não ter solução. Se a função for contínua e tiver exatamente um extremo relativo no 
intervalo, então o Teorema 4.4.4 garante a existência de uma solução e fornece um método 
para encontrá-la. Nos casos em que o teorema não se aplica, uma certa engenhosidade pode 
ser necessária para resolver o problema. 


E PROBLEMAS ENVOLVENDO INTERVALOS FECHADOS E FINITOS 


O matemático francês do século XVII Pierre de Fermat, em seu livro Sobre o método de ava- 
liação de máximos e mínimos, resolveu um problema de otimização muito parecido com nos- 
so primeiro exemplo. O trabalho de Fermat em tais problemas de otimização levou o matemá- 
tico francês Laplace a proclamá-lo “o verdadeiro inventor do Cálculo Diferencial”. Embora 
essa honra deva caber a Newton e Leibniz, não deixa de ser verdade que Fermat desenvolveu 
procedimentos que anteciparam partes do Cálculo Diferencial. 


> Exemplo 1 Devemos projetar um jardim de área retangular e protegido por uma cer- 
ca. Qual é a maior área possível de tal jardim se dispusermos de apenas 100 m lineares de 
cerca? 
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Solução Sejam 
x = comprimento do retângulo (m) 
y = largura do retângulo (m) 
A = área do retângulo (m?) 
Então 
A=3 (1) 
Como o perímetro do retângulo é de 100 m, as variáveis x e y estão relacionadas pela equação 
x 2x+2y= 100 ou y=50-x (2) 
(ver Figura 4.5.1). Substituindo (2) em (1), obtemos 
y y 
A = x(50 — x) = 50x — x? (3) 
x Como representa um comprimento, x não pode ser negativo e, como os dois lados de com- 
Perimetro primento x não podem ter um comprimento combinado que ultrapasse o perímetro de 100 m, 
2x + 2y = 100 então a variável x deve satisfazer 
Figura 4.5.1 0 <x <50 (4) 


Assim, o problema ficou reduzido a encontrar o valor (ou valores) de x em [0, 50] para os 
quais A é máxima. Como A é um polinômio em x, é contínua em [0, 50], e o máximo ocorre 
ou nos extremos desse intervalo ou em um ponto estacionário. 

A partir de (3), obtemos 


dA 
— =50-—2x 
dx 
Equacionando-se dA /dx = 0 obtemos 
50 — 2x=0 


Pierre de Fermat (1601-1665) Fermat, filho de um bem- 
-sucedido comerciante de couros francês, era um advoga- 
do que praticava a Matemática como passatempo. Ele re- 
cebeu o grau de Bacharel em Direito Civil da Universidade 
de Orleans, em 1631, e posteriormente ocupou várias posi- 
ções governamentais, inclusive um posto de consultor do 
parlamento de Toulouse. Embora aparentemente bem-sucedido, 
documentos confidenciais da época indicam que seu desempenho 
oficial como advogado foi fraco, talvez devido ao grande tempo 
dedicado à Matemática. Ao longo de toda a vida, não poupou es- 
forços para impedir a publicação de seus resultados matemáticos. 
Ele tinha o infeliz hábito de rabiscar seus trabalhos nas margens de 
livros e, frequentemente, enviava os resultados para amigos sem 
manter uma cópia para si. Como consequência, nunca lhe foi dado 
o crédito por muitas de suas maiores realizações, até que seu nome 
saiu da obscuridade na metade do século XIX. Sabe-se hoje que 
Fermat, simultânea e independentemente de Descartes, desenvol- 
veu a Geometria Analítica. Infelizmente, Descartes e Fermat dis- 
cutiram asperamente sobre vários problemas, sem que tenha havi- 
do qualquer cooperação real entre esses dois grandes gênios. 
Fermat resolveu muitos problemas fundamentais do Cálcu- 
lo. Ele obteve o primeiro procedimento para diferenciar polinô- 
mios e resolveu muitos problemas importantes de maximização, 
minimização, área e tangência. Seu trabalho serviu de inspiração 
a Isaac Newton. Fermat é mais conhecido por seu trabalho sobre a 
teoria dos números, pelo estudo de propriedades e pelas relações 
entre os números inteiros. Ele foi o primeiro matemático, após o 


grego Diofante, a fazer contribuições substanciais a esse campo. 
Infelizmente, nenhum dos contemporâneos de Fermat apreciou 
seu trabalho nessa área, o que acabou levando-o ao isolamento 
e à obscuridade no final da vida. Além de seu trabalho em Cál- 
culo e em teoria dos números, Fermat foi um dos fundadores da 
teoria da Probabilidade e deu grandes contribuições à teoria da 
Óptica. Além da Matemática, foi um erudito de certa importância, 
era fluente em francês, italiano, espanhol, latim e grego e escreveu 
uma quantidade razoável de poemas em latim. 

Um dos grandes mistérios da Matemática está em um tra- 
balho de Fermat em teoria dos números. Na margem de um livro 
de Diofante, ele rabiscou que, para valores de n maiores do que 2, 
a equação x"-+y” = z” não tem soluções x, y e z inteiras não nulas. 
Ele afirmou: “descobri uma prova verdadeiramente maravilhosa 
para isso, a qual, porém, não cabe nesta margem”. Esse resultado, 
que ficou conhecido como “o último teorema de Fermat”, parecia 
ser verdadeiro, mas escapou dos maiores gênios matemáticos por 
300 anos, até que o professor Andrew Wiles, da Universidade de 
Princeton, apresentou uma prova em junho de 1993 em uma série 
dramática de três conferências, que chamou a atenção da mídia 
mundial (New York Times, 27 de junho de 1993). Ocorre que aque- 
la prova tinha uma lacuna séria, que foi preenchida e publicada 
por Wiles e Richard Taylor em 1995. Um prêmio de 100 mil mar- 
cos alemães fora oferecido em 1908 para a solução desse proble- 
ma, porém seu valor foi consumido pela inflação. 


[Imagem: http: / /en.wikipedia.org /wiki/File:Pierre de Fermat.png] 
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Tabela 4.5.1 


Bm O 25 | 50 


A 0 1625] 0 
AA (m?) 
700 H 
600 F Ss, i 
500 F | 
400 F | 
300 H | 
200 H | 
100 l 
A PS ZAN, N E PERE A 
5 101520 25 30 35 40 45 50 
Figura 4.5.2 


No Exemplo 1, incluímos x = 0 e 
x = 50 como valores possíveis de 
x, mesmo que nesse caso tenhamos 
retângulos com dois lados de compri- 
mento zero. Se virmos isso como um 
problema puramente matemático, não 
haverá nada de errado em permitir la- 
dos de comprimento zero. Porém, se 
virmos isso como um problema con- 
creto no qual o retângulo será forma- 
do com algum material, então esses 


valores devem ser excluídos. 


ou x = 25. Assim, o máximo ocorre em um dos pontos 


x=25, x=50 


x=0, 


A substituição desses valores em (3) resulta na Tabela 4.5.1, a qual nos diz que a área máxi- 
ma de 625 m? ocorre em x = 25, o que está de acordo com o gráfico de (3) na Figura 4.5.2. A 
partir de (2), resulta que y = 25, de modo que o retângulo de perímetro 100 m com maior área 


é um quadrado com lados medindo 25 m de comprimento. « 


O Exemplo 1 ilustra o seguinte procedimento de cinco passos que pode ser usado para 


resolver 


muitos problemas de máximos e mínimos em aplicações. 


Procedimentos para Resolver Problemas de Máximos e Mínimos em Aplicações 


Passo 1 


Faça uma figura apropriada e identifique as quantidades relevantes ao problema. 


Passo 2 Obtenha uma fórmula para a quantidade a ser maximizada ou minimizada. 


Passo 3 Usando as condições dadas no problema para eliminar variáveis, expresse a 


quantidade a ser maximizada ou minimizada como função de uma variável. 


Passo 4 Encontre o intervalo de valores possíveis para essa variável a partir das restrições 


físicas do problema. 


Passo 5 Se aplicável, use as técnicas da seção anterior para obter o máximo ou o mí- 


nimo. 


> Exemplo 2 Uma caixinha aberta no topo deve ser feita com uma folha de papelão me- 
dindo 16 por 30 cm, cortando-se fora quadrados iguais dos quatro cantos e dobrando-se os 
lados (Figura 4.5.3). Qual é o tamanho dos quadrados para se obter uma caixa com o maior 


volume? 
X X 
x [z E: 
- / 
16 cm | 16-2x 
| E n 
+ Ea 
p 30cm J F 30-2x - 
Figura 4.5.3 (a) (b) 


Solução Para enfatizar, vamos listar explicitamente os cinco passos do procedimento dado 
acima como um modelo para resolver esse problema. (Em exemplos posteriores, seguiremos 
esse modelo sem listar os passos.) 


e Passo 1: Na Figura 4.5.3a, temos a folha de papelão com os quadrados removidos dos 
cantos. Sejam 


x = comprimento (em cm) dos lados dos quadrados a serem cortados fora 
V = volume (em cm?) da caixa resultante 


e Passo 2: Como estamos removendo quadrados de lados x de cada canto, a caixa resul- 
tante terá dimensões 16 — 2x por 30 — 2x por x (Figura 4.5.3h). Como o volume de uma 
caixa é o produto de suas dimensões, temos 


V = (16 — 2930 — 2x)x = 480x — 92x? + 4x2 (5) 


Tabela 4.5.2 


10 


3 


19600 _ 726 


27 


| 23 
Figura 4.5.4 


4 


5678 


Figura 4.5.5 
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e Passo 3: Observe que a expressão para o volume já se encontra em termos da única 
variável x. 


e Passo 4: A variável x em (5) está sujeita a certas restrições. Como x representa um 
comprimento, não pode ser negativo e, como a largura do papelão é de 16 cm, não po- 
demos cortar quadrados com lados maiores do que 8 cm de comprimento. Assim, a va- 
riável x em (5) deve satisfazer 


0<x<8 


e, dessa forma, reduzimos nosso problema ao de encontrar o valor (ou valores) de x no 
intervalo [0, 8] com o(s) qual(is) (5) é um máximo. 


e Passo 5: A partir de (5), obtemos 
dV 


xX 


= 480 — 184x + 12x? = 4(120 — 46x + 3x?) 
= 4(x — 12)(3x — 10) 

Equacionando-se dV/dx = 0, obtemos 

x=ťË e x=12 


Como x = 12 cai fora do intervalo [0, 8], o valor máximo de V ocorre ou no ponto crítico 
X= £ ou em um dos extremos x = 0, x = 8. Substituindo em (5) esses valores, obtemos 
a Tabela 4.5.2, a qual nos diz que o maior volume possível V = 20 cm? ~ 726 cm? 
ocorre quando cortamos quadrados com o cm de lado. Isso está de acordo com o gráfi- 


co de (5) mostrado na Figura 4.5.4. < 


> Exemplo 3 A Figura 4.5.5 mostra um poço de petróleo no mar em um ponto W a 5 km 
do ponto A mais próximo de uma praia reta. O petróleo é bombeado de W até um ponto B 
na praia a 8 km de A da seguinte forma: de W até um ponto P na praia entre A e B através de 
uma tubulação colocada sob a água, e de P até B através de uma tubulação colocada ao longo 
da praia. Se o custo em dólares para colocar a tubulação for de $ 1.000.000/km sob a água e 
de $ 500.000/km por terra, onde deve estar localizado P para minimizar o custo de colocar 
a tubulação? 


Solução Sejam 
x = a distância (em km) entre A e P 
c = o custo (em milhões de dólares) para toda a tubulação 


A partir da Figura 4.5.5, o comprimento da tubulação sob a água é a distância entre W e P. 
Pelo Teorema de Pitágoras, esse comprimento é 


yx? +25 (6) 


Também a partir da Figura 4.5.5, o comprimento da tubulação em terra é a distância entre P 
e B, que é 


8—x (7) 


De (6) e (7), tem-se que o custo total c (em milhões de dólares) para a tubulação é 


c = (yx? +25) + 4(8 — x) = Vx? +25 + 4 (8 — x) (8) 
Como a distância entre A e B é de 8 km, a distância x entre A e P deve satisfazer 
0<x<8 


Reduzimos, assim, nosso problema ao de encontrar o valor (ou valores) de x no intervalo [0, 8] 
com o(s) qual(is) c atinge um mínimo. Como c é uma função contínua de x no intervalo fecha- 
do [0, 8], podemos usar os métodos desenvolvidos na seção anterior para encontrar o mínimo. 
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DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um CAS, use- 
-o para verificar os cálculos no Exem- 
plo 3. Especificamente, diferencie c 
em relação a x, resolva a equação 
dc/dx = 0 e execute todos os cálcu- 
los numéricos. 


10-h 
| 10 dm 
| 


(b) 
Figura 4.5.6 


A partir de (8), obtemos 
dc x 1 
dx  Jx2+25 2 


Equacionando dc/dx = 0 e resolvendo em x, obtemos 


x 1 
=== e (9) 
Vx2+25 2 
1 
x? = ge +25) 
5 
XE E 


O número —5/«/3 não é uma solução de (9) e deve ser descartado, restando x = 5/ "/3 como 
único ponto crítico. Como esse ponto está no intervalo [0, 8], o mínimo deve ocorrer em um 
dos pontos 


x=0, 1x=5//3, x=8 


Substituindo esses valores em (8), teremos a Tabela 4.5.3, que nos diz que o menor custo 
possível da tubulação é, aproximadamente, c = $ 8.330.127, e isso ocorre quando o ponto P 
estiver localizado a uma distância de 5/ V3 = 2,89 km de A. <4 


Tabela 4.5.3 


xlo T 8 


c DER (4- E) = 8,330127 | V89 = 9,433981 


> Exemplo 4 Encontre o raio e a altura do cilindro circular reto de maior volume que pode 
ser inscrito em um cone circular reto com 10 dm de altura e 6 dm de raio (Figura 4.5.6). 


Solução Sejam 
r = raio do cilindro (em dm) 
h = altura do cilindro (em dm) 
V = volume do cilindro (em dm”) 
A fórmula para o volume do cilindro inscrito é 
V=xrh (10) 


Para eliminar uma das variáveis em (10), precisamos de uma relação entre r e h. Usando se- 
melhança de triângulos (Figura 4.5.6b), obtemos 


10-h 10 5 
= ou h=10-5 (11) 


r 


Substituindo-se (11) em (10), obtemos 


5 5 
V=nr (10 5") = 1077? uid (12) 


que expressa V só em termos de r. Como r representa um raio, e este não pode ser negativo, e 
como o raio do cilindro inscrito não pode exceder o raio do cone, a variável r deve satisfazer 


0O<r<6 


Tabela 4.5.4 
0 4 
160 
0 3 T 


Capítulo 4 / A derivada em gráficos e aplicações 279 


Assim, reduzimos o problema a encontrar o valor (ou valores) de r em [0, 6] com o(s) qual (is) 
(12) é um máximo. Como V é uma função contínua de r em [0, 6], podemos aplicar os méto- 
dos desenvolvidos na seção precedente. 

A partir de (12), obtemos 


dV 


= 207r — Sur? = 5nr (4 — r) 
dr 


Equacionando dV/dr = 0, obtemos 
Sar(4 — r) = 


e, portanto, r = 0 e r = 4 são os pontos críticos. Como esses pontos estão no intervalo [0, 6], 
o máximo deve ocorrer em um dos pontos 


r=0, r=4, r=6 


Substituindo esses valores em (12), obtemos a Tabela 4.5.4, que nos diz que o volume máxi- 


moV = 10 a: 168 dm? ocorre quando o cilindro inscrito tiver raio de 4 dm. Quando r = 4, 


tem-se, a partir de (11), que h = = . Assim, o cilindro inscrito com o maior volume tem raio 
r=4 dm e altura h = = dm. a 


E PROBLEMAS ENVOLVENDO INTERVALOS QUE NÃO SÃO FINITOS E 
FECHADOS 


> Exemplo 5 Uma lata cilíndrica fechada deve conter 1 litro (1.000 cm”) de líquido. 
Como poderíamos escolher a altura e o raio para minimizar a quantidade de material usado 
na confecção da lata? 


Solução Sejam 
h = altura da lata (em cm) 
r = raio da lata (em cm) 
S = área da superfície da lata (em cm?) 


Supondo não haver perda nem superposição, a quantidade de material necessária para a 
confecção será igual à área da superfície da lata. Como a lata consiste em dois discos cir- 
culares de raio r e uma folha retangular com dimensões h por 27xr (Figura 4.5.7), a área da 
superfície será 


S=2nr + 2xrh (13) 


Como S depende de duas variáveis, r e h, vamos procurar por alguma condição no proble- 
ma que permita expressar uma delas em termos da outra. Para isso, observe que o volume 


je a 
VI a A m) 


| = | 


Área 2rr? Área 27rrh 


Figura 4.5.7 
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2.500 


2.000 
1.500 


1.000 


500 F 


Figura 4.5.8 


No Exemplo 5, a área de superfície 
S não tem máximo absoluto, pois $ 
cresce sem cota quando o raio rtende 
a O (Figura 4.5.8). Assim, se tivésse- 
mos perguntado pela lata que maximi- 
zasse a quantidade de material usado 
em sua confecção, não haveria solu- 
ção do problema. Os problemas de 
otimização sem solução são chama- 
dos de problemas mal-condicionados. 


da lata é de 1.000 cm?; assim, a partir da fórmula V = xr?h para o volume do cilindro, 
tem-se que 


1000 
ar? 


1000 =xr?h ou h= (14-15) 


Substituindo (15) em (13), obtemos 


S=2nr? 


2000 
+— (16) 


Assim, reduzimos o problema a encontrar um valor de r no intervalo (0, +%) com o qual S é 
mínimo. Como S é uma função contínua de r no intervalo (0, 4%) e 


2000 2000 
lim (2x + ) =+% e lim (om 4 ) = +o 


r>0+ r Pos r 


a análise da Tabela 4.4.3 implica S ter um mínimo no intervalo (0, 4%). Como esse mínimo 
deve ocorrer em um ponto crítico, calculamos 


dS 2000 
= 4rnr 
dr r2 (17) 
Equacionando dS/dr = 0, obtemos 
10 
p= x 5,4 (18) 


2x E 
Como (18) é o único ponto crítico no intervalo (0, +%), esse valor de r dá lugar ao valor mí- 
nimo de S. A partir de (15), o valor de h correspondente a esse r é 
1000 20 
h == 3 = 3 = 2r 
x(10//27)2  Y2r 


Não é acidental nesse problema que o mínimo ocorra quando a altura da lata é igual ao diã- 
metro de sua base (Exercício 29). 


Segunda solução A conclusão de que um mínimo ocorre no valor de r em (18) pode ser 
deduzida do Teorema 4.4.4 e do teste da derivada segunda, observando que 
d2s 4000 
— 4 | 


dr? r? 


P “e 2 E 3 è . 245 
é positiva se r > 0, e logo é positiva se r = 10/27. Isso implica que, no ponto crítico 
r= 10/ o 2x, ocorre um mínimo relativo e, portanto, um mínimo absoluto. 


Terceira solução Uma maneira alternativa de justificar que o ponto crítico r = 10/ 42x 
corresponde a um mínimo de S é olhar para o gráfico de S versus r (Figura 4.5.8). < 


> Exemplo 6 Encontre um ponto na curva y = x? que esteja mais próximo do ponto (18, 0). 


Solução A distância L entre (18, 0) e um ponto (x, y) arbitrário na curva y = x° (Figura 
4.5.9) é dada por 


L=v(x-182+(0-02 


2 


Como (x, y) está na curva, x e y satisfazem y = x^; assim, 


L=Ẹ4 (x — 18) + xt (19) 


Como não há restrições sobre x, o problema se reduz a encontrar um valor de x em (— 20, +00) 
com o qual (19) é mínima. A distância L e seu quadrado Z? são minimizados no mesmo ponto 
(veja o Exercício 68). Assim, o valor mínimo de L em (19) e o valor mínimo de 


S=Ľ =(x— 18} +x (20) 


Figura 4.5.9 
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ocorrem no mesmo valor de x. 
A partir de (20), 


dS 3 E 
Jy = 20 — 18) + 4x? = 4x? 42x — 36 (21) 
X 


logo, os pontos críticos satisfazem 4x* + 2x — 36 = 0 ou, de forma equivalente, 
2x2 +x— 18=0 (22) 


Para resolver a equação acima, começamos verificando os divisores de — 18 para ver se o po- 
linômio à esquerda tem alguma raiz inteira (ver Apêndice C). Os divisores são +1, +2, +3, 
6, +9 e +18. Uma verificação desses valores mostra que x = 2 é uma raiz, logo x — 2 é 
um fator desse polinômio. Após dividir o polinômio por esse fator, podemos reescrever (22) 
como 


(x — 22x + 4x +9) =0 
Assim, as soluções restantes de (22) satisfazem a equação quadrática 
2x +4x+9=0 


Contudo, essa equação não tem soluções reais (use a fórmula quadrática), de modo que x = 2 
é o único ponto crítico de S. Para determinar a natureza desse ponto crítico, vamos usar o teste 
da derivada segunda. A partir de (21), 

as 2 os 

-7 = 12x +2, logo EET =50>0 

dx dx“ | 
o que mostra que em x = 2 ocorre um mínimo relativo. Uma vez que x = 2 é o único extremo 
relativo para L, tem-se, a partir do Teorema 4.4.4, que em x = 2 também ocorre um valor mí- 
nimo absoluto de L. Assim, o ponto sobre a curva y = x° mais próximo de (18, 0) é 


(1,3) = (1,2) = (2,4) «4 


E UMA APLICAÇÃO À ECONOMIA 
Três funções de importância para um economista ou um industrial são: 


C(x) = custo total da produção de x unidades de um produto durante certo período de 
tempo 

R(x) = receita total da venda de x unidades do produto durante o período de tempo 

P(x) = lucro total obtido na venda de x unidades do produto durante o período de 
tempo 


Elas são denominadas, respectivamente, função custo, função receita e função lucro. Se 
todas as unidades produzidas forem vendidas, elas estarão relacionadas por 


PE = RE — CE) 


[lucro] = [receita] — [custo] (23) 
O custo total C (x) da produção de x unidades pode ser expresso como uma soma 
C(x) = a + M(x) (24) 


onde a é uma constante denominada despesas gerais e M(x) é uma função representando o 
custo de manufatura. As despesas gerais, as quais incluem custos fixos como aluguel e se- 
guro, não dependem de x; devem ser pagas mesmo que não haja produção. Por outro lado, o 
custo de manufatura M(x), o qual inclui itens como custo do material e do trabalho, depende 
do número de artigos manufaturados. Mostra-se em Economia que, com hipóteses simplifica- 
doras adequadas, M(x) pode ser expresso na forma 


M(x) = bx + cx? 
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Jim Karageorge/Getty Images 

O lucro de uma empresa farmacêu- 
tica é uma função da quantidade de 
unidades produzidas. 


onde b e c são constantes. Substituindo isso em (24), obtemos 
C(x) =a + bx + cê (25) 
Se uma indústria puder vender todos os artigos produzidos por p dólares cada, então sua 
receita total R(x) (em dólares) será 
R(x) = px (26) 
e seu lucro total P(x) (em dólares) será 
P (x) = [receita total] — [custo total] = R()— C Œ) = px — C (x) 
Assim, se a função custo for dada por (25), 
P(x) = px — (a + bx + cx?) (27) 


Dependendo de fatores como número de empregados, maquinário disponível, condições eco- 
nômicas e concorrência, há uma limitação superior / no número de artigos que um fabricante 
é capaz de produzir e vender. Desse modo, durante um período de tempo fixo, a variável x em 
(27) irá satisfazer 


0O<x<l 


Ao determinar o valor (ou valores) de x em [0, /] que maximiza(m) (27), a firma pode deter- 
minar quantas unidades de seu produto devem ser fabricadas e vendidas para obter o maior 
lucro. Isso está ilustrado no exemplo numérico a seguir. 


> Exemplo 7 Uma forma líquida de penicilina fabricada por uma firma farmacêutica é 
vendida a granel a um preço de $200 por unidade. Se o custo total de produção (em dólares) 
para x unidades for 

Cx) = 500.000 + 80x + 0,003x? 


e se a capacidade de produção da firma for de, no máximo, 30.000 unidades em um tempo 
especificado, quantas unidades de penicilina devem ser fabricadas e vendidas naquele tempo 
para maximizar o lucro? 


Solução Como a receita total da venda de x unidades é R(x) = 200x, o lucro P(x) sobre x 
unidades será 
P(x) = R(x) — C(x) = 200x — (500.000 + 80x + 0,003x?) (28) 
Como a capacidade de produção é de, no máximo, 30.000 unidades, x deve estar no intervalo 
[0, 30.000]. A partir de (28), 
dP 


no 200 — (80 + 0,006x) = 120 — 0,006x 
x 


Equacionando dP/dx = 0, obtemos 


120 — 0,006x = O ou x = 20.000 


Como esse ponto crítico está no intervalo [0, 30.000], o lucro máximo deve ocorrer em um 
dos pontos 
=> 0, x = 20.000 ou x = 30.000 


Substituindo esses valores em (28), obtemos a Tabela 4.5.5, que mostra que o lucro máximo 
P = $700.000 ocorre quando x = 20.000 unidades forem fabricadas e vendidas no tempo 
especificado. < 


Tabela 4.5.5 


X 0 20.000 30.000 


P(x) | -500.000 | 700.000 | 400.000 
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E ANÁLISE MARGINAL 

Os economistas chamam P'(x), R'(x) e C'(x) de lucro marginal, receita marginal e custo 
marginal, respectivamente, e interpretam essas quantidades como o lucro, a receita e os cus- 
tos adicionais que resultam da produção e da venda de uma unidade adicional do produto, 
quando o nível de produção e de vendas deste é de x unidades. Essas interpretações seguem 
da aproximação linear local das funções lucro, receita e custo. Por exemplo, tem-se a partir da 
Fórmula (2), da Seção 3.5, que, quando os níveis de produção e de vendas são de x unidades, 
a aproximação linear local da função lucro é 


P(x + Ax) = P(x) + P'(x)Ax 
Assim, se Ax = 1 (uma unidade adicional produzida e vendida), essa fórmula implica que 
P(x + 1) ~ PG) + P'(x) 


e, portanto, o acréscimo no lucro, resultante da produção e da venda de uma unidade adicio- 
nal, pode ser aproximado por 


P(x + 1) — Pœ) ~ P' (x) 
Analogamente, R(x + 1) — R(x) = R'(x) e Cx + 1) — Cx) ~ C' (x). 


E UM PRINCÍPIO BÁSICO DE ECONOMIA 

Tem-se, a partir de (23), que P'(x) = 0 tem as mesmas soluções que C'(x) = R'(x), o que im- 
plica que o lucro máximo deve ocorrer nos pontos em que a receita marginal é igual ao custo 
marginal; isto é: 


O lucro máximo ocorre em um ponto no qual o custo de fabricação e de venda de uma 
unidade adicional de um produto é aproximadamente igual à receita gerada por uma uni- 
dade adicional. 


No Exemplo 7, o lucro máximo ocorre com x = 20.000 unidades. Observe que 


C(20.001) — €(20.000) = $200,003 e R(20.001) — R(20.000) = $200, 


o que é consistente com esse princípio básico de Economia. 


Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.5 (Ver página 288 para respostas.) 


1. Um número positivo x é somado com seu recíproco. O me- de reta de (0, 4) a (3, 0). A maior área possível do retângulo é 
nor valor possível dessa soma é obtido minimizando f(x) = obtida maximizando A(x) = com x no intervalo 
com x no intervalo 


2. Dois números não negativos x e y têm uma soma igual a 10. O 4. Uma caixinha aberta no topo é construída com uma cartoli- 
maior produto possível desses dois números é obtido maximi- na medindo 20 por 32 centímetros cortando-se fora quadra- 
zando f(x) = com x no intervalo i dos iguais de lado medindo x centímetros dos quatro cantos e 

a E ' aa dobrando-se os lados. O maior volume possível da caixinha é 

3. Um retângulo no plano xy tem um vértice na origem, um vérti- f dada : 

5 á : gia obtido maximizando V(x) = com x no intervalo 
ce adjacente no ponto (x, 0) e um terceiro vértice no segmento 
EXERCÍCIOS 4.5 

1. Encontre um número no intervalo [5. 5] tal que a soma do nú- 2. Como escolher dois números não negativos tais que sua soma 
mero com seu recíproco seja seja 1 e a soma de seus quadrados seja 
(a) a menor possível (a) a maior possível? 


(b) a maior possível (b) a menor possível? 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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Um campo retangular está limitado por uma cerca em três de 
seus lados e por um córrego reto no quarto lado. Encontre as 
dimensões do campo com área máxima que pode ser cercado 
com 1.000 m de cerca. 


Um campo deve ter o formato de um triângulo retângulo, 
com a hipotenusa ao longo de um rio reto e uma cerca de- 
limitando os dois catetos do campo. Encontre as dimensões 
do campo de maior área que pode ser cercado com 1.000 m 
lineares de cerca. 


Um terreno retangular deve ser cercado de duas formas. Dois 
lados opostos devem receber uma cerca reforçada que custa $3 
o metro, enquanto os dois lados restantes recebem uma cerca 
padrão de $2 o metro. Quais são as dimensões do terreno de 
maior área que pode ser cercado com $6.000? 


Um retângulo deve ser inscrito em um triângulo retângulo com 
lados de comprimento 6, 8 e 10 cm. Encontre as dimensões do 
retângulo com a maior área, supondo que ele está posicionado 
conforme a Figura Ex-6. 


Resolva o Exercício 6 supondo o retângulo posicionado confor- 
me a Figura Ex-7. 


10 cm 10 cm 


6 cm 6 cm 


Figura Ex-6 Figura Ex-7 


Um retângulo tem dois cantos inferiores no eixo x e dois cantos 
superiores na curva y = 16 — x°. Dentre todos esses retângulos, 
quais as dimensões daquele que tem maior área? 


Encontre as dimensões do retângulo com área máxima que 
pode ser inscrito em um círculo com raio de 10 cm. 


Encontre o ponto P do primeiro quadrante que pertença à curva 
E) A . 

y = x“ tal que um retângulo com lados nos eixos coordenados 

e um vértice em P tenha o menor perímetro possível. 


Uma área retangular com 288 m? deve ser cercada. Em dois 
lados opostos, será usada uma cerca que custa $1 o metro e, nos 
lados restantes, uma cerca que custa $2 o metro. Encontre as 
dimensões do retângulo com o menor custo. 


Mostre que, dentre todos os retângulos com perímetro p, o qua- 
drado é o que tem área máxima. 


Mostre que, dentre todos os retângulos com área 4, o quadrado 
tem o perímetro mínimo. 


Um fio com 12 cm pode ser curvado formando um círculo, do- 
brado formando um quadrado ou cortado em duas partes for- 
mando um círculo e um quadrado. Quanto do fio deve ser usa- 
do no círculo para que a área total englobada pela(s) figura(s) 
seja: 


(a) máxima? (b) mínima? 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Um retângulo R no plano tem vértices em (+8, +12), e um 
quadrado S no plano tem seus lados paralelos aos eixos coor- 
denados, mede 100 por 100 e tem seu canto inferior esquerdo 
na reta y = —3x. Qual é a maior área possível de uma região no 
plano que esteja contida em ambos, R e S? 


Resolva o problema do Exercício 15 se $ for um quadrado 16 
por 16. 


Resolva o problema do Exercício 15 se o canto inferior esquer- 
do de S estiver na reta y = —6x. 


Um cartão retangular deve conter 42 centímetros quadrados de 
área impressa. As margens no topo, na base e de um dos lados 
do cartão devem medir 1 cm e a margem do outro lado deve 
medir 2 cm. Quais devem ser as dimensões de um cartão desses 
que tenha a menor área? 


Uma caixa de base quadrada é mais alta do que larga. Para po- 
der mandá-la pelo correio dos EUA, sua altura e o perímetro 
da base devem somar não mais do que 108 polegadas. Qual é o 
volume máximo dessa caixa? 


Uma caixa de base quadrada é mais larga do que alta. Para po- 
der mandá-la pelo correio dos EUA, sua largura e o perímetro 
de um dos lados (não quadrado) devem somar não mais do que 
108 polegadas. Qual é o volume máximo dessa caixa? 


Uma caixa aberta deve ser feita com uma folha de metal de 3 
por 8 cm, cortando-se quadrados iguais dos quatro cantos e do- 
brando-se os lados. Encontre o volume máximo que uma caixa 
dessas pode ter. 


Um recipiente em forma de paralelepípedo com base quadrada 
deve ter um volume de 2.250 cmº. O material para a base e a 
tampa do recipiente custa $2 por cm? e o dos lados, $3 por cm?. 


Encontre as dimensões do recipiente de menor custo. 


Um recipiente com a forma de um paralelepípedo com base 
quadrada deve ter um volume de 2.000 cm. O custo da base e 
da tampa é o dobro do custo dos lados. Encontre as dimensões 
do recipiente de menor custo. 


Um recipiente de base quadrada, lados verticais e aberto em 
cima deve ser feito de 90 m? de material. Encontre as dimen- 
sões do recipiente com o maior volume. 


Um recipiente em forma de paralelepípedo tem dois lados 
quadrados e é aberto em cima. Se o volume for V unidades 
cúbicas, encontre as dimensões do recipiente com a área de 
superfície mínima. 


A janela de uma igreja consiste em um retângulo com semi- 
círculo em cima e deve ter um perímetro p. Encontre o raio do 
semicírculo para que a área da janela seja máxima. 


Encontre as dimensões de um cilindro circular reto com o 
maior volume que pode ser inscrito em uma esfera de raio R. 


Encontre as dimensões de um cilindro circular reto com a 
maior área de superfície que pode ser inscrito em uma esfera 
de raio R. 


Uma lata cilíndrica fechada deve ter um volume de V unidades 
cúbicas. Mostre que uma lata com área superficial mínima é 
obtida quando a altura for igual ao diâmetro da base. 
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Uma lata cilíndrica fechada deve ter uma área superficial de S 
unidades quadradas. Mostre que uma lata com volume máximo 
é obtida quando a altura for igual ao diâmetro da base. 


Uma lata cilíndrica aberta em cima deve conter 500 cm? de Ií- 
quido. Encontre a altura e o raio que minimizam a quantidade 
de material necessário para confeccioná-la. 


Uma lata de sopa com forma de cilindro circular reto, raio r e 
altura h deve ter um volume V. A tampa e a base são cortadas 
de quadrados, conforme a Figura Ex-32 a seguir. Se os cantos 
sombreados forem os únicos refugos, encontre a razão r/h para 
a lata que requer menos material (incluindo o refugo). 


Uma armação em arame consiste em dois quadrados idênticos, 
cujos vértices estão ligados por quatro fios retos de mesmo 
comprimento (Figura Ex-33 a seguir). Se a armação for feita 
com um único fio de arame de comprimento L, quais devem ser 
as dimensões para obter uma caixa com o maior volume? 


ae 


Figura Ex-32 


ES 


Figura Ex-33 


Suponha que a soma das áreas das superfícies de uma esfera e 

de um cubo seja constante. 

(a) Mostre que a soma dos volumes é mínima quando o diá- 
metro da esfera for igual ao comprimento de uma aresta do 
cubo. 

(b) Quando a soma dos volumes será máxima? 


Encontre a altura e o raio de um cone com altura inclinada L 
cujo volume é o maior possível. 


Um cone é feito de uma folha circular com raio R recortando 
um setor e colando os lados que sobraram (Figura Ex-36). Qual 
é o máximo volume possível para o cone? 


BES 


Figura Ex-36 


Um copo de papel em forma de cone deve conter 100 cm? de 
água. Encontre a altura e o raio do copo que requer a menor 
quantidade de papel. 


Encontre as dimensões do triângulo isósceles de menor área 
que pode circunscrever um círculo de raio R. 


Encontre a altura e o raio de um cone circular reto com o menor 
volume que pode circunscrever uma esfera de raio R. 


Uma fazenda de gado permite 20 novilhos por 50 m? de pasto. 
O peso médio de seus novilhos no mercado é de 900 kg. Esti- 
mativas do Departamento de Agricultura (EUA) indicam que o 
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45. 
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peso médio ficará reduzido em 22,5 kg para cada novilho que 
for acrescentado nos 50 m? de pasto. Quantos novilhos devem 
ser colocados nos 50 m? para que o peso médio deles seja o 
maior possível? 


Uma companhia explora minério de níquel. Se a com- 
panhia extrair x toneladas de minério, pode vendê-lo a 
p = 225 — 0,25x dólares por tonelada. Encontre as funções 
receita e receita marginal. Qual é o nível de produção que for- 
nece a maior receita? 


Um produtor de fertilizante constata que, se produzir x unida- 
des de fertilizante, pode vender seu produto a p = 300 — 0,1x 
dólares por unidade. O custo total de produção (em dólares) de 
x unidades é 


C(x) = 15.000 + 125x + 0,025x? 


Se a capacidade de produção da empresa for de, no máximo, 
1.000 unidades de fertilizante num intervalo de tempo especifi- 
cado, quantas unidades deveriam ser manufaturadas e vendidas 
nesse intervalo de tempo para maximizar o lucro? 


(a) Uma indústria química vende ácido sulfúrico a granel a 
$100 por unidade. Se o custo de produção total diário em 
dólares para x unidades for 


C(x) = 100.000 + 50x + 0,0025xº 


e se a capacidade de produção diária for de, no máximo, 

7.000 unidades, quantas unidades de ácido sulfúrico de- 

vem ser fabricadas e vendidas diariamente para maximizar 

o lucro? 

Beneficiaria ao industrial expandir a capacidade de produ- 

ção diária? 

(c) Usando análise marginal, aproxime o efeito sobre o lucro 
causado por um aumento de 7.000 para 7.001 unidades na 
produção diária. 


(b) 


Uma firma determina que x unidades de seu produto podem ser 
vendidas diariamente a p dólares a unidade, onde 


x = 1.000 — p 
O custo de produção de x unidades diárias é 
C(x) = 3.000 + 20x 


(a) Encontre a função receita R (x). 

(b) Encontre a função lucro P (x). 

(c) Supondo que a capacidade máxima de produção é de 500 
unidades por dia, determine quantas unidades a companhia 
deve produzir e vender por dia para maximizar seu lucro. 

(d) Encontre o lucro máximo. 

(e) Qual é o preço unitário a ser cobrado para obter o lucro 
máximo? 


Em um certo processo de fabricação química, o peso diário y de 
produção defeituosa depende do peso x de toda a produção, de 
acordo com a fórmula empírica 


y = 0,01x + 0,00003x? 


onde x e y estão em quilos. Se o lucro for $100 por kg do produto 
químico sem defeito e a perda for de $20 por kg de produto quí- 
mico defeituoso produzido, quantos quilos do produto devem ser 
produzidos diariamente para maximizar o lucro diário total? 
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Um motorista de caminhão autônomo cobra de um cliente $15 
por hora dirigida, acrescido do custo do combustível. Dirigin- 
do a uma velocidade de v quilômetros por hora, o caminhão 
consegue fazer 10 — 0,07v km por litro de combustível. Se o 
combustível custa $1,50 por litro, qual é a velocidade v que 
minimiza o custo para o cliente? 


Um trapézio é inscrito em um semicírculo com raio 2, de forma 
que um lado está sobre o diâmetro (Figura Ex-47). Encontre 
a maior área possível para o trapézio. [Sugestão: Expresse os 
lados do trapézio em termos de 6.] 


Um canal de drenagem deve ser feito de tal forma que a secção 
transversal é um trapézio com os lados igualmente inclinados 
(Figura Ex-48). Se os lados e a base tiverem um comprimento 
de 5 m, como escolher o ângulo 0 (0 < 6 < 7/2), de forma que 
a área da secção transversal do canal seja máxima? 


Figura Ex-47 


Figura Ex-48 


Uma lâmpada é suspensa acima do centro de uma mesa circular 
de raio r. A que altura acima da mesa ela deve ser colocada para 
se obter o máximo de iluminação na borda da mesa? [Suponha 
que a iluminação 1 seja diretamente proporcional ao cosseno do 
ângulo de incidência & dos raios de luz e inversamente propor- 
cional ao quadrado da distância / da fonte de luz (Figura Ex-49).] 


Uma prancha é usada para escorar um muro e deve passar por 
cima de uma cerca de 8 pés de altura e a 1 pé do muro (Figura 
Ex-50). Qual é o comprimento da menor escora que pode ser 
usada? [Sugestão: Expresse o comprimento da escora em ter- 
mos do ângulo 6 mostrado na figura]. 


Fonte 
de luz 


1 pé —> pas 


Figura Ex-49 Figura Ex-50 


Duas partículas A e B estão em movimento no plano xy. Suas 
coordenadas em cada instante do tempo + (t > 0) são dadas por 
xa = í, ya = 2t, xg = l — t e yg = t. Encontre a distância míni- 
ma entre A e B. 


Siga as instruções do Exercício 51, com x, = t, yA= l, xg = 2t 
e yg = 2. 


Encontre as coordenadas do ponto P na curva 


1 
y=5 @&=>0) 
x 
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de modo que o segmento da reta tangente em P, determinado 
pelos eixos coordenados, tenha o menor comprimento. 


Encontre a coordenada x do ponto P na parábola 
y=1-X(0<x< 1) 


de modo que o triângulo formado pela reta tangente em P e os 
eixos coordenados tenha a menor área. 


Onde, na curva y = (1 + x?)1, a reta tangente tem a maior in- 
clinação? 


Suponha que o número de bactérias em uma cultura no instante 

t seja dado por N = 5.000(25 + te !/20), 

(a) Encontre o maior e o menor número de bactérias no inter- 
valo de tempo 0 < t < 100. 

(b) Em que momento, no intervalo de tempo de (a), o número 
de bactérias decresce mais rapidamente? 


O contorno da Lagoa Circular é um círculo com diâmetro de 
2 km. A rotina de treinamento de Camila começa num ponto E 
do lado leste da lagoa. Ela corre ao longo da margem pelo norte 
até um ponto P a partir do qual ela nada em linha reta a distância 
(se houver) de P até o ponto W diametralmente oposto a E. (Fi- 
gura Ex-57). Se Camila correr a 8 km/h e nadar a 2 km/h, qual 
a distância que ela deveria correr para terminar esse percurso 
(a) no menor tempo possível? 

(b) no maior tempo possível? 


Um homem está sentado em um barco a 1 km da margem (reta) 
de um lago. Uma cidade está localizada nessa margem a 1 km 
do ponto da margem do lago que está mais próximo do ho- 
mem. Ele pretende remar em linha reta até um ponto P na mar- 
gem oposta e depois caminhar o restante ao longo da margem 
(Figura Ex-58). Para que ponto ele deve remar a fim de chegar 
a seu destino no menor tempo se ele 

(a) pode andar a 8 km/h e remar a 5 km/h? 

(b) pode andar a 8 km/h e remar a 6 km/h? 


[1 km— Cidade 


Sm 


Figura Ex-57 Figura Ex-58 


Um cano com diâmetro desprezível deve ser carregado ho- 
rizontalmente em torno de um canto ligando duas passagens 
com 2,40 m e 1,20 m de largura (Figura Ex-59). Qual é o com- 
primento máximo que o cano pode ter? 

Fonte: Uma discussão interessante desse problema, na qual o diâmetro do 


cano não é desprezível, foi feita por Norman Miller no American Mathema- 
tical Monthly, Vol. 56, 1949, p. 177-179. 


Uma barreira de concreto cuja seção transversal é um triângu- 
lo isósceles acompanha um muro a uma distância de 1 metro 
em um terreno plano. A altura da barreira é de 3 m e a base 
da seção transversal mede 8 m. Um cano de diâmetro des- 


prezível apoiado na barreira tem uma ponta no chão e a outra 
no muro (Figura Ex-60). Qual é o comprimento mínimo que 
pode ter esse cano? 


2,40 m 


k— 8 mel 


— Im 


1,20 m 


— 


Figura Ex-59 Figura Ex-60 


61. Suponha que a intensidade de uma fonte pontual de luz seja di- 
retamente proporcional à potência da fonte e inversamente pro- 
porcional à distância da fonte. Dois pontos de luz com potências 
Se 8S estão separados por uma distância de 90 cm. Onde, no 
segmento de reta entre as duas fontes, a intensidade é mínima? 


62. Dados os pontos A(2, 1) e B(5, 4), encontre o ponto P do inter- 
valo [2, 5] do eixo x que maximize o ângulo APB. 


63. A beirada inferior de um quadro de 10 pés de altura em expo- 
sição está 2 pés acima do nível dos olhos de um observador. 
Supondo que a melhor visão é obtida quando é máximo o ân- 
gulo subentendido pelo quadro no olho do observador, a qual 
distância do quadro este deveria ficar? 


ENFOCANDO CONCEITOS 


64. O Princípio de Fermat (biografia à página 275) na óptica 
afirma que a luz, viajando de um ponto para outro, segue 
aquele caminho para o qual o tempo total no percurso é mí- 
nimo. Em um meio uniforme, os caminhos de “tempo míni- 
mo” e de “menor distância” vêm a ser iguais; assim, a luz, 
se não obstruída, viaja em linha reta. Suponha que tenhamos 
uma fonte de luz, um espelho plano e um observador em 
um meio uniforme. Se um raio de luz deixa a fonte, bate em 
um espelho e vai até o observador, então sua trajetória con- 
siste em dois segmentos de reta, conforme mostra a Figura 
Ex-64. De acordo com o princípio de Fermat, a trajetória é 
tal que o tempo £ gasto no percurso é mínimo ou, como o 
meio é uniforme, a trajetória será tal que a distância total 
percorrida de A a P a B será a menor possível. Supondo que 
o mínimo ocorre quando dt/dx = 0, mostre que o raio de luz 
irá atingir o espelho em um ponto P tal que o “ângulo de 
incidência” 0, será igual ao “ângulo de reflexão” 02. 


E o g Figura Ex-64 


Capítulo 4 / A derivada em gráficos e aplicações 287 


65. 


66. 


67. 


O princípio de Fermat (Exercício 64) também explica por 
que um raio de luz que passa entre ar e água se inclina (re- 
fração). Imagine dois meios uniformes (como água e ar) e 
um raio de luz viajando de uma fonte A em um meio para 
um observador B em outro meio (Figura Ex-65). Sabe-se 
que a luz viaja a uma velocidade constante em um meio 
uniforme, porém mais vagarosamente em um meio mais 
denso (como a água) do que em um menos denso (como o 
ar). Consequentemente, o percurso de menor tempo entre A 
e B não é necessariamente uma reta, mas uma reta quebrada 
de A para P e para B, permitindo que a luz leve vantagem 
de sua maior velocidade no meio menos denso. A Lei de 
Refração de Snell (biografia na página 288) afirma que a 
trajetória do raio de luz é tal que 


sen 01 sen 0, 


vi v2 


onde v; é a velocidade da luz no primeiro meio, v2, no se- 
gundo e 0; e 6, são os ângulos mostrados na Figura Ex-65. 
Mostre que isso segue da hipótese de que o caminho de 
tempo mínimo ocorre quando dt/dx = 0. 


Um fazendeiro deseja caminhar a uma taxa constante de 
seu estábulo até um rio reto, encher um balde e levar para 
casa no menor tempo. 

(a) Explique como esse problema se relaciona com o prin- 
cípio de Fermat e o problema da reflexão da luz do 
Exercício 64. 

(b) Use o resultado do Exercício 64 para descrever geome- 
tricamente qual o melhor caminho para o fazendeiro 
seguir. 

(c) Use a parte (b) para determinar onde o fazendeiro de- 
verá encher o balde se a casa e o estábulo estiverem 
localizados como na Figura Ex-66. 


(Fonte) Meio 1 


«1 km 
Estábulo, 


[>> >>> 


Meio 2 (Obscmadora 


Figura Ex-65 Figura Ex-66 


Se uma quantidade física desconhecida é medida n vezes, 
as medidas xı, X2,..., Xn muitas vezes variam, dependendo de 
fatores incontroláveis, como temperatura, pressão atmosfé- 
rica, etc. Assim, um cientista muitas vezes se depara com o 
problema de obter, a partir de n medidas observadas distin- 
tas, uma estimativa x de uma quantidade desconhecida x. 
Um método de obter tal estimativa está baseado no princí- 
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pio dos mínimos quadrados, que estabelece que a estimati- 68. Prove: Se f(x) > O em um intervalo e se f(x) tiver um va- 
va x deve ser escolhida de forma a minimizar lor máximo nesse intervalo em xo, então a função y f(x) 


s= +E ++ — 


que é a soma dos quadrados dos desvios entre a estimativa x função crescente no intervalo [0, +).] 

; ; 
e os valores medidos. Mostre que a estimativa resultante do 
princípio dos mínimos quadrados é 


também tem um valor máximo em xo. Analogamente para 
valores mínimos. [Sugestão: Use o fato de que ,/x é uma 


i= La +x +: + Xn) 69. Texto Discuta a importância de encontrar, em problemas de 


máximos e mínimos aplicados, os intervalos de valores possí- 


isto é, x é a média aritmética dos valores observados. veis impostos nas variáveis por restrições físicas. 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.5 


1 


1. x+-:(0,+0) 2. x(10— x); [0,10] 3 x (—$x +4) = — $x? + 4x; [0,3] 
xX 
4. x(20 — 2x)(32 — 2x) = 4x? — 104x? + 640x; [0, 10] 


4.6 MOVIMENTO RETILÍNEO 


A partícula 
está no 
lado positivo 
da origem 


lado negativo 
da origem 


Curva posição versus tempo 


Figura 4.6.1 


Nesta seção, continuaremos o estudo do movimento retilíneo iniciado na Seção 2.1. 
Definiremos matematicamente a noção de “aceleração” e mostraremos como utilizar as 
ferramentas do Cálculo, desenvolvidas anteriormente neste capítulo, para analisar mais 
profundamente o movimento retilíneo. 


E REVISÃO DE TERMINOLOGIA 


Conforme vimos na Seção 2.1, uma partícula que pode se mover em qualquer sentido ao longo 
de uma reta coordenada é dita em movimento retilíneo. A reta pode ser um eixo x, um eixo 
y ou qualquer reta coordenada inclinada. Em discussões gerais, utilizaremos um eixo s como 
a reta do movimento. Vamos supor que foram escolhidas unidades para medir a distância e o 
tempo e que iniciamos a observação do movimento no instante t = 0. Quando a partícula se 
move ao longo do eixo s, sua coordenada s é alguma função do tempo, digamos s = s (t). Di- 
zemos que s(t) é a função posição da partícula” e que o gráfico de s versus t é a curva posição 
versus tempo. Se a coordenada de uma partícula no instante t; for s(t,) e a coordenada em um 
tempo h posterior for s(t,), então s(t2) — s(t,) será denominado deslocamento da partícula no 
intervalo de tempo [t,, t2]. O deslocamento descreve a variação na posição da partícula. 

A Figura 4.6.1 mostra uma curva posição versus tempo típica para uma partícula em 
movimento retilíneo. Podemos observar, a partir do gráfico, que a coordenada da partícula no 
instante t = O é so e deduzir, a partir do sinal de s, quando a partícula está do lado negativo ou 
positivo da origem durante sua trajetória ao longo da reta coordenada. 


Willebrord van Roijen Snell (1591-1626) Matemático holan- | retamente pensada como sendo 0,/v; = 05/v,. A Lei de Snell 
dês. Snell sucedeu a seu pai no posto de professor de Matemá- foi publicada por Descartes em 1638, sem dar o devido crédito 
tica na Universidade de Leiden em 1613 e é mais famoso pelo a Snell. Ele também descobriu um método de determinação de 
resultado sobre refração da luz que leva seu nome. Embora o distâncias por triangulação que deu início à técnica moderna de 
fenômeno tenha sido estudado desde a Grécia antiga com o as- confecção de mapas. 

trônomo Ptolomeu, até o trabalho de Snell a relação era incor- 


* Ao escrever s = s(t) em vez da expressão mais familiar s = f (t), estamos usando a letra s tanto para a variável dependente quanto 
para o nome da função, o que vem a ser prática comum na Engenharia e na Física. 


Para distinguir a velocidade instantã- 
nea da velocidade média, um nome 
mais adequado para v(t) seria fun- 
ção velocidade instantânea. Contu- 
do, vamos seguir a prática comum de 
chamá-la de “função velocidade”, dei- 
xando subentendido que ela descreve 
a velocidade instantânea. 
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> Exemplo 1 A Figura 4.6.2a mostra a curva posição versus tempo para uma partícula em 
movimento em um eixo s. Descreva em palavras como varia a posição da partícula em relação 
ao tempo. 


Solução A partícula está na posição s = —3 no instante t = 0. Ela se move no sentido posi- 
tivo até o instante t = 4, já que s está crescendo. No instante t = 4, a partícula está na posição 
s = 3. Nesse instante, a partícula troca de sentido de movimento e se move no sentido nega- 
tivo até o instante t = 7, pois s é decrescente. No instante t = 7, a partícula está na posição 
t = —l1; dali em diante, ela permanece estacionada, pois s é constante para t > 7. Isso está 
ilustrado esquematicamente na Figura 4.6.2b. «4 


012345678 910 
(a) (b) 
Figura 4.6.2 


E VELOCIDADE E VELOCIDADE ESCALAR 

Conforme vimos na Fórmula (5) da Seção 2.1 e na Fórmula (4) da Seção 2.2, a velocidade 
instantânea de uma partícula em movimento retilíneo é a derivada da função posição. Assim, 
se s(t) for a função posição de uma partícula em movimento retilíneo, então definimos a fun- 
ção velocidade v(t) da partícula por 


; ds 
dt a) 

O sinal da velocidade diz o sentido do movimento: um valor positivo de v(t) significa 
que s está crescendo com o tempo, de modo que a partícula se move no sentido positivo, e um 
valor negativo de v(t) significa que s está decrescendo com o tempo, de modo que a partícula 
se move no sentido negativo. Se v(t) = 0, então a partícula está momentaneamente parada. 

Para uma partícula em movimento retilíneo, é importante distinguir entre sua velocida- 
de, que descreve quão rápido e em qual sentido a partícula se move, e sua velocidade escalar, 
que descreve somente quão rápido a partícula se move. Essa distinção é feita definindo a 
velocidade escalar como o valor absoluto da velocidade. Assim, uma partícula com veloci- 
dade de 2 m/s tem uma velocidade escalar de 2 m/s e está se movendo no sentido positivo, 
enquanto uma partícula com velocidade de —2 m/s também tem uma velocidade escalar de 2 
m/s, mas está se movendo no sentido negativo. 

Como a velocidade escalar instantânea de uma partícula é o valor absoluto de sua velo- 
cidade instantânea, definimos sua função velocidade escalar por 


i ds 
WO = Is O| = |7 


P7 (2) 


A função rapidez, que é sempre não negativa, diz quão rápido a partícula está se movendo, 
mas não informa o sentido do movimento. 


> Exemplo 2 Seja s(t) = É — 6f a função posição de uma partícula movendo-se ao longo 
de um eixo s, onde s está em metros, enquanto t é dado em segundos. Encontre as funções ve- 
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Velocidade versus tempo 


Jul 
40 


-40 
Velocidade escalar versus tempo 


Figura 4.6.3 


Aceleração versus tempo 


Figura 4.6.4 


locidade e velocidade escalar e mostre os gráficos da posição, da velocidade e da velocidade 
escalar versus tempo. 


Solução A partir de (1) e (2), a velocidade instantânea e a velocidade escalar são dadas por 


ds 2 2 
v(t) = u” 3t — 12t e |v&)|= |3t/ — 12t| 


Os gráficos pedidos estão na Figura 4.6.3. Observe que a velocidade e a velocidade esca- 
lar têm por unidades metros por segundo (m/s), pois s está em metros (m) e o tempo, em 
segundos (s). < 


Os gráficos da Figura 4.6.3 fornecem uma importante informação visual sobre o movi- 
mento da partícula. Por exemplo, a curva posição versus tempo nos diz que a partícula está 
do lado negativo da origem com O < t < 6, do lado positivo da origem com t > 6 e está na 
origem nos instantes t = 0 e t = 6. A curva velocidade versus tempo nos diz que a partícula 
move-se na direção negativa se O < t < 4, na direção positiva se t > 4 e está momentanea- 
mente parada nos instantes t = 0 e t = 4 (a velocidade é zero). A curva velocidade escalar 
versus tempo nos diz que a velocidade escalar da partícula é crescente com O < t < 2, decres- 
cente com 2 < t < 4 e novamente crescente com t > 4. 


E ACELERAÇÃO 

No movimento retilíneo, a taxa segundo a qual a velocidade instantânea de uma partícula 
varia em relação ao tempo é denominada aceleração instantânea ou, simplesmente, acelera- 
ção. Assim, se uma partícula em movimento retilíneo tem uma função velocidade v(t), então 
definimos a função aceleração da partícula por 


dv 
a(t) = v(t) = — 
dt (3) 
Alternativamente, podemos usar o fato de que v(t) = s'(t) para expressar a função aceleração 
em termos da função posição por 


d2s 


=S o= T a 


> Exemplo 3 Seja s(t) = É? — 6f a função posição de uma partícula movendo-se ao longo 
de um eixo s, onde s está em metros e t, em segundos. Encontre a função aceleração instantã- 
nea a(t) e mostre o gráfico da aceleração versus o tempo. 


Solução Pelo Exemplo 2, a velocidade instantânea da partícula é v(t) = 3t 2—12; logo, a 
aceleração instantânea é 


dv 
t) = — = 6t — 12 
a(t) Ji 


e a curva da aceleração versus tempo é a reta na Figura 4.6.4. Note que, nesse exemplo, a ace- 
leração tem unidades de m/s?, uma vez que v está em metros por segundo (m/s) e o tempo, 
em segundos (s). <4 


E AUMENTANDO E DIMINUINDO A VELOCIDADE 


Dizemos que uma partícula em movimento retilíneo está aumentando a velocidade se a ve- 
locidade escalar é crescente, e está diminuindo a velocidade se a velocidade escalar é decres- 


Se a(t) = 0 ao longo de um certo in- 
tervalo, o que isso implica quanto ao 
movimento da partícula durante esse 
intervalo? 
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cente. Em linguagem corrente, se um objeto está aumentando a velocidade, dizemos que está 
“acelerando” e, se estiver diminuindo a velocidade, está “desacelerando”, o que nos levaria 
a pensar que uma partícula em movimento retilíneo estará aumentando a velocidade se sua 
aceleração for positiva e diminuindo a velocidade se sua aceleração for negativa. Embora isso 
seja verdadeiro para uma partícula em movimento no sentido positivo, não é válido para uma 
partícula em movimento no sentido negativo. Isso é assim porque aceleração positiva impli- 
ca velocidade crescente, e aumentar uma velocidade negativa decresce seu valor absoluto; 
analogamente, uma aceleração negativa implica uma velocidade decrescente, e diminuir uma 
velocidade negativa aumenta seu valor absoluto. 
Essa discussão informal pode ser resumida como segue (Exercício 41): 


INTERPRETAÇÃO DO SINAL DA ACELERAÇÃO Uma partícula em movimento retilíneo está 


aumentando sua velocidade quando a velocidade e a aceleração tiverem o mesmo sinal, e 
diminuindo sua velocidade quando tiverem sinais opostos. 


> Exemplo 4 Nos Exemplos 2 e 3, encontramos as curvas velocidade versus tempo e 
aceleração versus tempo para uma partícula com função posição s(t) = t ? — 6t 2. Use essas 
curvas para determinar quando a partícula está aumentando e diminuindo sua velocidade e 
confirme se seus resultados estão consistentes com a curva da velocidade escalar versus tem- 
po obtida no Exemplo 2. 


Solução No intervalo de tempo O < t < 2, a velocidade e a aceleração são negativas; logo, 
a partícula está aumentando a velocidade. Isso está de acordo com a curva da velocidade 
escalar versus tempo, pois nesse intervalo a velocidade escalar é crescente. No intervalo 
2 < t < 4, a velocidade é negativa e a aceleração é positiva; assim, a partícula está diminuindo 
a velocidade. Isso também está de acordo com a curva velocidade escalar versus tempo, pois 
nesse intervalo a velocidade escalar é decrescente. Por fim, no intervalo t > 4, a velocidade 
e a aceleração são positivas, desse modo a partícula está aumentando a velocidade, o que de 
novo está de acordo com a curva velocidade escalar versus tempo. <4 


E ANALISANDO A CURVA POSIÇÃO VERSUS TEMPO 


A curva posição versus tempo contém todas as informações significativas sobre a posição e a 
velocidade de uma partícula em movimento retilíneo. 


e Se s(t) > 0, a partícula está no lado positivo do eixo s. 


Se s(t) < 0, a partícula está no lado negativo do eixo s. 


A inclinação da reta tangente em qualquer instante do tempo é a velocidade instantá- 
nea naquele instante. 


Quando a curva tiver inclinação positiva, a velocidade é positiva e a partícula se move 
na direção positiva. 
e Quando a curva tiver inclinação negativa, a velocidade é negativa e a partícula se move 
na direção negativa. 


Quando a curva tiver inclinação nula, a velocidade é zero e a partícula está momenta- 
neamente parada. 


Informações sobre a aceleração de uma partícula em movimento retilíneo também 
podem ser deduzidas da curva posição versus tempo, examinando sua concavidade. Por 
exemplo, sabemos que a curva posição versus tempo será côncava para cima nos intervalos 
onde s”(t) > 0 e para baixo onde s”(t) < O. No entanto, a partir de (4), sabemos que s”(t) 
é a aceleração instantânea; logo, nos intervalos onde a curva posição versus tempo for 
côncava para cima, a partícula terá aceleração positiva, e onde for côncava para baixo, a 
aceleração será negativa. 
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A Tabela 4.6.1 resume nossas observações sobre a curva posição versus tempo. 


Tabela 4.6.1 


ANÁLISE DO MOVIMENTO DE UMA PARTÍCULA 


CURVA POSIÇÃO 
VERSUS TEMPO 


CARACTERÍSTICAS DA 
CURVA EM t= fo 


COMPORTAMENTO DA PARTÍCULA 
NO INSTANTE f = fọ 


AS e sG)>0 e Partícula no lado positivo da origem 
| e Curva com inclinação e Partícula movendo-se no sentido positivo 
positiva e Velocidade decrescente 
de w £ e Curva côncava e Partícula diminuindo a velocidade 
to para baixo 
As e s) > 0 e Partícula no lado positivo da origem 
| e Curva com inclinação e Partícula movendo-se no sentido negativo 
| negativa e Velocidade decrescente 
do gp S e Curva côncava e Partícula aumentando a velocidade 
to para baixo 
AS e s()<0 e Partícula no lado negativo da origem 
e Curva com inclinação e Partícula movendo-se no sentido negativo 
n negativa e Velocidade crescente 
e Curva côncava e Partícula diminuindo velocidade 


para cima 


to t 
| 
AS 
Pás 
| 
E to 


to 


e s(t) >0 
e Curva com inclinação 
zero 


e Curva côncava 
para baixo 


Partícula no lado positivo da origem 
Partícula momentaneamente parada 
Velocidade decrescente 


-5 ERR = 
0123456738 910 


Figura 4.6.5 


> Exemplo 5 Usea curva posição versus tempo da Figura 4.6.5 para determinar quando a 
partícula do Exemplo 1 está aumentando e quando está diminuindo a velocidade. 


Solução De t= 0 at= 2, a aceleração e a velocidade são positivas; logo, a partícula está 
aumentando a velocidade. De t = 2 a t = 4, a aceleração é negativa e a velocidade, positiva; 
logo, a partícula está diminuindo a velocidade. Em t = 4, a velocidade é zero; logo, a partícu- 
la parou momentaneamente. De t = 4 a t = 6, a aceleração é negativa e a velocidade também; 
logo, a partícula está aumentando a velocidade. De t = 6 a t = 7, a aceleração é positiva e a 
velocidade é negativa; logo, a partícula está diminuindo a velocidade. Daí por diante, a velo- 
cidade é zero e, assim, a partícula parou. « 


> Exemplo 6 Suponha que s(t) = 2º — 21? + 60t + 3 seja a função posição de uma partí- 
cula movendo-se ao longo do eixo s. Analise o movimento da partícula com ż > 0. 


Solução As funções velocidade e aceleração são dadas por 


v(t) = s' (t) = 6t? — 42t + 60 = 6(t — 2) (t — 5) 
a(t) = v' (t) = 12t — 42 = 12 (t = 1) 


e Direção do movimento: A análise de sinais da função velocidade na Figura 4.6.6 mos- 
tra que a partícula está se movendo no sentido positivo ao longo do intervalo de tem- 
po 0 <t < 2, para momentaneamente no instante t = 2, move-se no sentido negativo ao 
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longo do intervalo de tempo 2 < t < 5, para momentaneamente no instante t = 5 e, daí 
em diante, segue no sentido positivo. 


0 2 5 t 
| ji li > 
++++++++0------------ O++++++++ Sinal de v(t) = 6(t-2)(t- 5) 
Sentido Sentido Sentido Sentido do movimento 
positivo negativo positivo 
Figura 4.6.6 


e Variação na velocidade escalar: A Figura 4.6.7 mostra uma comparação dos sinais 
das funções velocidade e aceleração. Como a partícula está aumentando a velocida- 
de quando os sinais são iguais e diminuindo quando são opostos, vemos que a partícu- 
la está diminuindo a velocidade no intervalo de tempo O < t < 2 e, então, para momen- 
taneamente no instante t = 2. Em seguida, ela acelera ao longo do intervalo de tempo 
2<t< LA aceleração instantânea no instante t = 7 é zero, de modo que a partícula não 
está nem aumentando nem diminuindo a velocidade. Ao longo do intervalo de tempo 
7 < t < 5, a partícula está diminuindo a velocidade e, então, para momentaneamente no 
instante t = 5. Daí em diante, aumenta a velocidade. 


1 
0 2 2 5 t 
1 1 1 l > 

++++++++0------------ 0++++++++ Sinalde v(t) = 6(t- 2)X(t- 5) 


------------- O+t++++++++++++ Sinal de a(t) = 12(1-5) 


o 
N 
ETES] 


5 t 

- > 

Diminuindo Aumentando Diminuindo Aumentando Mudança na velocidade 
a velocidade a velocidade a velocidade a velocidade 


Figura 4.6.7 


e Conclusões: O diagrama na Figura 4.6.8 resume esquematicamente a informação acima. 
A linha marcada abaixo da figura é apenas descritiva, com o verdadeiro trajeto ocorren- 
do no eixo coordenado, para lá e para cá. As coordenadas da partícula nos instantes t = 0, 
ret 7 e t = 5 foram calculadas a partir de s(t). Os segmentos em vermelho indicam 
que a partícula está aumentando a velocidade, e os azuis indicam que está diminuindo. <4 


t=0 
j Í I i > 
Figura 4.6.8 03 28 41,5 55 
VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.6 (Ver página 296 para respostas.) 

1. As funções velocidade v(t) e posição s(t) de uma partícula em 3. Uma partícula em movimento retilíneo está aumentan- 
movimento retilíneo estão relacionadas pela equação ; do a velocidade se os sinais de sua velocidade e aceleração 
e as funções aceleração a(t) e velocidade v(t) estão relaciona- são e diminuindo a velocidade se os sinais são 
das pela equação 

2. Suponha que uma partícula se mova ao longo do eixo s com 4. Suponha que uma partícula se mova ao longo do eixo s com 
função posição s(t) = 7t — 2f. No instante t = 3, a posição da função posição s(t) = t* — 24f ao longo do intervalo t > 0. A 
partícula é , sua velocidade é , sua ve- partícula desacelera no(s) intervalo(s) de tempo 


locidade escalar é e sua aceleração é 
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EXERCÍCIOS 4.6 [Recurso Gráfico 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Abaixo estão os gráficos de três funções posição. Em cada 
caso, determine o sinal da velocidade e o da aceleração e, 
então, se a partícula está aumentando ou diminuindo a ve- 
locidade. 


S s S 


a) (b) (c) 
Figura Ex-1 


2. Abaixo estão os gráficos de três funções velocidade. Em 
cada caso, determine o sinal da aceleração e, então, se a 
partícula está aumentando ou diminuindo a velocidade. 


v v v 


t No 
Vea > 
(a) 


(b) (c) 
Figura Ex-2 


3. Abaixo está o gráfico de uma função posição de uma partí- 

cula movendo-se em um eixo horizontal x. 

(a) A partícula está se movendo para a esquerda ou para a 
direita no instante to? 

(b) A aceleração é positiva ou negativa no instante to? 

(c) A partícula está aumentando ou diminuindo a velocida- 
de no instante to? 

(d) E no instante t,, está aumentando ou diminuindo a ve- 
locidade? 


Figura Ex-3 


4. Para os gráficos a seguir, associe as funções posição (a)-(c) 
com as funções velocidade (D)—(III) correspondentes. 


S S S 


y= 
y~ 


| f | 


(a) (b) (c) 


A, 


(09) AD D 
Figura Ex-4 


Esboce um gráfico razoável de s versus t para um camun- 
dongo fechado em um corredor estreito (um eixo s com o 
sentido positivo para a direita) correndo para frente e para 
trás da seguinte forma: corre para a direita com uma velo- 
cidade constante de 1,2 m/s por um tempo, então gradual- 
mente diminui para 0,6 m/s, logo em seguida passa para 
2,0 m/s e, então, gradualmente vai diminuindo até parar, 
mas imediatamente reverte a direção e logo atinge 1,2 m/s. 


A figura abaixo mostra o gráfico de s versus t para uma for- 

miga movendo-se ao longo de um cano estreito vertical (um 

eixo s com sentido positivo para cima). 

(a) Quando, se é que ocorre, a formiga atinge a origem? 

(b) Quando, se é que ocorre, a formiga está com a veloci- 
dade zero? 

(c) Quando, se é que ocorre, a formiga move-se para baixo? 


AS 


01234567 Figura Ex-6 
A figura a seguir mostra o gráfico velocidade versus tempo, 
para uma partícula movendo-se ao longo de um eixo co- 
ordenado. Faça um esboço dos gráficos velocidade escalar 
versus tempo e aceleração versus tempo. 


A v (m/s 
15 E. 


Figura Ex-7 


A figura a seguir mostra o gráfico posição versus tempo 
para um elevador que sobe 40 m entre uma parada e outra. 
(a) Estime a velocidade do elevador no meio da subida. 


(b) Faça um esboço dos gráficos das curvas velocidade 
versus tempo e aceleração versus tempo. 


u E 
S o 


Posição s (m) 
N 
© 


0 5 10 15 20 25 


Tempo + (s) Figura Ex-8 


9-12 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


9. Uma partícula estará aumentando sua velocidade se o gráfico 
da posição versus tempo for crescente. 


10. A velocidade é a derivada da posição em relação ao tempo. 
11. A aceleração é o valor absoluto da velocidade. 


12. Seo gráfico da posição versus tempo for crescente e côncavo 
para baixo, então a partícula estará diminuindo sua velocidade. 


13. A figura abaixo mostra o gráfico velocidade versus tempo em 
um teste. Usando esse gráfico, estime: 
(a) A aceleração a 60 milhas por hora (em pés por segundo ao 
quadrado, lembrando que 1 milha/h/s = 1,467 pés/s?). 
(b) O instante em que ocorre a aceleração máxima. 
Fonte: Dados da Car and Driver Magazine, dezembro 2010. 
14. A figura abaixo mostra o gráfico velocidade versus tempo em 
um teste. Usando esse gráfico, estime: 
(a) A aceleração a 60 milhas por hora (em pés por segundo ao 
quadrado, lembrando que 1 milha/h/s = 1,467 pés/s?). 
(b) O instante em que ocorre a aceleração máxima. 
Fonte: Dados da Car and Driver Magazine, março 2011. 


100 
80 
60 
40 
20 


120 
100 
80 
60 
40 
20 


Velocidade v (milhas/h) 


Velocidade v (milhas/h) 


0 5 1015202530 
Tempo t(s) 
Figura Ex-13 


0 5 10 15 20 25 30 
Tempo 1 (s) 
Figura Ex-14 


15-16 A função s(t) descreve a posição de uma partícula movendo- 

-se ao longo de um eixo coordenado, onde s está em metros e t está 

em segundos. 

(a) Faça uma tabela mostrando a posição, a velocidade e a acelera- 
ção com duas casas decimais nos instantes t = 1, 2, 3, 4 e 5. 

(b) Em cada um dos tempos de (a), verifique se a partícula está 
parada; se não estiver, determine o sentido do movimento. 

(c) Em cada um dos tempos de (a), verifique se a partícula está au- 
mentando ou diminuindo a velocidade, ou nenhum dos dois. E 
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15. s(t) = sen z 16. s()=fe!, 1>0 

17-22 A função s(t) descreve a posição de uma partícula movendo- 

-se ao longo de um eixo coordenado, onde s está em metros e t está 

em segundos. 

(a) Encontre as funções velocidade e aceleração. 

(b) Encontre no instante t = 1 a posição, a velocidade, a velocida- 
de escalar e a aceleração. 

(c) Em que instantes a partícula está parada? 

(d) Quando a partícula está aumentando ou diminuindo a velocidade? 

(e) Encontre a distância total percorrida pela partícula entre t = O 
et=5.H 


17. ()D=P-32, t>0 
18. ()D=-42+4, t>0 
19. ()=9—-9cos(mt/3), 0<t<5 


20. s(t) = t>0 


t 
2+4 
21. s) =(P + 8), t>0 
22. ()=1P-In(t+1), t>0 


23. Seja s(t) = t / (Ê + 5) a função posição de uma partícula mo- 


vendo-se ao longo de um eixo coordenado, onde s está em me- 

tros e t está em segundos. Use um recurso gráfico computacio- 

nal para gerar os gráficos de s(t), v(t) e a(t) para t > 0 e use os 
gráficos quando for necessário. 

(a) Use o gráfico apropriado para fazer uma estimativa do ins- 
tante em que ocorre a primeira reversão do sentido do mo- 
vimento da partícula e, então, encontre esse instante. 

(b) Encontre a posição exata da primeira reversão do sentido 
do movimento da partícula. 

(c) Use o gráfico apropriado para fazer estimativas dos inter- 
valos onde a partícula está aumentando e diminuindo sua 
velocidade e depois encontre esses intervalos. 


24. Seja s(t) = t / é a função posição de uma partícula movendo- 
-se ao longo de um eixo coordenado, onde s está em metros e t 
está em segundos. Use um recurso gráfico computacional para 
gerar os gráficos de s(t), v(t) e a(t) para t > 0 e use os gráficos 
quando for necessário. 

(a) Use o gráfico apropriado para fazer uma estimativa do ins- 
tante em que há a primeira reversão do sentido do movi- 
mento da partícula e, então, encontre esse instante. 

(b) Encontre a posição exata da primeira reversão do sentido 
do movimento da partícula. 

(c) Use os gráficos apropriado para fazer estimativas dos in- 
tervalos onde a partícula está aumentando e diminuindo 
sua velocidade e, depois, encontre esses intervalos. 


25-32 É dada uma função posição de uma partícula movendo-se 
ao longo de um eixo coordenado. Use o método do Exemplo 6 para 
analisar o movimento da partícula em t > 0 e faça um esboço esque- 
mático do movimento (como o da Figura 4.6.8). E 

25. s=—4t +3 26. s= 5? — 20t 
27. s =t? 9t? + 24t 


29. s= I6te 7/8) 


28. s=t?°-6t?+9t+1 
25 

30. s = t + — 
t+2 
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cost, O<t<2r 
= 
1, t >27 


H=) 0<t<3 
32. s= 
13-7Mt-4)2, 1>3 


33. Seja s(t) = 5? — 22t a função posição de uma partícula moven- 
do-se ao longo de um eixo coordenado, sendo s em metros e t 
em segundos. 

(a) Encontre a velocidade escalar máxima da partícula no in- 
tervalo 1 <t<3. 

(b) No intervalo de (a), quando a partícula está mais longe da 
origem? Qual é sua posição nesse instante? 


34. Seja s = 100/(Ê + 12) a função posição de uma partícula que 
se move ao longo de uma reta coordenada, onde s está em me- 
tros e t está em segundos. Encontre a velocidade escalar má- 
xima da partícula para t > 0 e o sentido do movimento dela 
quando está com velocidade escalar máxima. 


35-36 É dada uma função posição de uma partícula que se move ao 
longo de uma reta coordenada. (a) Estime s e v quando a = O. (b) 
Estime s e a quando v = 0. E 


35. s=In(3º — 12t + 13) 36. s=?—-62+1 


b37. Sejas = /2t? + 1 a função posição de uma partícula moven- 
do-se ao longo de um eixo coordenado. 

(a) Use um recurso gráfico computacional para gerar o gráfico 
de v versus t e faça uma conjectura sobre a velocidade da 
partícula quando t —>+%. 

(b) Verifique sua conjectura obtendo im v. 


38. (a) Use a regra da cadeia para mostrar que, para uma partícula 
em movimento retilíneo, a = v(dv/ds). 
(b) Sejas = /3t + 7, t > 0. Encontre uma fórmula para v em 
termos de s e use a equação de (a) para determinar a acele- 
ração quando s = 5. 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.6 


. Suponha que as funções posição de duas partículas P; e P2, 


movendo-se ao longo de uma mesma reta, sejam 
sı = 1? —t+3 e s =—4+t+1 


respectivamente, com t > 0. 
(a) Prove que P; e P, não colidem. 


(b) Qual é a menor distância entre P; e P2? 


(c) Durante quais intervalos de tempo elas se movem em sen- 
tidos opostos? 


. Sejam s4 = 152 + 10t+20esp=5? + 40t, t > 0, as funções 


posição dos carros A e B movendo-se ao longo de faixas para- 

lelas retas de uma estrada. 

(a) Quão adiantado está o carro A em relação ao carro B quan- 
do t= 02 

(b) Em que instantes os dois carros estão alinhados”? 

(c) Em que instantes os carros têm a mesma velocidade e qual 
é o carro que está na frente nesse momento? 


. Prove que uma partícula aumenta sua velocidade se a velocida- 


de e a aceleração tiverem o mesmo sinal e diminui no caso de 
sinais contrários. [Sugestão: Seja r(t) = |u(f)|, e encontre r'(1) 
usando a regra da cadeia.] 


. Texto Um velocímetro numa bicicleta calcula a velocidade 


escalar da bicicleta medindo o tempo de rotação de uma volta 
de sua roda. Explique como essa medida pode ser usada para 
calcular uma velocidade média e discuta quão bem ela aproxi- 
ma a velocidade instantânea da bicicleta. 


. Texto Um foguete amador é disparado para o alto e retor- 


na ao chão depois de acabar seu combustível. Descreva a 
aceleração do foguete e quando o foguete está aumentando 
ou diminuindo sua velocidade durante o voo. Acompanhe 
sua descrição com um gráfico da aceleração versus tempo 
do foguete. 


LvD=s(D:; a(t) = v'(t) 2. 3; —5; 5; —4 3. iguais; opostos 


4.7 MÉTODO DE NEWTON 


4. 2<t< W3 


Na Seção 1.5, mostramos como aproximar as raízes de uma equação f(x) = 0 usando o 
Teorema do Valor Intermediário. Nesta seção, estudaremos uma técnica denominada Método 
de Newton, que, em geral, é mais eficiente do que aquele método. O Método de Newton 
é a técnica usada por muitos programas de computadores comerciais e científicos para 


encontrar raízes. 


E MÉTODO DE NEWTON 


Em Álgebra elementar, aprende-se que a solução de uma equação de primeiro grau ax + b = 0 
é dada pela fórmula x = —b/a e que as soluções da equação de segundo grau 


a? +bx+c=0 
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são dadas pela fórmula quadrática. Existem fórmulas também para soluções de equações de 
terceiro e quarto grau, embora muito complicadas para uso prático. Em 1826, foi mostrado 
pelo matemático norueguês Niels Henrik Abel que é impossível construir uma fórmula seme- 
lhante para soluções de uma equação geral de quinto ou maior grau. Assim, para uma equa- 
ção polinomial específica de quinto grau, como 


X — 9x + 2 — Ss +I7x—-8=0 


pode ser difícil ou impossível encontrar valores exatos para todas as soluções. Dificuldades 
análogas ocorrem com equações não polinomiais, como 


x— cosx=0 


Para essas equações, as soluções são geralmente aproximadas de alguma forma, frequente- 

mente pelo método que vamos expor a seguir. 
Vamos supor que estejamos tentando encontrar uma raiz r da equação f(x) = O e que 
Ay por algum método, como gerando o gráfico de y = f(x) e examinado seu corte com o eixo x, 
tenhamos obtido uma aproximação inicial x, rudimentar de r. Se f(x1) = 0, então r = xı. Se 
f(x) + 0, então entendemos que é mais fácil resolver uma equação linear do que a equação 
proposta. A melhor aproximação linear de y = f(x) perto de x = x, é dada pela reta tangente 
ao gráfico de fem xı; portanto, deve ser razoável esperar que o corte dessa reta com o eixo 
x forneça uma melhor aproximação de r. Denotemos esse corte por x» (Figura 4.7.1). Ago- 
ra, podemos tratar x, da mesma maneira como tratamos x1. Se f(x2) = 0, então r = x». Se 
f2) + 0, então construímos a reta tangente ao gráfico de fem x e tomamos x3 como sendo 


y= 


X4 X3 Xz x 


o corte dessa reta com o eixo x. Continuando dessa maneira, podemos gerar uma sucessão de 
valores x1, X2, X3, X4 ... que geralmente converge para r. Esse procedimento para aproximar r 
é denominado Método de Newton. 

Para implementar analiticamente o Método de Newton, precisamos obter uma fórmula 
que nos diga como calcular cada aproximação melhorada a partir da aproximação precedente. 


Figura 4.7.1 


Niels Henrik Abel (1802-1829) Matemático norue- 
guês. Abel era filho de um pobre ministro luterano e de 
uma mãe extraordinariamente bela, de quem herdou sua 
surpreendente beleza. Em sua breve vida de 26 anos, ele 
viveu na pobreza e sofreu uma sucessão de adversida- 
des; ainda assim, conseguiu provar resultados importan- 


osidade”, colocando-o de lado. Porém, em 1826, o artigo de 
Abel sobre equações de quinto grau e outros trabalhos foram 
publicados na primeira edição de uma nova revista, fundada 
por seu amigo Leopold Crelle. No verão de 1826, ele comple- 
tou um trabalho histórico sobre funções transcendentes, que 
submeteu à Academia de Ciência da França, na esperança de se 


tes que alteraram para sempre o panorama da Matemática. Aos 
13 anos, foi mandado para longe de casa, para uma escola cujos 
melhores dias já haviam passado. Por um golpe de sorte, a es- 
cola acabara de contratar o professor Bernt Michael Holmboe, 
o qual rapidamente descobriu a extraordinária habilidade de 
Abel para a Matemática. Juntos, eles estudaram os livros de 
Cálculo de Euler, os trabalhos de Newton e os dos matemáticos 
franceses da época. Quando de sua formatura, Abel já estava a 
par da maior parte da grande literatura matemática. Em 1820, 
seu pai morreu, deixando a família em um terrível aperto finan- 
ceiro. Abel somente conseguiu entrar na Universidade de 
Christiania, em Oslo, porque ganhou um quarto de graça e vá- 
rios professores o sustentaram com seus próprios salários. A 
universidade não tinha cursos avançados em Matemática; as- 
sim, Abel recebeu um grau preliminar em 1822 e continuou 
sozinho seus estudos de Matemática. Em 1824, publicou por 
conta própria a prova da impossibilidade da solução algébrica 
de uma equação polinomial geral de quinto grau. Com esperan- 
ça de que o levaria ao reconhecimento e à aceitação pela comu- 
nidade matemática, Abel enviou o artigo ao grande matemático 
alemão Gauss, que negligentemente o declarou uma “monstru- 


consolidar como um grande matemático, pois muitos jovens 
ganharam rápida distinção ao ter seus trabalhos aceitos pela 
Academia. No entanto, Abel esperou em vão, pois o artigo ou 
foi ignorado ou perdido por um dos jurados e não apareceu de 
novo, senão dois anos após sua morte. Esse artigo foi posterior- 
mente descrito por um grande matemático como “a descoberta 
matemática do século”. Após submeter seu artigo, Abel voltou 
à Noruega, com tuberculose e uma grande dívida. Enquanto ga- 
nhava a vida com dificuldade como professor particular, conti- 
nuava a produzir grandes trabalhos, e sua fama se espalhou. 
Logo, grandes esforços foram feitos para obter para ele uma 
posição matemática adequada. Temendo que seu grande traba- 
lho tivesse sido perdido pela Academia, enviou uma prova do 
resultado principal para Crelle, em janeiro de 1829. Em abril, 
sofreu uma violenta hemorragia e morreu. Dois dias após, Crel- 
le escreveu informando-o de que uma nomeação estava assegu- 
rada para ele em Berlim e que seus dias de pobreza tinham aca- 
bado! O grande artigo de Abel foi, finalmente, publicado pela 
Academia 12 anos após sua morte. 


[Imagem: http: / /en.wikipedia.org/wiki/File:Niels Henrik Abel2.jpg] 
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[-2, 4]x [-3,3] 


xScl = 1, yScl = 1 
y= xX -x-1 
Figura 4.7.2 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Muitas calculadoras e programas de 
computador calculam internamente 
com mais casas decimais do que con- 
seguem expor. Sempre que possível, 
devemos utilizar os valores estocados 
calculados em contas anteriores, em 
vez de os valores exibidos na tela do 
recurso computacional. Assim, no 
Exemplo 1, o valor de x» utilizado em 
(7) deveria ser o valor estocado de x», 
e não o valor exibido em (6). 


Para tanto, observamos que a forma ponto-inclinação da reta tangente a y = f(x), na aproxi- 
mação inicial xı, é 
7 — FO) = f'E- x) (1) 


Se f'(x1) * 0, então essa reta não é paralela ao eixo x e, consequentemente, corta-o em algum 
ponto (x2, 0). Substituindo as coordenadas desse ponto em (1), obtemos 


—f(x1) =f (x) — xı) 


Resolvendo em x2, obtemos 


— foi) 
fu) 
A próxima aproximação pode ser obtida mais facilmente. Se considerarmos x, como a apro- 


ximação inicial e x3 como a nova aproximação, podemos simplesmente aplicar (2) com x, em 
lugar de x, e x3 em lugar de x2. Portanto 


X2 = X1 


(2) 


(3) 


desde que f'(x2) # 0. Em geral, se x, for a enésima aproximação, então será evidente, a partir 
do padrão em (2) e (3), que a aproximação melhorada x, + ı será dada por 


Método de Newton 
Jn) 
E (4) 


> Exemplo 1 Use o Método de Newton para aproximar as soluções reais de 


”-x-1=0 


Solução Seja f(x) = xX -x — 1; logo, f'(x) = 3x? — 1 e (4) fica 


EE 


3x2 — 1 


(5) 


Xn+1 = Xn — 


A partir do gráfico de f na Figura 4.7.2, vemos que a equação dada tem uma só raiz real. Essa 
solução está entre 1 e 2, pois f(1) = —1 < 0 e f(2) = 5 > 0. Vamos usar como primeira apro- 
ximação x, = 1,5 (xı = 1 ou xı = 2 também seriam escolhas razoáveis). 

Fazendo n = 1 em (5) e substituindo x,= 1,5, obtemos 


(1,5 -1,5—1 
=1,5 ~ 1,34782609 6 
#2 (SPA (6) 


(Usamos uma calculadora que exibe 9 dígitos.) A seguir, fazendo n = 2 em (5) e substituindo 
X2, obtemos 


x —x—1 


a di 3x2 — 1 


= 1,32520040 (7) 


Se continuarmos esse processo até que sejam geradas duas aproximações sucessivas iguais, 
obteremos 


Xi = 1,5 

x2 = 1,34782609 
x3 = 1,32520040 
x4 = 1,32471817 
xs = 1,32471796 
x6 = 1,32471796 


y=cosx 


[0, 5]x [-2, 2] 
xScl = 1, yScl = 1 
Figura 4.7.3 
Ay 


xa não pode ser gerado 


Figura 4.7.4 
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Neste ponto, não há necessidade de continuar mais adiante, pois atingimos o limite de pre- 
cisão de nossa calculadora, e todas as aproximações subsequentes geradas por ela provavel- 
mente serão iguais. Assim, a solução é aproximadamente x = 1,32471796. «4 


> Exemplo 2 Fica evidente, a partir da Figura 4.7.3, que se x estiver em radianos, então a 
equação 


Cos x =X 
tem uma solução entre O e 1. Use o Método de Newton para aproximá-la. 
Solução Reescreva a equação como 

x— cosx = 0 


e aplique (4) com f(x) = x — cos x. Como f'(x) = 1 + sen x, (4) fica 


Xn — COS Xn 
Xn41 = Xn (8) 
1+senx, 


A partir da Figura 4.7.3, a solução parece mais próxima de x = 1 do que de x = 0; logo, 
vamos usar x, = 1 (em radianos) como aproximação inicial. Fazendo n = 1 em (8) e subs- 
tituindo xı = 1, obtemos 


1 — cos 1 
xı = 1 — ————— 7X 0,750363868 
l +sen1 
A seguir, vamos fazer n = 2 em (8) e, substituindo o valor de x, acima, obteremos 
Xa — COS X2 
x3 = X2 — —————— 7 0,739112891 
1 + sen x2 


Se continuarmos esse processo até que sejam geradas duas aproximações sucessivas iguais, 
obteremos 


x= 1 

x2 ~ 0,750363868 
x3 © 0,739112891 
x4 ~ 0,739085133 
xs ~% 0,739085133 


Assim, no limite da precisão de nossa calculadora, a solução da equação cos x = x é 
x ~ 0,739085133. «4 


E ALGUMAS DIFICULDADES COM O MÉTODO DE NEWTON 
Quando o Método de Newton funciona, as aproximações convergem para a solução com 
grande velocidade. Há situações, porém, nas quais o método falha. Por exemplo, se f’ (x„) = O 
com algum n, então (4) envolve uma divisão por zero, tornando impossível gerar x, 1. Porém, 
isso pode ser previsto, pois a reta tangente a y = f(x) é paralela ao eixo x quando f'(x,) = 0, 
ou seja, ela não cruza o eixo x para gerar a próxima aproximação (Figura 4.7.4). 

O Método de Newton também pode falhar por outras razões; às vezes, ele pode ig- 
norar a raiz que tentamos encontrar e convergir para outra; e, às vezes, também pode não 
convergir de todo. Por exemplo, considere a equação 


18 =0 


cuja única solução é x = 0. Vamos tentar aproximar essa solução pelo Método de Newton 
começando com xo = 1. Tomando f(x) = x!3, a Fórmula (4) fica 


E ad 
3 an)? 


Xn+1 = Xn = Xn 3Xn = 2X 
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Começando com x, = 1, a sequência de valores gerados por essa fórmula é 
=), w=-2, 13=4, u=-8,... 


que, obviamente, não converge para x = 0. A Figura 4.7.5 ilustra o que está acontecendo ge- 
ometricamente nessa situação. 


Figura 4.7.5 


Para aprender mais sobre as condições de convergência do Método de Newton e para 
uma discussão sobre a questão dos erros, o leitor deve consultar um livro de Análise Numé- 
rica. Para uma discussão mais profunda do Método de Newton e sua relação com os estudos 
atuais sobre caos e fractais, o leitor pode ler o artigo “Newton's Method and Fractal Patterns”, 
de Phillip Straffin, publicado em Applications of Calculus, MAA Notes, Vol. 3, nº 29, 1993, 


da Mathematical Association of America. 


Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.7 (Ver página 302 para respostas.) 


. Use o gráfico ao lado para estimar x, e x3 se o Método de 


Newton for aplicado à equação y = f(x) com x, = 8. 


Suponha que f(1) = 2 e que f'(1) = 4. Se o Método de Newton 
for aplicado a y = f(x) com x, = 1, então x) = 


Suponha que f(0) = 3 e que x2 = 3 quando o Método de 
Newton for aplicado a y = f(x) com x, = 0. Então f'(0) = 


Se o Método de Newton for aplicado a y = e* — 1Icomx,=1n2, 
então x, = 


EXERCÍCIOS 4.7 Recurso Gráfico 


Figura Ex-1 


Nestes exercícios, dê as respostas com tantas casas decimais quantas 
forem permitidas por seu recurso computacional, mas siga o proce- 
dimento delineado na caixa Domínio da Tecnologia à página 298. E 


1. 


Aproxime «/2 aplicando o Método de Newton à equação 
2 
y= 20 


Aproxime v5 aplicando o Método de Newton à equação 
x -—-5=0. 


Aproxime 6 aplicando o Método de Newton à equação 
3 
x —-6=0 


Qual equação devemos usar para aproximar a raiz enésima de 
a pelo Método de Newton? 


5-8 A equação dada tem uma solucão real. Aproxime-a pelo Méto- 
do de Newton. E 


5. %2-2x-2=0 6. 2 +x—-1=0 
7. 04x%-5=0 8. x -3x+3=0 


9-14 Use um recurso gráfico computacional para determinar quan- 
tas soluções tem a equação e, então, use o Método de Newton para 
aproximar a solução que satisfaça a condição dada. E 


9. x344+x722-4=0;x<0 
10. é —-52-2=0:x>0 


11. 2cosx=x;x>0 12. senx=x2;x >0 


13. 
14. 


x—tgx=0;7/2<x<37/2 


1 + æ sen x = 0; 7/2 < x < 37/2 


15-20 Use um recurso gráfico computacional para determinar o nú- 
mero de vezes que as curvas se intersectam; aplique, então, o Méto- 
do de Newton, quando necessário, para aproximar as coordenadas x 
de todas as intersecções. EB 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


J. 
y=senxey= xX -2x2 +1 
y=vey=v2x+1 

y=% —ley=cosx— 2 

y ey = e sen x; 0 <x< m 


y=e“ey=lInx 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


O Método de Newton usa a reta tangente a y = f(x) em x = x, 
para calcular x,+1. 


O Método de Newton é um procedimento para encontrar solu- 
ções exatas de f(x) = 0. 


Se f(x) = 0 tiver uma raiz, então o Método de Newton come- 
cando em x = x, aproximará a raiz mais próxima de xı. 


O Método de Newton pode ser usado para aproximar um ponto 
de interseção de duas curvas. 


A regra mecânica para aproximar raízes quadradas afirma que 
Va X xn41,0nde 


1 a 
Xn+1 = Xn + , his 1,23 
2 Xi 


e xı é qualquer aproximação positiva de a. 
(a) Aplique o Método de Newton a 


FO) = L-a 


para deduzir a regra mecânica. 
(b) Use-a para aproximar 10. 


Muitas calculadoras computam recíprocos usando a aproxima- 
ção 1/a = Xn + 1, onde 


Xn+1 = X(2 — aX), n=1,2,3,... 


e xı é uma aproximação inicial de 1/a. Essa fórmula torna pos- 
sível efetuar divisões usando multiplicações e subtrações, o que 
é um procedimento mais rápido do que dividir diretamente. 

(a) Aplique o Método de Newton a 


1 
fœ)=--a 


xX 


para deduzir essa aproximação. 


aa : 1 
(b) Use a fórmula para aproximar zz. 


Use o Método de Newton para aproximar o mínimo absoluto de 
fl) = xt +x? — 5x. 


Use o Método de Newton para aproximar o máximo absoluto 
de f(x) = x sen x no intervalo [0, 77]. 
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29. Use o Método de Newton para aproximar, com duas casas de- 
cimais, as coordenadas x dos pontos de inflexão da função 


e 


Ps gr 


30. Use o Método de Newton para aproximar o máximo absoluto 
de f(x) = (1 — 2x)arc tg x. 


31. Use o Método de Newton para aproximar as coordenadas do 
ponto sobre a parábola y = x? mais próximo do ponto (1, 0). 


32. Use o Método de Newton para aproximar as dimensões do 
retângulo de maior área que pode ser inscrito sob a curva 
y = cos x para 0 < x < 7/2, conforme a Figura Ex-32. 


33. (a) Mostre que, sobre um círculo de raio r, o ângulo central 6 
que subentende um arco de comprimento 1,5 vezes o com- 
primento L de sua corda satisfaz a equação O = 3 sen (0/2) 
(ver Figura Ex-33). 

(b) Use o Método de Newton para aproximar 0. 


Ay 


ys 


Figura Ex-32 Figura Ex-33 


34. Um segmento de um círculo é a região compreendida por um 
arco e sua corda (ver Figura Ex-34). Se r for o raio do círculo 
e 8, o ângulo subentendido no centro do círculo, então pode-se 
mostrar que a área A do segmento é A = "(0 — sen 0), onde 
0 está em radianos. Encontre o valor de 6 para o qual a área do 
segmento é um quarto da área do círculo. Dê o valor de 0 até o 
grau mais próximo. 


So Figura Ex-34 


35-36 Use o Método de Newton para aproximar todos os valores reais 
de y que satisfazem a equação dada para o valor de x indicado. E 


35. xy +x y=1;x=1 36. xy — cos(ixy)=0; x=2 


37. Uma anuidade é uma sequência de pagamentos iguais que 
são pagos ou recebidos em intervalos regulares de tempo. Por 
exemplo, podemos querer depositar quantias iguais ao final 
de cada ano em uma poupança, a fim de acumular uma certa 
quantia em algum momento no futuro. Se, ao final de cada ano, 
forem acrescentados juros de i x 100% sobre o saldo da conta, 
então dizemos que a poupança paga i x 100% de juros, com- 
postos anualmente. Pode-se mostrar que, se os depósitos de Q 
reais forem feitos ao final de cada ano, em uma poupança que 
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paga i x 100% compostos anualmente, então, por ocasião do 
enésimo depósito e já depositados os juros do ano anterior, a 
quantia S(n) na poupança é dada pela fórmula 


S(n) = Lia +i)” — 1] 


Suponha que queiramos depositar $5.000 em uma poupança ao 
final de cada ano, com o objetivo de acumular $250.000 no 25° 
depósito. Qual é a taxa de juros compostos a ser paga para que 
possamos atingir essa meta? [Sugestão: Mostre que a taxa de 
juros i satisfaz a equação 50i = (1+ i)? — 1 e resolva-a usando 
o Método de Newton.] 


ENFOCANDO CONCEITOS 


438. (a) Use um recurso gráfico computacional para gerar o 
gráfico de 


x 


fœ) = 
x 


e use-o para explicar o que acontece se aplicamos o 
Método de Newton com o valor inicial de x, = 2. Veri- 
fique sua conclusão computando x», x3, X4 € X5. 

(b) Use o gráfico gerado em (a) para explicar o que acon- 
tece se aplicarmos o Método de Newton com um valor 


39. (a) Aplique o Método de Newton à função f(x) = x? + 1 


. Em cada parte, explique o que acontece se aplicarmos o 


inicial de x, = 0,5. Verifique sua conclusão computan- 
do x2, X3, X4 € X5. 


com valor inicial de xı = 0,5 e determine se os valores 
X2,..., X10 aparentam convergir. 
(b) Explique o que está acontecendo. 


Método de Newton a uma função f quando a condição dada 
é satisfeita para algum valor de n. 

(a) Fn) =0 (b) Xn+1 = Xn 

(c) Xn+2 = Xn + Xn+1 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.7 


41. 


Texto Compare o Método de Newton com o Teorema do Valor 
Intermediário (Teorema 1.5.7; ver o Exemplo 5 da Seção 1.5) 
como um método para a localização de soluções de f(x) = 0. 


. Texto O Método de Newton usa uma aproximação linear lo- 


cal de y = f(x) em x = x, para encontrar uma aproximação “me- 
lhorada” x,.,1 de um zero de f. Seu colega propõe um processo 
que utiliza uma aproximação quadrática local de y = f(x) em 
x = Xn para obter x,.,1, OU seja, utilizando os valores da função e 
de suas derivadas primeira e segunda. Discuta os prós e os con- 
tras dessa proposta. Reforce suas afirmações com exemplos. 


Lox4m=x2 247 3-1 4. In2— i~ 0,193147 


4.8 OTEOREMA DE ROLLE; O TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Nesta seção, vamos discutir um resultado chamado de Teorema do Valor Médio. Esse 
teorema tem tantas consequências importantes que é considerado um dos grandes 


princípios do Cálculo. 


»=f0) 


E OTEOREMA DE ROLLE 

Vamos começar com um caso especial do Teorema do Valor Médio, chamado deTeorema de 
x Rolle em homenagem ao matemático Michel Rolle. Esse teorema afirma o fato geometrica- 
mente óbvio segundo o qual se o gráfico de uma função diferenciável cruzar o eixo x em dois 


pontos, a e b, então entre eles deve existir pelo menos um ponto onde a reta tangente é hori- 


4.8.1 TEOREMA (Teorema de Rolle) Seja f contínua no intervalo fechado [a, b] e di- 


e f(b)=0, 


a b id 
v=f() zontal (Figura 4.8.1). O enunciado preciso do teorema é o que segue: 
ATP 
| ferenciável no intervalo aberto (a, b). Se 
| 
Figura 4.8.1 Fla) = 0 


então há pelo menos um ponto c em (a, b), tal que f'(c) = 0. 
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DEMONSTRAÇÃO  Dividiremos a prova em três casos: o caso em que f(x) = O em cada x de (a, b), 
o caso em que f(x) > 0 em algum x de (a, b) e o caso em que f(x) < O em algum x de (a, b). 


caso 1 Sef(x) = 0 em cada x de (a, b), então (c) = O em cada c de (a, b), pois fé uma fun- 
ção constante nesse intervalo. 


caso 2 Suponhamos que f(x) > 0 em algum x de (a, b). Como fé contínua em [a, b], segue 
pelo Teorema do Valor Extremo (4.4.2) que f tem um máximo absoluto em [a, b]. O máxi- 
mo absoluto não pode ocorrer nas extremidades de [a, b], porque f(a) = f(b) = 0, e estamos 
supondo que f(x) > O para algum ponto de (a, b). Assim, o máximo absoluto precisa ocorrer 
em algum ponto c de (a, b). Segue, do Teorema 4.4.3, que este ponto c é necessariamente um 
ponto crítico de fe, como f é diferenciável em (a, b), esse ponto crítico é estacionário, ou seja, 


fF =0. 


caso 3 Suponhamos que f(x) < O em algum x de (a, b). A prova nesse caso é análoga à do 
Caso 2 e será omitida. E 


Encontre os dois pontos do corte do gráfico da função f(x) = x? — 5x + 4 
com o eixo x e confirme que f'(c) = O em algum ponto c entre esses dois pontos de corte. 


xX —-5x+4=(x— 1)(x — 4) 


de modo que os pontos de corte com o eixo x são x = 1 e x = 4. Como o polinômio f é con- 
tínuo e diferenciável em toda parte, estão satisfeitas as hipóteses do Teorema de Rolle no in- 
tervalo [1, 4]. Assim, podemos ter certeza de que existe pelo menos um ponto c no intervalo 


> Exemplo 1 
Ay 
2L Solução A função f pode ser fatorada como 
1 a: 
i I E 
2 l 3 
al | 
al. | (1, 4), tal que f'(c) = 0. Derivando f, obtemos 
"6)=0 


y=12-5x+4 


Figura 4.8.2 


f)=W-—s 


Resolvendo a equação f'(x) = 0, obtemos x = 5, de modo que c = 2 é um ponto no intervalo 
(1, 4) no qual f'(c) = 0 (Figura 4.8.2). < 


> Exemplo 2 A exigência de diferenciabilidade no Teorema de Rolle é crítica. Se f dei- 
xa de ser diferenciável, mesmo em um único ponto do intervalo (a, b), então a conclusão do 


Michel Rolle (1652-1719) Matemático francês. Rolle, filho de 
um lojista, frequentou somente o Ensino Fundamental. Casou-se 
cedo e trabalhou duro para sustentar a família com um humil- 
de salário de escrivão para tabeliões e advogados. Mesmo com 
seus problemas financeiros e sua pouca instrução, Rolle estudou 
por si próprio Álgebra e Análise diofantina (um ramo da teoria 
dos números). Sua sorte mudou drasticamente em 1682, quan- 
do publicou uma elegante solução de um difícil e não resolvi- 
do problema em Análise diofantina. O reconhecimento público 
levou-o a ser amparado com um emprego de professor de escola 
fundamental e, depois, com um posto administrativo no Minis- 
tério da Guerra. Em 1685, entrou para a Academia de Ciências 
em uma posição inferior pela qual não recebeu salários regulares 
até 1699. Nela permaneceu até a morte, em 1719, por apoplexia. 

Embora o forte de Rolle sempre tenha sido a Análise 
diofantina, seu trabalho mais importante foi um livro sobre a 


Álgebra de equações, intitulado Traité d'algêbre, publicado 
em 1690. Nesse livro, Rolle estabeleceu firmemente a notação 
Ya [antes escrita como «/G) a] para raiz enésima de a e pro- 
vou uma versão para polinômios do teorema que hoje leva seu 
nome. (O nome Teorema de Rolle foi dado por Giusto Bellavi- 
tis, em 1846.) Ironicamente, Rolle foi um dos mais eloquentes 
antagonistas iniciais do Cálculo. Ele esforçou-se intensamente 
para demonstrar que o Cálculo dava resultados errados e base- 
ava-se em raciocínios falsos. Suas discussões sobre o assunto 
eram tão acaloradas que várias vezes a Academia de Ciências 
teve de intervir. Entre suas várias realizações, Rolle ajudou a 
avançar a ordem hoje aceita para os números negativos. Des- 
cartes, por exemplo, via —2 como menor do que —5. Rolle 
antecipou-se à maioria de seus contemporâneos adotando a 
convenção atual em 1691. 
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Figura 4.8.4 


Nos Exemplos 1 e 3, foi possível en- 
contrar os valores exatos de c porque 
a equação f'(x) = 0 foi facilmente re- 
solvida. Contudo, nas aplicações do 
Teorema de Rolle, geralmente a exis- 
tência de c é mais importante do que 
seu valor exato. 


B(b, f(b)) 


x 
> 


l 
| | 
| | 
| | 
| | 

| | | 
c b 


A reta tangente é paralela à reta secante 
onde é máxima a distância vertical v(x) 
entre a reta secante e o gráfico de f. 


Figura 4.8.6 


teorema pode não valer. Por exemplo, a função f(x) = |x| — 1 mostrada na Figura 4.8.3 tem 
raízes em x = — l e x = 1, mas não existe reta tangente horizontal ao gráfico de fno intervalo 
(—1,1). «4 


> Exemplo 3 Se fsatisfaz as condições do Teorema de Rolle em [a, b], então o teorema 
garante a existência de pelo menos um ponto c em (a, b) no qual f'(c) = O. Pode, entretanto, 
haver mais de um c. Por exemplo, a função f(x) = sen x é contínua e diferenciável em toda 
parte, de modo que satisfaz as hipótese do Teorema de Rolle no intervalo [0, 27], cujos extre- 
mos são raízes de f. Conforme indica a Figura 4.8.4, existem dois pontos no intervalo [0, 27] 
nos quais o gráfico de f tem reta tangente horizontal, cı = 7/2 e c2 = 37/2. 4 


E OTEOREMA DO VALOR MÉDIO 


O Teorema de Rolle é um caso especial de um resultado mais geral, denominado Teorema 
do Valor Médio. Geometricamente, esse teorema afirma que, entre dois pontos A(a, f(a)) e 
B(b, f(b)) quaisquer do gráfico de uma função diferenciável f, existe pelo menos um ponto 
onde a reta tangente ao gráfico é paralela à reta secante que passa por 4 e B (Figura 4.8.5). 


B(b, f(b)) 

| 

A(a, f(a)) | | 
| | E 
| | | 4 

a € b 

(a) 
Figura 4.8.5 


Observe que a inclinação da reta secante que passa por A(a, f(a)) e B(b, f(b)) é dada por 


F(b) — Fla) 
b—a 


e que a inclinação da reta tangente em c na Figura 4.8.5a é f' (c). Analogamente, na Figu- 
ra 4.8.5b, as inclinações das retas tangentes em cı e c2 são f'(c1) e f' (c2), respectivamente. 
Como retas não verticais paralelas têm a mesma inclinação, o Teorema do Valor Médio pode 
ser enunciado precisamente como segue. 


4.8.2 TEOREMA (Teorema do Valor Médio) Seja f contínua no intervalo fechado 
[a, b] e diferenciável no intervalo aberto (a, b). Então existe pelo menos um ponto c em 
(a, b), tal que 


b)— 
ro-a di 
— a 


MOTIVAÇÃO PARA A DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 4.8.2 A Figura 4.8.6 sugere que (1) será 
válida (isto é, a reta tangente será paralela à reta secante) em um ponto c no qual a distância 
entre a curva e a reta secante for máxima. Assim, para provar o teorema, é natural começar 
por uma fórmula para a distância vertical v(x) entre a curva y = f(x) e a reta secante ligando 


os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). 


Figura 4.8.7 
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 4.8.2 Como a equação da reta secante que passa por (a, f(a)) 


e (b, f(b)) é 


b) — 

y- fa) = EO a) 

—a 
ou, de forma equivalente, 
py= 
y= IO a + fla) 
—a 
a diferença v(x) entre a altura do gráfico de fe a da reta secante é 
b) — 
va) = 16) [Se a) + ro] D 


Como f(x) é contínua em [a, b] e diferenciável em (a, b), v(x) também o é. Além disso, 
vl(a)=0 e vb)=0 


logo, v(x) satisfaz as hipóteses do Teorema de Rolle no intervalo [a, b]. Portanto, existe um 
ponto c em (a, b) tal que v'(c) = 0. No entanto, a partir da Equação (2), 


b) — 
TETE 
— a 
assim, 
b) — 
vo- ro- OHIO 
— a 
Como v'(c) = 0, temos 
flo) = HE he E 
—a 


> Exemplo 4 Mostre que a função f(x) = 1x + 1 satisfaz as hipóteses do Teorema do 
Valor Médio no intervalo [0, 2] e encontre todos os valores de c do intervalo (0, 2) nos quais 
a reta tangente ao gráfico de fé paralela à reta secante que liga os pontos (0, f(0)) e (2, f(2)). 


Solução A função f é contínua e diferenciável em toda parte, pois é um polinômio. Em 
particular, f é contínua em [0, 2] e diferenciável em (0, 2); assim, as hipóteses do Teorema do 
Valor Médio estão satisfeitas com a = 0 e b = 2. Contudo, 
Ha)=f0)=1, fb)=I0)=3 
f 3x? : 3c? 
foj= dig 
Desse modo, a Fórmula (1) torna-se 
3c? el 
4 2-0 
tendo as duas soluções c = +2//3 = +1,15. Porém, somente a solução positiva está no 
intervalo (0, 2); esse valor de c está de acordo com a Figura 4.8.7. «4 


ou 30? =4 


E UMA INTERPRETAÇÃO DO TEOREMA DO VALOR MÉDIO USANDO A 
VELOCIDADE 

Há uma interpretação interessante do Teorema do Valor Médio quando x = f(t) for a curva po- 
sição versus tempo para um carro movendo-se ao longo de uma estrada reta. Nesse caso, o lado 
direito de (1) é a velocidade média do carro no intervalo de tempo a < t < b, enquanto o lado 
esquerdo é a velocidade instantânea em t = c. Assim, o Teorema do Valor Médio implica que 
pelo menos uma vez durante o intervalo de tempo a velocidade instantânea deve ser igual à velo- 
cidade média. Isso está de acordo com a nossa experiência no mundo real: se a velocidade média 
em uma viagem for de 80 km/h, então, em algum instante, o velocímetro marcou 80 km/h. 
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> Exemplo 5 Um motorista está dirigindo em uma estrada reta com o limite de velocidade 
de 80 km/h. Às 08 horas e 05 minutos da manhã, um controlador cronometra a velocidade do 
carro como sendo de 75 km/h e, 5 minutos depois, um segundo controlador, 10 km adiante 
na estrada, cronometra a velocidade do carro como sendo de 80 km/h. Explique por que o 
motorista poderia receber uma multa por excesso de velocidade. 


Solução O motorista percorreu 10 km em 5 minutos (= + h); logo, sua velocidade média 
foi de 120 km/h. O Teorema do Valor Médio garante que, pelo menos uma vez ao longo dos 
10 km, o motorista dirigiu a 120 km/h. < 


E CONSEQUÊNCIAS DO TEOREMA DO VALOR MÉDIO 

Havíamos afirmado, no começo desta seção, que o Teorema do Valor Médio é o ponto de par- 
tida para muitos resultados importantes em Cálculo. Como exemplo disso, vamos usá-lo para 
provar o Teorema 4.1.2, uma de nossas ferramentas fundamentais para a análise de gráficos 
de funções. 


4.1.2 TEOREMA (Revisado) Seja fuma função que é contínua no intervalo fechado 
[a, b] e diferenciável no intervalo aberto (a, b). 


(a) Se f'(x) > O com qualquer valor de x em (a, b), então f é crescente em la, b]. 


(b) Sef'(x) < O com qualquer valor de x em (a, b), então f é decrescente em [a, b]. 


(c) Se f'(x) = 0 com qualquer valor de x em (a, b), então f é constante em [a, b]. 


DEMONSTRAÇÃO (a) Sejam x, e x2 pontos em [a, b], sendo x, < x». Precisamos mostrar que 
fœ) < f(x2). Como as hipóteses do Teorema do Valor Médio estão satisfeitas em todo o in- 
tervalo [a, b], também estão no subintervalo [x1, x2]. Assim, há algum ponto c no intervalo 
aberto (x1, x2), tal que 


f2) — fŒ) 


X2 — X1 


Fo = 


ou, de forma equivalente, 
fa) — FO) =f 902 — x1) (3) 


Como c está no intervalo aberto (x1, x2), tem-se que a < c < b; portanto, f'(c) > 0. Porém, como 
xı < X2, tem-se que x, — xı > 0. Segue, a partir de (3), que f(x2) — f (xı) > O ou, equivalente- 
mente, f(x1) < f(x2), que é o que queríamos provar. As demonstrações de (b) e (c) são análo- 
gas e deixadas como exercícios. E 


E TEOREMA DA DIFERENÇA CONSTANTE 
Sabemos, de nosso estudo anterior sobre derivadas, que a derivada de uma constante é zero. A 
parte (c) do Teorema 4.1.2 é a recíproca daquele resultado, isto é, uma função cuja derivada é 
zero em um intervalo deve ser constante naquele intervalo. Se aplicarmos isso à diferença de 
duas funções, obteremos o seguinte teorema útil. 


4.8.3 TEOREMA (Teorema da Diferença Constante) Sefe g forem funções diferenciá- 
veis em um intervalo e se f'(x) = g'(x) em cada x do intervalo, então f— g é constante nesse 
intervalo; ou seja, existe uma constante k tal que f(x) — g(x) = k ou, equivalentemente, 


fœ) = 800) + k 


em cada x do intervalo. 


iK y=f@)=80)+k 


Se f'(x) = g'(x) em um intervalo, 
então os gráficos de fe g são 
translações verticais um do outro. 


Figura 4.8.8 
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DEMONSTRAÇÃO Sejam xı e x, dois pontos quaisquer do intervalo tais que x, < x2. Como as 
funções fe g são diferenciáveis no intervalo, elas são contínuas nesse intervalo. Como [x1, x2] 
é um subintervalo, segue que fe g são contínuas em [x;, x2] e diferenciáveis em (x1, x2). Além 
disso, segue, das propriedades básicas de derivada e continuidade, que o mesmo é verdadeiro 
para a função 


FO) =f0) — gx) 
Como 
F=f- g6)=0 


segue da parte (c) do Teorema 4.1.2 que F(x) = f(x) — g(x) é constante no intervalo [x1, x2]. 
Isso significa que f(x) — g(x) tem o mesmo valor nos dois pontos x, e x, do intervalo. Como 
esses dois pontos são arbitrários, segue que f — g é constante no intervalo. E 


Geometricamente, o Teorema da Diferença Constante nos diz que, se fe g têm a mesma 
derivada em um intervalo, então, nesse intervalo, os gráficos de fe g são translações verticais 
um do outro (Figura 4.8.8). 


> Exemplo 6 A parte (c) do Teorema 4.1.2 pode ser útil para estabelecer identidades. Por 
exemplo, embora não necessitemos do Cálculo para provar a identidade 


arc sen x + arc cos += (—l<x<1) (4) 
isso pode ser feito tomando f(x) = arc sen x + arc cos x. Segue das Fórmulas (9) e (10) da 
Seção 3.3 que 
f') = Zare sen x] + Z [arc cosa] = — sf 
x) = — [arc sen x] + — [arc cos x] = = 
dx dx Vl-x2 vVI-x? 

de modo que f(x) = arc sen x + arc cos x é constante no intervalo [—1, 1]. Essa constante 
pode ser encontrada calculando o valor de fem qualquer ponto conveniente desse intervalo. 
Por exemplo, usando x = 0, obtemos 


To x 
f@)= arc sen ecos 0 =0+ 5 = z 


provando (4). < 


Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.8 (Ver página 310 para respostas.) 


1. Sejaf() =x? — x. 


3. Seja fœ) =x — x. 


(a) Um intervalo no qual f satisfaz as hipóteses do Teorema de 
Rolle é ; 

(b) Encontre todos os valores de c que satisfazem a conclusão 
do Teorema de Rolle para a função f no intervalo de (a). 


Use o gráfico de f em anexo para encontrar um intervalo [a, b] 
no qual é aplicável o Teorema de Rolle e encontre todos os valo- 
res de c naquele intervalo que satisfazem a conclusão do teorema. 


5-43-21012345 Figura Ex-2 


(a) Encontre um ponto b tal que a inclinação da reta secante 
por (0, 0) e (b, f(b)) seja igual a 1. 

(b) Encontre todos os valores de c que satisfazem a conclusão 
do Teorema do Valor Médio para a função f no intervalo 
[0, b], onde b é o ponto encontrado em (a). 


. Use o gráfico de f em anexo para estimar todos os valores de 


c que satisfazem a conclusão do Teorema do Valor Médio nos 
intervalos 


(a) [0,8] (b) 10, 4] 


S+NVUOrRuUa 


Figura Ex-4 
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5. Encontre uma função f tal que o gráfico de f contenha o ponto 
(1,5) e tal que, para cada valor de xo, a reta tangente ao gráfi- 


EXERCÍCIOS 4.8 [F Recurso Gráfico 


co de fem xo seja paralela à reta tangente ao gráfico de y = x? 
em xo. 


1-4 Verifique se as hipóteses do Teorema de Rolle estão satisfeitas 
nos intervalos e encontre todos os valores de c nesses intervalos que 
satisfazem a conclusão do teorema. EH 


[3,5] 

2. f0)=5x— x; [0,4] 

3. f(x)=cosx; [7/2,37/2] 

[-1, 3] 


1. fœ) = xX — 8x + 15; 


4. f(x) = In(4 + 2x — x); 


5-8 Verifique se as hipóteses do Teorema do Valor Médio estão sa- 
tisfeitas nos intervalos e encontre todos os valores de c nesses inter- 
valos que satisfazem a conclusão do teorema. E 


[-3,5] 
6. fO)=2+x-4; [-1,2] 
7. f0)=v25—x2; [-5,3] 
8. Jort: 
X 


5. fO)= 2 —x; 


[3,4] 


54,9. (a) Encontre um intervalo [a, b] no qual 


foO=érd-xrsx—? 


satisfaz as hipóteses do Teorema de Rolle. 

(b) Gere o gráfico de f'(x) e use-o para fazer estimativas de 
todos os valores de c obtidos em (a) que satisfazem a con- 
clusão do Teorema de Rolle. 

(c) Use o Método de Newton para melhorar as estimativas ob- 
tidas em (b). 


110. Seja f(x) = xº — 4x. 


(a) Encontre a equação da reta secante que passa pelos pontos 
(2, f 2)) e fa). 

(b) Mostre que há somente um número c no intervalo (—2, 1) 
que satisfaz a conclusão do Teorema do Valor Médio para 
a reta secante em (a). 

(c) Encontre a equação da reta tangente ao gráfico de f no pon- 
to (c, f(c)). 

(d) Use um recurso gráfico computacional para gerar a reta 
secante de (a) e a tangente de (c) no mesmo sistema de 
coordenadas e confirme visualmente que as duas são 
paralelas. 


11-14 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


11. O Teorema de Rolle afirma que se f for uma função contínua 
em [a, b] e f(a) = f(b), então existirá um ponto entre a e b no 
qual a curva y = f(x) tem uma reta tangente horizontal. 


12. Se ffor contínua num intervalo fechado [a, b] e derivável em 
(a, b), então existirá um ponto entre a e b no qual a taxa de va- 
riação instantânea de f é igual à taxa de variação média de fem 
la, b]. 


13. O Teorema da Diferença Constante afirma que, se duas funções 
tiverem derivadas num intervalo que diferem por uma constan- 
te, então as funções têm os mesmos valores no intervalo. 


14. Uma aplicação do Teorema do Valor Médio é provar que uma 
função com derivada positiva num intervalo é crescente nesse 
intervalo. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15. Seja f(x) = tg x. 
(a) Mostre que não há no intervalo (0, 7) um ponto c tal 
que f'(c) = 0, embora f(0) = f(m) = 0. 
(b) Explique por que o resultado de (a) não viola o Teo- 
rema de Rolle. 


16. Sejam f(x) = 2Ba=-leb=s8. 
(a) Mostre que não há no intervalo (a, b) um ponto c tal que 


F(b) — Fa) 
b—a 


fo) = 


(b) Explique por que o resultado de (a) não viola o Teo- 
rema do Valor Médio. 


17. (a) Mostre que, se f for diferenciável no intervalo (—%, +00) 
e se os gráficos de y = f(x) e de y = f'(x) estiverem no 
mesmo sistema de coordenadas, então entre qualquer 
par de f há pelo menos um de f’. 

(b) Dê alguns exemplos que ilustrem isso. 


18. Reveja as Fórmulas (8) e (9) da Seção 2.1 e use o Teorema 
do Valor Médio para mostrar que, se f for diferenciável em 
(—00, +00), então em qualquer intervalo [xo, xı] há pelo me- 
nos um ponto em (xo, xı) no qual a taxa de variação instan- 
tânea de y em relação a x é igual à taxa de variação média, 
no mesmo intervalo. 


19-21 Use o resultado do Exercício 18 nestes exercícios. E 


19. Um automóvel percorre 4 km de uma estrada reta em 5 mi- 
nutos. Prove que o velocímetro mostra, pelo menos uma vez 
durante o percurso, exatamente 48 km/h. 


20. Às 11h da manhã, a temperatura externa era de 76°F. Às 11h da 

noite, havia caído para 52ºF. 

(a) Mostre que, em algum instante durante esse período, a 
temperatura estava decrescendo a uma taxa de 2ºF/h. 

(b) Suponha ser de seu conhecimento que a temperatura atin- 
giu os 88°F em algum momento entre as 11h da manhã 
e as 11h da noite. Mostre que, em algum instante duran- 
te esse período, a temperatura estava caindo a uma taxa 
maior do que 3ºF/h. 


21. Suponha que dois corredores de 100 metros rasos acabam em- 
patados. Mostre que, pelo menos uma vez durante a corrida, 
ambos tiveram a mesma velocidade. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


27. (a) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que, se f for 


28. (a) 


Use o fato de que 


xX 


d 

— [x In(2 — = ln(2 — x) — 
Fin- x)] = n - x) - —— 
para mostrar que a equação x = (2—x) In (2 —x) tem pelo me- 
nos uma solução no intervalo (0, 1). 


(a) Use o Teorema da Diferença Constante (4.8.3) para mostrar 
que, se f'(x) = g'(x) em cada x do intervalo (—%, +00), e se f 
e g têm o mesmo valor em algum ponto xo, então f(x) = g(x) 
em cada x de (—%, +). 

Use o resultado de (a) para confirmar a identidade trigono- 
métrica sen?x + cos?x = 1. 


(b) 


(a) Use o Teorema da Diferença Constante (4.7.3) para mos- 
trar que, se f'(x) = g'(x) em cada x de (—%, +00), e se f (xo) 


— g(xo) = c em algum ponto xo, então 


FO) gewe 


em cada x de (—%, +00). 
Use o resultado de (a) para mostrar que a função 


A) = (x — 1P — (24 x — 3) 


é constante em cada x de (—%, +%) e encontre a constante. 
Verifique o resultado de (b) multiplicando e simplificando 
a fórmula de A (x). 


(b) 


(c) 


Seja g(x) = xe — e. Encontre f(x), tal que f'(0) = g'e f(D)=2. 
Seja g(x) = arc tg x. Encontre f(x), tal que f'(0) = g'e f) =2. 


diferenciável em um intervalo aberto, e se |f'()| < M 
em cada x do intervalo, então 


FC) -fO < Mix — y| 


com quaisquer x e y do intervalo. 
(b) Use o resultado de (a) para mostrar que 
|sen x — sen y| < |x — y| 
para todos os valores reais de x e y. 


Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que, se f for 
diferenciável em um intervalo aberto, e se |f'(0)| > M 
em cada x do intervalo então 


œŒ -fO z Mp — yl 


com quaisquer x e y do intervalo. 
Use o resultado de (a) para mostrar que 


(b) 
itg x — tg y| > lx — yl 


com quaisquer valores de x e y no intervalo (—77/2, 7/2). 
Use o resultado de (b) para mostrar que 


(c) 
tg x+ tg y| > lx + yl 


com quaisquer valores de x e y no intervalo (—77/2, 7/2). 


29. 


(a) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que 


VY—X 
J- 


se0<x< y. 
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30. 


32. 


33. 


35. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


36 
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(b) Use o resultado de (a) para mostrar que, se O < x < y, en- 
z 1 
tão XY < 5(x + y). 
(a média aritmética é maior que a média geométrica). 
Mostre que, se f for diferenciável em um intervalo aberto e se 


f'@œ) + 0 no intervalo, a equação f(x) = O pode ter no máxi- 
mo uma raiz real no intervalo. 


« Use o resultado do Exercício 30 para mostrar o seguinte: 


(a) A equação x? + 4x — 1 = 0 tem exatamente uma raiz real. 
(b) Se b? — 3ac < 0 e se a + 0, então a equação 


aŻ +b¥ +cx+d=0 
tem exatamente uma raiz real. 
Use a desigualdade /3 < 1,8 para provar que 
7 <43 1,75 


[Sugestão: Tome f(x) = Jx ,a = 3 e b = 4 no Teorema do Va- 
lor Médio.] 


Use o Teorema do Valor Médio para provar que 


<arctgx<x (x >0) 


x 
1+x? 


. (a) Mostre que, se fe g forem funções para as quais 


Fo)=g0) e g0)=f0) 
em cada x, então f 29) — gax) é uma constante. 
Mostre que a função f(x) = 5 (* + ee a função g(x) = 
5 (e* — e”) têm essa propriedade. 


(b) 


(a) 


Mostre que, se fe g forem funções para as quais 
F=) e g'o) = -fa 


em cada x, então f 2x) + ga) é uma constante. 
(b) Dê um exemplo de funções fe g com essa propriedade. 


. Sejam fe g contínuas em [a, b] e diferenciáveis em (a, b). 
Prove: Se f(a) = g(a) e f(b) = g(b), então há um ponto c 
em (a, b) onde f'(c) = g'(c). 


37. Ilustre o resultado do Exercício 36 com uma figura apro- 
priada. 
38. (a) Prove: Se f“(x) > O em cada x de (a, b), então f'(x) = 0 
no máximo uma vez em (a, b). 
(b) Dê uma interpretação geométrica do resultado em (a). 
39. (a) Prove a parte (b) do Teorema 4.1.2. 


40. 


(b) Prove a parte (c) do Teorema 4.1.2. 


Use o Teorema do Valor Médio para provar o resultado se- 
guinte: Seja fuma função contínua em xp e suponha que exista 
lim, > x f(x). Então f é diferenciável em xo e 


fo) = lim f'6) 
[Sugestão: A derivada f' (xo) é dada por 
fO) — Fo) 


f(x) = lim 
x—> Xo x — Xo 


desde que esse limite exista. ] 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


41. Seja 


3x2, xl 
fœ) = do x>1 


Encontre os valores de a e b tais que f seja diferenciável em 


= l 
42. (a) Seja 
. x?, x<0 
o E x>0 
Mostre que 


am f u= m, f (2) 


mas que f'(0) não existe. 
(b) Seja 


x2, x<0 
ro= fis x>0 


Mostre que f'(0) existe, mas f”(0) não. 


43. Use o Teorema do Valor Médio para provar o resultado seguin- 
te: O gráfico de uma função f tem uma reta tangente vertical 
em (xo. f(xo)) se f é contínua em xp e f'(x) tende ou a +% ou a 
—oo quando x — xý e quando x —> xg. 


44. Texto Suponha que p(x) seja um polinômio não constante 
com zeros em x = a e em x = b. Explique como o Teorema do 
Valor Extremo (4.4.2) junto ao Teorema de Rolle podem ser 
usados para mostrar que p tem algum ponto crítico entre a e b. 


45. Texto Encontre e descreva uma situação física que ilustre o 
Teorema do Valor Médio. 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 4.8 


1. (a) [0,1] b)c=} 2.[-3,3]c=-2,0,2 3. ()b=2(b)c=1 


2 


4. (a) 1,5 (b) 0,8 5. fœ@) =x +4 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 4 [=| Recurso Gráfico [E] CAS 


1. (a) Se xı < x», que relação deve existir entre f (xı) e f(x5) para 
fser crescente em um intervalo contendo x, e x2? E decres- 
cente? E constante? 

(b) Qual condição sobre f’ garante que f seja crescente em um 
intervalo [a, b]? E decrescente”? E constante? 


2. (a) Qual condição sobre f’ garante que, em um intervalo aber- 
to, f seja: côncava para cima, côncava para baixo? 
(b) Qual condição sobre f” garante que, em um intervalo aber- 
to, f seja: côncava para cima, côncava para baixo? 
(c) Em palavras, o que é um ponto de inflexão de f ? 


3-10 Encontre: (a) os intervalos onde fé crescente, (b) os intervalos 
onde fé decrescente, (c) os intervalos abertos onde f é côncava para 
cima, (d) os intervalos abertos onde f é côncava para baixo e (e) as 
coordenadas x de todos os pontos de inflexão. E 


3. fœ@) =x — 5x+6 4. fœ) =x — 8 + 16 
2 
6. fœ) = Jx +2 


8. f = 4P — 18 


10. fœ = arc tg x? 


Ha T 
7. f)=x(x 44) 


9. fœ) = 1/e° 


+ 11-14 Analise a função trigonométrica f no intervalo especificado, 


enunciando onde f é crescente, decrescente, côncava para cima e 
côncava para baixo e dando as coordenadas x de todos os pontos de 
inflexão. Confirme se seus resultados são consistentes com o gráfi- 
co de f gerado por um recurso gráfico. EH 


11. f(x) = cos x; [0, 27] 
12. fœ) = tg x; (—7/2, 7/2) 


13. f(x) = sen x cos x; [0, 7] 
14. fœ) = cos? x — 2 sen x; [0, 27] 


15. Em cada parte, esboce uma curva contínua y = f(x) com as 

propriedades indicadas: 

(a) HD=4I(D=LFf()<0Ocomx<2, 
f'Q)>0comx>2 

(b) f(2) = 4, f"Œ) > 0 comx < 2, f"(x) < 0 comx > 2, 
im f= te im, 16) =t 

(c) F2) = 4, f"Œ) <0 comx + 2, lim f'(x)=1, 
m Fœ) ==l ida 


16. Em (a) a (d), é dado o gráfico completo de um polinômio com 
grau no máximo 6. Encontre equações para polinômios que 
produzam gráficos com esses aspectos e verifique suas respos- 
tas com um recurso gráfico computacional. 


(a) (b) Ay 


= 


= 
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17. Encontre condições em a, b e c que garantam que o polinômio 28. Em cada parte, encontre todos os pontos críticos e use o teste 
quadrático geral da derivada segunda (quando possível) para classificá-los em 
máximos ou mínimos relativos, ou em nenhum dos dois. 
(a) fO = 12 tia 
seja sempre crescente ou sempre decrescente em [0, +20). b) f)=2+8/x 
(c) FO) = sen? x — cos x, 0 < x < 27 


fQO)=al+bx+c (40) 


18. Encontre condições em a, b, c e d que garantam que o polinô- 
mio cúbico geral 29-36 Faça um gráfico completo de f, indique os limites quando 
ORE RR) x> +o% e localize todos os extremos relativos, os pontos de infle- 
xão e as assíntotas (quando apropriado). E 


seja sempre crescente ou sempre decrescente em (—%, +00). 29. f= 3043241 


19. Use um recurso gráfico para estimar o valor de x no qual 30. FE) = — 4444 4% 


Jx 


= — 31. fœ) = tg? +1 32. f(x) = x- cos x 
109) = a FO) = tee + 1) fo) 
está crescendo mais rapidamente 33. f(x) = E 34. f(x) = ade 
i = a +2x +5 TRES g3 
20. Prove que, para quaisquer constantes a e k, o gráfico de 
ly2, x 
2 35. fS 
y= Ira —xº, x>0 
tem um ponto de inflexão em x = —k. 36. HO) = (1 + x2 8 — x)! 
21. (a) Onde no gráfico de y = f(x) devemos esperar que y esteja 37-44 Use qualquer método para encontrar os extremos relativos da 
crescendo ou decrescendo mais rapidamente em relação a x? função f dada. E 
(b) Em palavras, o que é um extremo relativo? 3 4 E 
(c) Enuncie um procedimento para determinar onde podem 37. Ho) =x + Sx—2 38. fa) =x —2x +7 
ocorrer os extremos relativos de f. 39. fl) = x4/5 40. f(x) =2x + LP 
22. Determine se a afirmação é verdadeira ou falsa. Se for falsa, dê 41 x? 42 £ 
um exemplo para o qual ela falha. «JES x2? +1 . f&a) = x+2 
a) Se ftem um máximo relativo em xo, então f (xo) é o maior 
ser i f) 43. f)=In(l +) 44. FO = A 


valor que f(x) pode ter. 

(b) Se o maior valor para f no intervalo (a, b) ocorre em xo, 
então f tem um máximo relativo em xo. 

(c) Uma função tem um extremo relativo em cada um de seus 
pontos críticos. 


[=] 45-46 Usando um recurso gráfico computacional, podem se perder 
aspectos importantes de um gráfico se a janela escolhida não for 
apropriada. Isso está ilustrado nos Exercícios 45 e 46. E 


45. (a) Gere o gráfico de f(x) = ix — nox no intervalo [—5, 5] 
e faça uma conjectura sobre a natureza e a localização de 
todos os pontos críticos. 

(b) Encontre a localização exata de todos os pontos críticos 
e classifique-os como máximos ou mínimos relativos, ou 
nenhum dos dois. 

(c) Confirme os resultados de (b) fazendo o gráfico de fem 

24-26 Localize os pontos críticos e identifique quais deles corres- um intervalo apropriado. 


pondem a pontos estacionários. EB 


23. (a) De acordo com o teste da derivada primeira, quais condi- 
ções garantem que f tem um máximo relativo em xo? E um 
mínimo relativo? 

(b) De acordo com o teste da derivada segunda, quais condi- 
ções garantem que f tem um máximo relativo em xo? E um 
mínimo relativo? 


46. (a) Gere o gráfico de 
24. (a) f(x) =024+3% —9x+1 
O) fo) =" -62—3 Tosd- myy — 6 


2-3 no intervalo [—5, 5] e faça uma conjectura sobre a locali- 
x? +1 zação e a natureza de todos os pontos críticos. 

26. (a) fœ) =x — 4) b) fo) = 4P — 6x1 (b) Encontre a localização exata de todos os pontos críticos 
e classifique-os como máximos ou mínimos relativos, ou 
nenhum dos dois. 

Confirme os resultados de (b) fazendo gráficos de partes 
de f em intervalos apropriados. [Nota: Não é possível en- 
contrar uma única janela na qual sejam visíveis todos os 
pontos críticos. ] 


25. (a) f(x) = (b) fœ) = 


x 
x? +2 


27. Em cada parte, encontre todos os pontos críticos e use o teste 
da derivada primeira para classificá-los em máximos ou míni- (© 
mos relativos, ou nenhum dos dois. 
(a) FŒ =P- 7? 
(b) f(x) = 2 sen x — cos 2x, 0<x< 2r 
(0) fœ) = 3x— x -— 1)? 
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48. 


49. 


[5] 50. 


51. 


52. 


53. 


Cálculo 


« (a) Use um recurso gráfico computacional para gerar os grá- 


ficos de y = x e y = (x — 8)/( + 1) juntos no intervalo 
[—5, 5] e faça uma conjectura sobre a relação entre eles. 
(b) Confirme sua conjectura em (a). 


Use diferenciação implícita para mostrar que a função defini- 
da implicitamente por sen x + cos y = 2y tem pontos críticos, 
sempre que cos x = 0. Use, então, o teste da derivada primei- 
ra ou segunda para classificá-los como máximos ou mínimos 
relativos. 


Seja 


2x? +x? — 15x +7 
(2x — D3x2+x— 1) 


fœ) = 


Faça o gráfico de y = f(x) e encontre as equações de todas as 
assíntotas horizontais e verticais. Explique por que não há as- 
síntota vertical em x = 2, mesmo que o denominador de f tenha 
um zero nesse ponto. 


Seja 


e e a P T, 
7 — 2x6 — 3x5 + 6x4 + 4x — 8 


fœ) = 
x 


(a) Use um CAS para fatorar o numerador e o denominador de 
fe use os resultados para determinar a localização de todas 
as assíntotas verticais. 

(b) Confirme que sua resposta está de acordo com o gráfico 


de f. 


(a) Que desigualdade f(x) precisa satisfazer para que f tenha 
um máximo absoluto em um ponto xo de um intervalo? 

(b) Que desigualdade f(x) precisa satisfazer para que f tenha 
um mínimo absoluto em um ponto xo de um intervalo? 

(c) Qual é a diferença entre um extremo absoluto e um relativo? 


De acordo com o Teorema do Valor Extremo, quais condições 
sobre uma função fe um intervalo dados garantem que f irá ter 
um máximo e um mínimo absolutos no intervalo? 


Em cada parte, determine se a afirmativa é verdadeira ou falsa 

e justifique sua resposta. 

(a) Se f for diferenciável no intervalo aberto (a, b) e tiver aí 
um extremo absoluto, então este deve ocorrer em um pon- 
to estacionário de f. 

(b) Se f for contínua no intervalo aberto (a, b) e tiver aí um 
extremo absoluto, então este deve ocorrer em um ponto 
estacionário de f. 


54-56 Em cada parte, encontre o mínimo absoluto m e o máximo 
absoluto M de f no intervalo dado (se existirem) e indique onde 
ocorrem os extremos absolutos. EH 


54. 


55. 


(a) fœ) = 1/x; [-2, —1] 

b) fo)=2—*; [-1,5] 

(c) fœ) =x -— tg x; [—-7/4, m/4] 
(d f(x) = — |? — 2x]; [1,3] 


(a) FŒ =x — 3x — 1; (00, +00) 
(b) fœ) = xX — 3x — 2; (—00, +0) 


56. 


57. 


58. 
59. 


60. 


61. 


62. 


(0) FO) = e/xº; (0, +00) 
(d) FO) = x"; (0, +00) 


(a) f@) = 2x — 5xt + 7; (—1, 3) 
(b) F= (3 x) — 2); (0,2) 
(c) f(x) = 2x/(2 + 3); (0, 2] 
(d) fœ = x? (x - 2)!/3; (0,3] 


Em cada parte, use um recurso gráfico para estimar os valores 
máximo e mínimo absolutos de f, se houver, no intervalo dado, 
e então use os métodos do Cálculo para encontrar os valores 
exatos. 

(a) fœ = (2 — 1}; (—%, +00) 

(b) FO) = 4/02 + 1); [0, +00) 

(c) f(x) = 2 sec x — tg x: [0, 7/4] 

(d) fœ) = x/2 + nE? + 1); [4,0] 


Prove que x < arc sen x em cada x de [0, 1]. 


Seja 


(a) Gere o gráfico de y = f(x) e use-o para fazer estimativas 
das coordenadas dos extremos absolutos. 

(b) Use um CAS para resolver a equação f'(x) = 0 e, então, para 
fazer aproximações mais precisas das coordenadas de (a). 


A janela de uma igreja consiste em uma secção semicircular 
no topo de um retângulo, conforme mostra a Figura Ex-60. O 
vidro azul deixa passar metade da luz por unidade de área. En- 
contre o raio r da janela que admite maior luz se o perímetro de 
toda a janela for de P metros. 


Encontre as dimensões do retângulo com área máxima que 
pode ser inscrito na elipse (x/4)? + (y/3} = 1 (Figura Ex-61). 


Ay 
(1/42 + (0/32 =1 


Azul 
e xX 
r E > 
Claro h 


Figura Ex-60 Figura Ex-61 


Conforme mostra a figura a seguir, suponha que um barco en- 
tre em um rio no ponto (1, 0) e mantenha sua direção voltada 
para a origem. Como resultado da forte corrente, ele segue a 
trajetória 


x10/3 1 


ERES 2x2/3 


onde x e y estão em quilômetros. 

(a) Faça o gráfico da trajetória seguida pelo barco. 

(b) O barco pode atingir a origem? Se não, discuta seu destino 
e descubra quão próximo estará dela. 


63. 


64. 


65. 


[5] 67. 


(1,0) 


Figura Ex-62 


Uma folha de papelão quadrada com 120 cm de lado é usada 
para fazer uma caixa sem tampa cortando quadrados de tama- 
nho igual dos quatro cantos e dobrando para cima os lados. 
Qual o tamanho dos quadrados que devem ser cortados fora 
para se obter uma caixa de maior volume possível? 


É verdadeiro ou falso que uma partícula em movimento retilí- 
neo está aumentando sua velocidade se a velocidade for cres- 
cente e está diminuindo sua velocidade se a velocidade for de- 
crescente? Justifique sua resposta. 


(a) Um objeto em movimento retilíneo pode reverter sua si- 
tuação se a aceleração for constante? Justifique sua respos- 
ta usando uma curva velocidade versus tempo. 

(b) Um objeto em movimento retilíneo pode ter velocidade 
escalar crescente e aceleração decrescente? Justifique sua 
resposta usando uma curva velocidade versus tempo. 


Suponha que a função de posição de uma partícula em movi- 
mento retilíneo seja dada pela fórmula s(t) = t / (2? + 8) para 
t> 0. 

(a) Use um recurso gráfico computacional para gerar as cur- 
vas posição, velocidade e aceleração versus tempo. 

(b) Use um gráfico apropriado para fazer uma estimativa do 
instante em que a partícula reverte sua direção e, então, 
encontre esse tempo. 

(c) Encontre a posição, a velocidade e a aceleração no instante 
em que a partícula reverte sua direção. 

(d) Use os gráficos apropriados para fazer uma estimativa dos 
intervalos de tempo nos quais a partícula está aumentando 
e dos intervalos de tempo nos quais está diminuindo sua 
velocidade e os encontre com exatidão. 

(e) Quando a partícula tem suas velocidades máxima e mínima? 


Suponha que a função posição de uma partícula em movimento 
retilíneo seja dada pela fórmula 
t+] 


d=—— 


> t20 
tt+1 


(a) Use um CAS para encontrar fórmulas simplificadas para a 
velocidade v(t) e para a aceleração a(t). 

(b) Faça os gráficos das curvas posição, velocidade e acelera- 
ção versus tempo. 

(c) Use o gráfico apropriado para fazer uma estimativa do ins- 
tante em que a partícula está mais longe da origem e sua 
distância até a origem nesse instante. 

(d) Use o gráfico apropriado para fazer uma estimativa do in- 
tervalo de tempo durante o qual a partícula se move na 
direção positiva. 
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69. 


70. 


71. 


72. 


73: 


74. 


75. 


76. 
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(e) Use os gráficos apropriados para fazer estimativas dos in- 
tervalos de tempo durante os quais a partícula está aumen- 
tando sua velocidade e dos intervalos de tempo durante os 
quais está diminuindo. 

(f) Use o gráfico apropriado para fazer uma estimativa da 
velocidade máxima da partícula e do instante em que ela 
ocorre. 


Faça uma figura apropriada e descreva a ideia básica do Méto- 
do de Newton, sem usar fórmulas. 


Use o Método de Newton para aproximar todas as três soluções 
de x? — 4x+1=0. 


Use o Método de Newton para aproximar a menor solução po- 
sitiva de sen x + cos x = 0. 


Use um recurso gráfico para determinar o número de vezes que 
a curva y = xX intersecta a curva y = (x/2) — 1. Então, aplique 
o Método de Newton para aproximar as coordenadas x de todas 


as intersecções. 


De acordo com a Lei de Kepler, os planetas no nosso sistema 
solar movem-se em órbitas elípticas em torno do Sol. Se a po- 
sição do planeta mais próximo do Sol ocorrer no instante t = 0, 
então a distância r do centro do planeta até o centro do sol em 
um instante t posterior pode ser determinada pela equação 


r=a(l-— ecos q) 


onde a é a distância média entre os centros, e é uma constante 
positiva que mede o achatamento da órbita elíptica e ġ é a solu- 
ção da equação de Kepler 


2t 
— = ġ-—eseng 


T 
na qual T é o tempo levado para uma órbita completa do pla- 
neta. Estime a distância da Terra ao Sol quando t = 90 dias. 
[Primeiro, ache & da equação de Kepler e, então, use esse valor 
para encontrar a distância. Use a = 150 x 10º km, e = 0,0167 
e T = 365 dias.) 


Usando as fórmulas do Exercício 72, encontre a distância de 
Marte ao Sol quando t = 1 ano. Para Marte, use a = 228 x 109 
km, e = 0,0934 e T= 1,88 ano. 


Suponha que f seja contínua no intervalo fechado [a, b] e di- 
ferenciável no intervalo aberto (a, b); além disso, suponha que 
f(a) = f(b). É falso ou verdadeiro que f deve ter pelo menos um 
ponto estacionário em (a, b)? Justifique sua resposta. 


Em cada parte, determine se todas as hipóteses do Teorema de 
Rolle estão verificadas no intervalo dado. Caso não estiverem, in- 
dique qual é a hipótese que está falhando; se estiverem, encontre 
todos os valores de c garantidos na conclusão do teorema. 

(a) f0)=v4— x? em [-2,2] 

(b) fŒ = 222 — 1 em [1,1] 

(c) Fœ) = sena?) em [0, /7] 


Em cada parte, determine se todas as hipóteses do Teorema 
do Valor Médio estão verificadas no intervalo dado. Caso não 
estejam, indique quais hipóteses estão falhando; se estive- 
rem, encontre todos os valores de c garantidos na conclusão 
do teorema. 
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(a) fœ) = |x — 1| em [-2, 2] 
x+1 

(b) f(x) = —— em [2,3] 
x—1 


3-x? 
2/x sex>l 


sex <1 


(ce) FO) = | em [0, 2] 


77. Use o fato de que 


d 
gO tx) = 64a 
X 


CAPÍTULO 4 ESTABELECENDO CONEXÕES 


para mostrar que a equação 6x) — 4x + 1 = 0 tem pelo menos 
uma solução no intervalo (0, 1). 


78. Seja g(x) = xX? — 4x + 6. Encontre f(x), tal que f(x) = g'(x) e 


f0) =2. 


1. Suponha que g(x) seja uma função definida e diferenciável em 


cada x real e que g(x) tenha as seguintes propriedades: 
() s0=2eg'0)=-; 
G) g4) =3eg'(4)=3 
Gii) g(x) é côncava para cima em x < 4 e côncava para baixo em 
x>4. 
(iv) g(x) > —10 para todo x. 
Usando essas propriedades, responda às questões seguintes: 
(a) g tem quantos zeros? 
(b) g' tem quantos zeros? 
(c) Exatamente um dos limites é possível: 


dim e) ==5, (lim (050, (lim (0-5 


Identifique qual desses resultados é possível e faça um esboço 
aproximado do gráfico de uma tal função g(x). Explique por 
que os dois outros resultados são impossíveis. 


Os dois gráficos nas figuras abaixo retratam uma função racio- 

nal r(x) e sua derivada r'(x). 

(a) Aproxime as coordenadas de cada ponto de inflexão do 
gráfico de y = r(x). 

(b) Suponha que f(x) seja uma função contínua em toda parte 
e cuja derivada satisfaz 


POS =D) 


Quais são os pontos críticos de f(x)? Em cada ponto críti- 
co, identifique se f(x) tem um máximo relativo, um míni- 
mo relativo ou nenhum desses. Aproxime f"(1). 


Figuras Ex-2 


3. Com r(x) dado no Exercício 2, seja g(x) uma função contínua 


em toda parte e tal que g'(x) = x — r(x). A função g(x) tem um 
ponto de inflexão em quais valores de x? 


. Seja fuma função cuja derivada é contínua em toda parte. Su- 


ponha que exista um número real c tal que, quando o Método 
de Newton é aplicado a f, a desigualdade 
1 


In — e] <— 
n 


é satisfeita para todos os valores de n = 1, 2, 3,... 
(a) Explique por que 


bg =| <= 
n 


com quaisquer valores de n = 1, 2, 3,... 
(b) Mostre que existe uma constante positiva M tal que 


2M 
KODEM =| S E 


com quaisquer valores de n = 1, 2, 3,... 
(c) Prove que, se f(c) + 0, então existe um inteiro positivo N 
tal que 
IFC) 
La < [f&n 
2 
com n > N. [Sugestão: Mostre que f(x) — f(c) quando 
x — ce então aplique a Definição 1.4.1 com € = A Fo] 
(d) O que pode ser concluído de (b) e (c)? 


5. Quais são os elementos importantes no argumento sugerido 


pelo Exercício 4? É possível estender esse argumento a uma 
coleção maior de funções? 


6. Um inseto em movimento num chão liso ao longo da beirada 


de um tapete grosso encontra uma irregularidade do tapete no 
formato de um retângulo de 2 por 3 cm que avança para fora 
da beirada, como ilustra a Figura Ex-6a a seguir. 


3 em 


2 cm Tapete 2 cm 


A B 
ii E Figura Ex-6a 

O inseto, que quer ir do ponto A até o ponto B, caminha a 
0,7 cm/s pelo chão liso, mas somente a 0,3 cm/s pelo tapete. 
Quatro opções do trajeto do inseto são as seguintes: (i) percor- 
rer a borda da irregularidade retangular pelo chão liso; (ii) ata- 


G) Gi) 
Figura Ex-6b 


Gii) 
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lhar pelo tapete até a beirada mais larga do retângulo e depois 

continuar pela borda; (iii) atalhar diretamente até a outra bor- 

da menor do retângulo e depois continuar pela borda; (iv) ata- 
lhar diretamente pelo tapete até o ponto B. (Ver Figura Ex-6b.) 

(a) Calcule o tempo que o inseto leva para percorrer os traje- 
tos (i) e (iv). 

(b) Suponha que o inseto utilize a opção (ii) e utilize x para 
representar a distância total percorrida no chão liso. Identi- 
fique o intervalo apropriado para x nesse caso e determine o 
menor tempo que o inseto pode levar usando a opção (ii). 

(c) Suponha que o inseto utilize a opção (iii) e utilize x nova- 

mente para representar a distância total percorrida no chão 

liso. Identifique o intervalo apropriado para x nesse caso e 

determine o menor tempo que o inseto pode levar usando 

a opção (iii). 

Qual das opções (i), (11), (iii) ou (iv) oferece o trajeto mais 

rápido? Qual é o tempo mínimo que o inseto leva nessas 

opções? 


(d) 


(iv) 


Jon Ferrey/Allsport/Getty Images 


Se for conhecida a velocidade de 
um carro de corrida durante um 
certo intervalo de tempo, então 
é possível encontrar a distância 
percorrida nesse intervalo de 
tempo usando as técnicas que 
serão estudadas neste capítulo. 


INTEGRAÇÃO 


Neste capítulo, começaremos com uma visão geral do problema de encontrar áreas: discutiremos 
o significado do termo “área” e delinearemos duas abordagens para definir e calcular áreas. Em 
seguida, analisaremos o Teorema Fundamental do Cálculo, que é o teorema que relaciona os 
problemas de encontrar retas tangentes e áreas, e discutiremos técnicas de calcular áreas. Por 
fim, utilizaremos as ideias desenvolvidas neste capítulo para definir o valor médio de uma função, 
continuar nosso estudo de movimento retilíneo e examinar algumas consequências da regra da 
cadeia no Cálculo Integral. Concluiremos este capítulo estudando funções definidas por integrais, 
com ênfase na função logaritmo natural. 


5.1 UMA VISÃO GERAL DO PROBLEMA DE ÁREA 


Nesta seção introdutória, consideraremos o problema de calcular áreas de regiões planas 
com contornos curvilíneos. Todos os resultados desta seção serão reexaminados com mais 
detalhes em seções posteriores deste capítulo. Nosso objetivo aqui é tão somente introduzir 
os conceitos fundamentais. 


E O PROBLEMA DA ÁREA 


Muitas civilizações primitivas conheciam as fórmulas para a área de polígonos como qua- 
drados, retângulos, triângulos e trapézios. Contudo, os matemáticos primitivos se deparavam 
com muitas dificuldades para encontrar fórmulas para a área de regiões com contornos curvi- 
líneos, das quais o círculo é o exemplo mais simples. 

O primeiro progresso real no trato com o problema geral da área foi obtido pelo matemáti- 
co grego Arquimedes, que obteve áreas de regiões delimitadas por arcos de círculos, parábolas, 
espirais e vários outros tipos de curvas, usando um procedimento genial mais tarde denominado 
método de exaustão. Esse método, quando aplicado ao círculo, consiste na inscrição de uma su- 
cessão de polígonos regulares no círculo, permitindo que o número de lados dos polígonos cres- 
ça indefinidamente (Figura 5.1.1). À medida que cresce o número de lados, os polígonos tendem 
a “exaurir” a região do círculo e suas áreas se aproximam cada vez mais da área exata do círculo. 

Para ver como isso funciona numericamente, denote por A(n) a área de um polígono 
regular de n lados inscrito em um círculo de raio 1. A Tabela 5.1.1 mostra os valores de A(n) 
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Tabela 5.1.1 
n A(n) 


100  3,13952597647 
200  3,14107590781 
300  3,14136298250 
400  3,14146346236 
500  3,14150997084 
1.000  3,14157198278 
2.000  3,14158748588 
3.000  3,14159035683 
4.000  3,14159136166 
5.000  3,14159182676 


10.000 3,14159244688 
Figura 5.1.1 


com várias escolhas de n. Observe que, com valores grandes de n, como é de esperar, a área 
A(n) parece estar próxima de 7 (unidades de área). Isso sugere que, para um círculo de raio 1, 
o método da exaustão é equivalente a uma equação da forma 
lim A(n) = 7 
n> 0 
Como os matemáticos gregos suspeitavam muito do conceito de “infinito”, eles evi- 
Ay tavam seu uso em argumentos matemáticos. Desse modo, o cálculo de áreas pelo méto- 
»=f0) do de exaustão era um procedimento muito complicado. Acabou ficando para Newton e 
Leibniz a descoberta de um método geral de obtenção de áreas que utilizasse explicita- 
mente a noção de limite. Discutiremos o método desses matemáticos no contexto do pro- 
blema seguinte. 


yx 


5.1.1 O PROBLEMA DA ÁREA Dada uma função f contínua e não negativa em um in- 


tervalo [a, b], encontre a área da região entre o gráfico de fe o intervalo [a, b] no eixo x 
(Figura 5.1.2). 


Figura 5.1.2 


y =f E O MÉTODO DOS RETÂNGULOS PARA ENCONTAR ÁREAS 


Uma abordagem ao problema da área é a utilização do método de exaustão de Arquimedes 
da seguinte maneira: 


e Dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais e, em cada um deles, construir um 
retângulo que se estende desde o eixo x até algum ponto na curva y = f(x) acima do su- 
bintervalo; o ponto particular não interessa, podendo ser o que estiver acima do centro, 
acima dos extremos ou acima de qualquer outro ponto no subintervalo. Na Figura 5.1.3, 
ele está acima do centro. 


Esse 
yx 


Figura 5.1.3 

e Para cada n, a área total dos retângulos pode ser vista como uma aproximação à área 
exata sob a curva acima do intervalo [a, b]. Além disso, fica intuitivamente evidente 

De um ponto de vista lógico, não po- que, quando n cresce, essas aproximações irão se tornar cada vez melhores e tender à 

demos falar sobre o cálculo de áreas área exata como um limite (Figura 5.1.4). Assim, se A denota a área exata sob a curva e 


semi termos antestuma delnica A, denota a aproximação de A usando n retângulos, então 
matemática precisa do termo “área”. 


Adiante, neste capítulo, daremos tal A= lima, 
definição, mas por enquanto tratare- dida 
mos intuitivamente do conceito. 


Diremos que esse é o método dos retângulos para o cálculo de 4. 
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Ay 


»=f0) 


yx 


Ay Ay 


y =f09) y =f) 


yx 
y= 


a b 


Figura 5.1.4 


Para ilustrar essa ideia, vamos usar o método dos retângulos para aproximar a área sob 


2 


a curva y = x° acima do intervalo [0, 1] (Figura 5.1.5). Para começar, vamos subdividir o 
intervalo [0, 1] em n subintervalos iguais, cada um, portanto, com comprimento de 1/n; as 
extremidadess dos subintervalos ocorrem em 


Arquimedes (287 a.C.—212 a.C.) Matemático e cientista 
grego. Nascido em Siracusa, na Sicília, era filho do astrô- 
nomo Fídeas e possivelmente aparentado de Heiron II, rei 
de Siracusa. A maioria dos fatos sobre sua vida vem do 
biógrafo romano Plutarco, que inseriu algumas páginas 
provocadoras sobre ele na vasta biografia do soldado ro- 
mano Marcelo. Nas palavras de um escritor, “o relato sobre Ar- 
quimedes é marcante como uma finíssima fatia de presunto em 
um enorme sanduíche”. 

Arquimedes é considerado, juntamente a Newton e Gauss, 
um dos três grandes matemáticos da História e, certamente, o 
maior da antiguidade. Seu trabalho é tão moderno em espírito e 
técnica que é difícil distingui-lo dos trabalhos dos matemáticos 
do século XVII, mesmo que feito sem os benefícios da Álge- 
bra ou de um sistema numérico conveniente. Entre suas reali- 
zações matemáticas, desenvolveu um método geral (exaustão) 
para calcular áreas e volumes, tendo utilizado-o para encontrar 
áreas limitadas por parábolas e espirais e volumes de cilindros, 
paraboloides e segmentos de esferas. Elaborou um procedimento 
para aproximar 7 limitando seu valor entre 3 £ e3 I . Apesar das 
limitações do sistema numérico grego, criou métodos para en- 
contrar raízes quadradas e um método baseado no miríade grego 
(10.000) para representar números tão grandes como 1 seguido 
por 80 bilhões de milhões de zeros. 

Dentre todos os seus trabalhos, o que mais orgulhava Arqui- 
medes era o método para encontrar o volume de uma esfera — ele 
mostrou que o volume de uma esfera é 2/3 do volume do menor 
cilindro que a contém. Satisfazendo a um pedido seu, a figura de 
uma esfera e de um cilindro foi gravada na lápide de seu túmulo. 

Além de Matemática, Arquimedes trabalhou extensiva- 
mente em Mecânica e Hidrostática. Quase todo estudante cole- 
gial conhece Arquimedes como um cientista distraído que, des- 
cobrindo que um objeto, ao boiar, desloca seu peso do líquido, 
pulou da banheira e saiu correndo nu pelas ruas de Siracusa gri- 
tando: “Eureka, eureka!” (“eu descobri!”). Arquimedes, na rea- 
lidade, criou a disciplina de Hidrostática e usou-a para encontrar 
posições de equilíbrio para vários corpos flutuantes. Ele lançou 


1 2 3 1 
n? n’ poi n , 


os postulados fundamentais da Mecânica, descobriu as leis das 
alavancas e calculou centros de gravidade de várias superfícies 
planas e de sólidos. Na agitação da descoberta das leis matemá- 
ticas da alavanca, atribuiu-se a ele a frase: “Dai-me um ponto de 
apoio que eu moverei a Terra”. 

Embora Arquimedes estivesse mais interessado na Ma- 
temática pura do que em suas aplicações, ele era um gênio em 
Engenharia. Durante a segunda guerra Púnica, quando Siracusa 
foi atacada pela frota romana sob o comando de Marcelo, foi re- 
gistrado por Plutarco que as invenções militares de Arquimedes 
mantiveram a frota afastada por três anos. Ele inventou superca- 
tapultas que faziam chover pedras pesando um quarto de tonela- 
da ou mais sobre os romanos e aterrorizantes engenhos mecâni- 
cos de ferro com “bicos e garras”, os quais, por cima das paredes 
da cidade, agarravam os navios e os jogavam contra as pedras. 
Após o primeiro revés, Marcelo chamou Arquimedes de um 
“Briareus geométrico (monstro mitológico com cem braços) que 
usava nossos navios como xícaras para tirar água do oceano”. 

Finalmente, o exército romano foi vitorioso e, contra- 
riando ordens específicas de Marcelo, Arquimedes, então com 
75 anos, foi morto por um soldado romano. De acordo com um 
registro do incidente, o soldado fez sombra sobre a areia onde 
Arquimedes trabalhava em um problema matemático. Irritado, 
Arquimedes gritou: “não perturbe os meus círculos”. O soldado, 
em um acesso de raiva, matou o velho. 

Embora não exista representação ou estátua desse gran- 
de homem, nove trabalhos de Arquimedes sobreviveram até os 
dias de hoje. De especial importância é o tratado O Método dos 
Teoremas Mecânicos, que era parte de um palimpsesto que foi 
encontrado em 1906 em Constantinopla. Nesse tratado, Arqui- 
medes explica como fez algumas de suas descobertas, utilizan- 
do um raciocínio que antecipa as ideias do Cálculo Integral. 
Esse documento permaneceu perdido até 1998, quando foi ad- 
quirido por um colecionar particular anônimo por dois milhões 
de dólares. 


[magem: http: //commons.wikimedia.org /wiki/File:Archimedes. %28Idealportrait%29.jpg] 


0 1 


Figura 5.1.5 


Subdivisão de [0, 1] em n sub- 
intervalos de igual comprimento 


Figura 5.1.6 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use um recurso computacional para 
calcular o valor de Ai na Tabela 
5.1.2. Alguns recursos computacio- 
nais têm comandos especiais para 
calcular somas como a de (1) para 
qualquer valor específico de n. Se o 
leitor dispuser de um recurso assim, 
utilize-o também para calcular A100. 


y =f% 


A(x) 


y= 


a x 


Figura 5.1.7 
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(Figura 5.1.6). Queremos construir um retângulo acima de cada um desses intervalos, cuja 
altura seja o valor da função f(x) = x? em algum ponto no intervalo. Para sermos mais especí- 
ficos, vamos usar os extremos direitos; assim, as alturas dos retângulos serão 


CO ROCA 


e como cada retângulo tem uma base de comprimento 1/n, a área total A, de cada um dos n 


retângulos será 
2 2 2 
a= |(}) +(5) (1) eel) (1) 
n n n n 


Por exemplo, se n = 4, então a área total dos quatro retângulos será 


a= [GP +G +G +| (1) = 38 = 046875 


A Tabela 5.1.2 mostra o resultado de calcular (1) em um computador para alguns valores 
crescentes de n. Esses cálculos sugerem que a área exata está próxima de L, Adiante neste 
capítulo, provaremos que essa área é exatamente > mostrando que 


lim A, =1 


n> o 3 


Tabela 5.1.2 
n 4 10 100 1.000 10.000 100.000 


A, | 0,468750 | 0,385000 | 0,338350 | 0,333834 | 0,333383 | 0,333338 


E O MÉTODO DA ANTIDERIVADA PARA ENCONTRAR ÁREAS 


Embora o método dos retângulos seja intuitivamente atraente, os limites que dele resultam 
somente podem ser calculados em certos casos. Por esse motivo, o progresso no problema 
da área ficou em um nível rudimentar até a segunda metade do século XVII, quando Isaac 
Newton e Gottfried Leibniz, independentemente, descobriram uma relação fundamental entre 
áreas e derivadas. Em resumo, eles mostraram que, se f é uma função contínua não negativa 
no intervalo [a, b] e se A(x) denota a área sob o gráfico de facima do intervalo [a, x], onde x 
é um ponto qualquer do intervalo [a, b] (Figura 5.1.7), então 


A= fa) (2) 


O exemplo a seguir confirma a Fórmula (2) em alguns casos em que a fórmula para A(x) pode 
ser encontrada usando Geometria elementar. 


> Exemplo 1 Para cada uma das funções f, encontre a área A(x) entre o gráfico de fe o 
intervalo [a, x] = [—1, x], e encontre a derivada A'(x) dessa função área. 
(a) fl) =2 b) fo) =x+1 (c) fo) = 2x +3 
Solução (a) Pela Figura 5.1.8a, vemos que 
AG)=2x—(—1D)=2x+1D)=2x+2 


é a área de um retângulo de altura 2 e base x + 1. Para essa função área, 


A()=2=f() 
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-4 
y=2x+3 
2x+3 

l j | ji 1 
=Å x 4 
x+1 
(c) 
Figura 5.1.8 


Substituindo o intervalo [0, 1] pelo in- 
tervalo [-1, 1] no Exemplo 2, o que 
acontece com a solução? 


Solução (b) Pela Figura 5.1.8b, vemos que 


2 


1 x 1 


é a área de um triângulo retângulo isósceles de altura e base iguais a x + 1. Para essa função área, 


AG)=x+1=f0) 


Solução (c) Lembre que a fórmula para a área de um trapézio é A = 5(b + bh, onde b e 
b' denotam os comprimentos dos lados paralelos do trapézio, e a altura h denota a distância 
entre os lados paralelos. Pela Figura 5.1.8c, vemos que 


A(x) = (2x +3) + D) — (11) =x? +3x +2 


é a área de um trapézio de lados paralelos de comprimentos 1 e 2x + 3 e altura x — (—1) = 
x + 1. Para essa função área, 


A =2x+3 =f 4 


A Fórmula (2) é importante porque relaciona a função área A com a função f que delimita 
a região. Embora a fórmula para A(x) possa ser difícil de ser obtida diretamente, sua derivada 
f(x) é dada. Se soubermos recuperar uma fórmula para A(x) a partir da fórmula dada de A’ (x), 
então poderemos obter a área sob o gráfico de f acima do intervalo [a, b] calculando A(b). 

O processo de encontrar uma função a partir de sua derivada é denominado antiderivação, 
e um procedimento para encontrar áreas através da antiderivação é denominado método de anti- 
derivação. Para ilustrar esse método, vamos rever o problema de encontrar a área na Figura 5.1.5. 


> Exemplo 2 Use o método da antiderivada para encontrar a área sob o gráfico de y = x? 
acima do intervalo [0, 1]. 


Solução Sejam x um ponto qualquer do intervalo [0, 1] e A(x) a área sob o gráfico de 
fO) = x? acima do intervalo [0, x]. Segue de (2) que 


A'o) =x (3) 


Para encontrar A(x), precisamos procurar uma função cuja derivada seja x”. Por adivinhação, 
vemos que uma tal função é 1x3, de modo que, pelo Teorema 4.8.3, 


A(x) = 4x) +C (4) 

com alguma constante real C. Podemos determinar o valor específico de C considerando o 
caso em que x = 0. Nesse caso, (4) implica 

A(O) = € (5) 


Contudo, se x = 0, então o intervalo [0, x] se reduz a um único ponto. Se concordarmos em 
convencionar que a área acima de um só ponto deveria ser considerada nula, então A(0) = 0 e 
(5) implica que C = 0. Assim, segue de (4) que 


A(x) = 32º 
é a função área procurada. Isso implica que a área sob o gráfico de y = x? acima do intervalo 
[0, 1] é 
AM =00=5 


Isso é consistente com o resultado obtido numericamente acima. <4 


Como ilustra o Exemplo 2, a antiderivação é, essencialmente, um processo de adivi- 
nhação em que tentamos “desfazer” uma diferenciação. Um dos objetivos deste capítulo é 
desenvolver procedimentos eficientes de antiderivação. 
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E COMPARAÇÃO DOS MÉTODOS DO RETÂNGULO E DA ANTIDERIVADA 


O método do retângulo e o da antiderivada fornecem duas abordagens bem diferentes ao 
problema da área, cada uma das quais é importante. Em geral, o método da antiderivada é o 
mais eficiente para calcular áreas, mas é o método do retângulo que é utilizado para definir 
formalmente a noção de área, permitindo com isso a demonstração de resultados matemáticos 
sobre áreas. A ideia subjacente à abordagem por retângulos também é importante, por poder 
ser facilmente adaptada a problemas tão diversos como encontrar o volume de um sólido, o 
comprimento de uma curva, a massa de um objeto e o trabalho para bombear água para fora 
de um tanque, para citar apenas alguns exemplos. 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.1 (Ver página 322 para respostas.) 


1. Seja R a região abaixo do gráfico de f(x) = v1 — x? e acima 
do intervalo [—1, 1]. 
(a) Use um argumento geométrico para encontrar a área de R. 
(b) Quais são as estimativas que se obtêm se a área de R for 
aproximada pela área total dentro dos retângulos da figura 
abaixo? 


y= 


n= 


Figura Ex-1 


EXERCÍCIOS 5.1 


2. Suponha que quando aproximamos a área A entre o gráfico de 
uma função y = f(x) e um intervalo [a, b] pelas áreas de n 
retângulos, a área total dos retângulos seja 4, = 2 + (2/n), 
n=1,2,.... Então A= 


2 


3. A área sob o gráfico de y = x^ acima do intervalo [0, 3] é 


4. Encontre a área A(x) entre o gráfico da função f(x) = x e o in- 
tervalo [0, x] e verifique se A'(x) = f(x). 


5. A área sob o gráfico de y = f(x) acima do intervalo [0, x] é 
A(x) = x + æ — 1. Decorre disso que f(x) = 


1-12 Dê uma estimativa para a área entre o gráfico da função fe o 
intervalo [a, b]. Use um esquema de aproximação com n retângulos, 
análogo ao desenvolvido nesta seção para a função f(x) = x”. Se seu 
recurso computacional efetuar somatórios automaticamente, estime 
a área especificada usando n = 10, 50 e 100 retângulos. Caso con- 
trário, estime a área usando n = 2, 5 e 10 retângulos. E 


1. fœ) = x; [a,b] = [0,1] 
2. fx) = = [a, b] = [0,1] 
3. f(x) = sen x; [a, b] = [0,7] 
4. f(x) = cos x; [a, b] = [0, 7/2] 
5. fa) = Ž; [a,b] = [1,2] 
6. fŒ) = cos x; [a, b] = [~7/2, 7/2] 
7. fœ) =[vV1- x7; [a,b] = [0, 1] 
8. fœ) = V1- x?; [a,b] = [-1, 1] 
9. fx) = e: [a, b] = [-1, 1] 
10. fx) = Inx; [a, b] = [1,2] 
11. f(x) = arc sen x; [a, b] = [0,1] 
12. f(x) = arc tg x: [a, b] = [0,1] 


13-18 Esboce o gráfico de cada função no intervalo dado. Em segui- 
da, use fórmulas de área simples da Geometria para encontrar a fun- 
ção área A(x) que dá a área entre o gráfico da função f especificada e 
o intervalo [a, x]. Confirme que A'(x) = f(x) em cada caso. E 

13. fœ) =3; [a, x] = [1,x] 

14. fO)=5; [a, x] = [2,2] 

15. f(x) = 2x + 2; [a, x] = [0,2] 

16. fŒ) = 3x — 3; [a, x] = [1,2] 

17. fœ) = 2x +2 [a, x] = [1,x] 

18. f(x) = 3x — 3; [a, x] = [2,2] 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


19. Se A(n) denota a área de um polígono regular de n lados inscri- 
to num círculo de raio 2, então lim,» + A(n) = 277. 


20. Se a área sob a curva y = x° acima de um intervalo for apro- 


ximada pela área total de uma coleção de retângulos, então a 
aproximação será grande demais. 


21. Se A(x) for a área sob o gráfico de uma função contínua não 
negativa acima de um intervalo [a, x], então A’ (x) = f(x). 
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22. Se A(x) for a área sob o gráfico de uma função contínua não ne- 
gativa acima de um intervalo [a, x], então A(x) será uma função 26. Sejam A a área entre o gráfico de f(x) = 1/x e o intervalo 
contínua. [1,2]e Ba área entre o gráfico de fe o intervalo [5 1]. Ex- 
plique geometricamente por que A = B. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


23. Explique como usar a fórmula encontrada para A(x) na so- 
lução do Exemplo 2 para determinar a área entre o gráfico 


27-28 É dada a área A(x) sob o gráfico de fe acima do intervalo [a, 
x]. Encontre a função fe o valor de a. E 


de y = x° e o intervalo [3, 6]. 27. Ax) =x2-— 4 28. A) =x —x 
24. Repita o Exercício 23 para o intervalo [—3, 9]. 29. Texto Compare e contraste os métodos do retângulo e da an- 
25. Sejam A a área entre o gráfico de f(x) = x e o intervalo anna: 
[0, 1] e B a área entre o gráfico de f(x) = xº e o intervalo 30. Texto Suponha que f seja uma função contínua não negativa 
[0, 1]. Explique geometricamente por que A + B = 1. num intervalo [a, b] e que g(x) = f(x) + C, em que C é uma 


constante positiva. Qual será a área entre os gráficos de fe g? 


% RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.1 


2 
1. oZ o 2.2 3.9 Aa) = T AO r O 5.e+1 


5.2 A INTEGRAL INDEFINIDA 


Na seção anterior, vimos como a antiderivação pode ser usada para encontrar áreas com 
exatidão. Nesta seção, desenvolveremos alguns resultados fundamentais sobre antiderivação. 


E ANTIDERIVADAS 


5.2.1 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função F é uma antiderivada de uma função f em 


um dado intervalo aberto se F'(x) = f(x) em cada x do intervalo. 


Por exemplo, a função F(x) = 1x? é uma antiderivada de f(x) = x? no intervalo (—%, +%) 


porque, em cada x desse intervalo, temos 


F'() = e [52] ==? = o 


Contudo, F(x) = ix? não é a única antiderivada de f nesse intervalo. Se somarmos qual- 
quer constante C a :x?, então a função G(x) = 4x? + C também é uma antiderivada de f 
em (—%, +%), pois 


G'(x) = £ [ix +C] =° +0 = f() 


Em geral, uma vez conhecida uma antiderivada, podemos obter outras antiderivadas somando 
constantes a essa antiderivada conhecida. Assim, 


ix’, ix? +2, ix? — 5, tx? + 2 


são todas antiderivadas da função f(x) = x’. 


EA Ares ART meça 
| asp l ehet a i 
: Ae ey eh Pom bao to 
das GRAZ AR 


qt Meto tons, tr o q 


Mig pé Rodo, 


oa E + renga 


pap Gadrrma fo 


ui 


Reproduzido de C. I. Gerhardt's 
"Briefwechsel von G. W. Leibniz mit 
Mathematikern (1899)." 


Trecho do manuscrito de Leibniz, da- 
tado de 29 de outubro de 1675, no 
qual apareceu pela primeira vez o si- 
nal de integral (ver mancha em cor). 
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É razoável perguntar se existem antiderivadas de uma função f que não podem ser ob- 
tidas adicionando-se constantes a uma antiderivada F conhecida. A resposta é não — uma vez 
conhecida uma única antiderivada de f em um intervalo, todas as outras antiderivadas nesse 
intervalo podem ser obtidas adicionando-se constantes àquela antiderivada. Isso acontece 
devido ao Teorema 4.8.3, que nos diz que se duas funções diferenciáveis têm a mesma deri- 
vada num intervalo aberto, então essas funções diferem por uma constante nesse intervalo. O 
teorema a seguir resume essas observações. 


5.2.2 TEOREMA Se F(x) for qualquer antiderivada de f(x) em um intervalo aberto, en- 
tão, dada qualquer constante C, a função F(x) + C é também uma antiderivada de f(x) 


nesse intervalo. Além disso, cada antiderivada de f(x) no intervalo pode ser expressa na 
forma F(x) + C, escolhendo-se apropriadamente a constante C. 


E A INTEGRAL INDEFINIDA 


O processo de encontrar antiderivadas é denominado antiderivação, antidiferenciação ou, 
ainda, integração. Assim, se 


d 
gols (1) 
X 


então, integrando ou antiderivando a função f(x), obtemos uma antiderivada da forma F(x) + C. 
Para enfatizar esse processo, reescrevemos a equação (1) usando a notação integral 


fta =F(x)+C (2) 


onde C deve ser interpretado como uma constante arbitrária. É importante observar que (1) e 
(2) são tão somente notações diferentes que expressam o mesmo fato. Por exemplo, 


d 
2 1,3 aam 1,3 2 
f> dx =3x°+C é equivalente a Er [5x ] =x 


Observe que, se derivarmos uma antiderivada de f(x), voltamos a obter f(x). Assim, 
d 
T f tax = f(x) (3) 
5 


A expressão f f(x) dx é denominada integral indefinida. O adjetivo indefinida enfatiza 
que o resultado da antiderivação é uma função “genérica”, descrita só a menos de um termo 
constante. O sinal de “s espichado” que aparece no lado esquerdo de (2) é denominado sinal 
de integral,* a função f(x) é denominada integrando e a constante C é denominada constante 
de integração. A Equação (2) deve ser lida como segue: 


A integral de f(x) em relação a x é igual a F(x) mais uma constante. 


O símbolo diferencial dx das operações de derivação e antiderivação, 


fria 


* Essa notação foi inventada por Leibniz. Nos artigos iniciais, Leibniz usou a notação “omn” (uma abreviatura da palavra latina 
“omnes”) para denotar integração. Então, em 29 de outubro de 1675, ele escreveu “será útil escrever f para significar omn., assim 
J l por omn. /..”. Duas ou três semanas depois, ele aperfeiçoou ainda mais a notação e escreveu ft ] dx em vez de só f Essa no- 
tação é tão útil e poderosa que seu desenvolvimento por Leibniz deve ser visto como um grande marco na história da Matemática 
e da Ciência. 
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serve para identificar a variável independente. Se for utilizada uma outra variável indepen- 
dente em vez de x, digamos t, então a notação deve ser ajustada de acordo. Assim, 


d 
ag OSSO e froa=ro+c 


são afirmações equivalentes. A seguir, apresentamos alguns exemplos de fórmulas de deriva- 
ção e as equivalentes de integração. 


FÓRMULA FÓRMULA DE 

DE DERIVADA INTEGRAÇÃO EQUIVALENTE 
£ [x3] = 3x2 J 3x2 dr=x3+C 

d 1 1 

4 = [5=a=«e+0 
dx ax 2x 

£ tg 1) = sec? r fserár=ten+o 
d iu?!) = 2ul2 3u!2 du = u2? +C 
du 2 2 


Para simplificar, dx pode, às vezes, ser absorvido no integrando. Por exemplo, 


J ldx pode ser escrita como / dx 


dx 


1 i 
— dx pode ser escrita como — 
x? x? 


E FÓRMULAS DE INTEGRAÇÃO 

Integração é essencialmente um trabalho de dar palpites — dada a derivada f de uma função F, 
tenta-se adivinhar qual é a função F. Porém, muitas fórmulas básicas de integração podem ser 
obtidas diretamente de suas fórmulas de diferenciação correspondentes. Algumas das mais 
importantes estão na Tabela 5.2.1. 


Tabela 5.2.1 
FÓRMULAS DE INTEGRAÇÃO 
FÓRMULA DE DIFERENCIAÇÃO FÓRMULA DE INTEGRAÇÃO FÓRMULA DE DIFERENCIAÇÃO FÓRMULA DE INTEGRAÇÃO 
1. < [x] = 1 fas =x+C 8. — [-cossec x] = cossec x cotg x fosse x cotg x dx = —cossec x + C 
+1 r+1 
Ro E l =x (re) |x'de= 2 +C r#-1)| 9. Lfesj-er e*dx=e*+C 
dx |r+1 r+1 dx 
3. L [sen x] = cos x cos x dx = sen x + C 10. E | D> | =p O<b ba) [b*dr= PÉ +C 0<b,b#1) 
dx dx |In b á In b i 
d = - d 1 1 
4. <[-cos x] = sen x sen x dx = —cos x + C 11. = [ln |x|] == -dx = ln |x| + C 
dx dx x x 
5: 4 Ttg x] = sec? x sec? xdx=tgx+C 12. 4 [arc tg x] = l l dx = arc tgx+ C 
dx dx 1+? 1+x? 
6. £ [-cotg x] = cossec? x [cossec?» dx =-cotg x + C 13. [arc sen x] = = [rs dx = arc sen x+ C 
d d 1 íl 
7. [sec x] = sec x tg x [see xtg x dx = sec x+ C 14. < [arc sec |x|] = J dx = arc sec |x|+ C 
dx dx xXx -1 xx? -1 


Ver Exercício 72 para uma discussão 
da Fórmula 14 da Tabela 5.2.1. 


Embora a Fórmula 2 na Tabela 5.2.1 
não seja aplicável à integração de x”!, 
essa função pode ser integrada rees- 
crevendo a integral na Fórmula 11 como 


1 
f}as= farzmi 
* 
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> Exemplo 1 A segunda fórmula de integração na Tabela 5.2.1 será fácil de lembrar se for 
expressa em palavras: 


Para integrar uma potência em x (diferente de — 1), some 1 ao expoente e divida pela nova 
potência. 


Aqui estão alguns exemplos. 


3 
feia% +c r=2 
4 
frar=T+c r=3 
La o Sa o x č 
z5 x= | x x = 541 gaT r=-5 
3+1 
[yráx= [x ar= o +c =item ap +C r=1| «4 
2 


E PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA 
Nossas primeiras propriedades de antiderivadas seguem diretamente das regras do fator cons- 
tante, da soma e da diferença de derivadas. 


5.2.3 TEOREMA Sejam F(x) e G(x) antiderivadas de f(x) e de g(x), respectivamente, e 
c uma constante. Então: 
(a) Uma constante pode ser movida através do sinal de integração; isto é, 
| cf(x)dx =cF(x)+ C 
(b) Uma antiderivada de uma soma é a soma das antiderivadas; isto é, 


frw ECE = AE RERS EO 


(c) Uma antiderivada de uma diferença é a diferença das antiderivadas; isto é, 


fuo — g(x)]dx = F(x) —- G(x) + C 


DEMONSTRAÇÃO Em geral, para estabelecer a validade de uma equação da forma 
frowa = H(x)+ C 
precisamos mostrar que 
d 
—[H (x)] = h(x) 
dx 
Aqui, F(x) e G(x) são antiderivadas de f(x) e g(x), respectivamente; portanto, sabemos que 


d d 
gO = f(x) e —[G(x)] = g(x) 
x dx 
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Assim, 


ana ada 
Fri œ] = e &)] = cf(x) 


d d d 
T [F (0) + Go] = EFH GaS faH g(x) 
X dx dx 


d 
E [6(00)] = fŒ) — g 00) 


á F G E F 
LIF- GQ = SFG] = 


o que prova as três afirmações do teorema. W 


As afirmações do Teorema 5.2.3 podem ser resumidas nas seguintes fórmulas: 


feras =c f fædx (4) 
firco + s0ax = | f@ax+ f sax (5) 
J G) — g()ldz = / fo) dz — / ga) dx (6) 


Contudo, essas equações devem ser aplicadas cuidadosamente para evitar erros e complicações 
desnecessárias provocadas pelas constantes de integração. Por exemplo, se utilizarmos (4) para 
integrar 2x escrevendo 


2 
[ra= [rax=2(5 +c) = +c 


então obteremos uma forma desnecessariamente complicada de constante arbitrária. Esse 
tipo de problema pode ser evitado colocando uma constante de integração somente no re- 
sultado, e não em contas intermediárias. Os Exercícios 65 e 66 exploram os problemas que 
decorrem da aplicação descuidada dessas fórmulas. 


> Exemplo 2 Calcule 
(a) | 4cosx dx (b) fa + x?) dx 
Solução (a) Como F(x) = sen x é uma antiderivada de f(x) = cos x (Tabela 5.2.1), obtemos 
f tcosxar = 4 f cosxax = 4sen x + C 


Solução (b) Pela Tabela 5.2.1, obtemos 


2 3 
fassa [ras f x2ar=5 +5 +c 4 
(5) 


As partes (b) e (c) do Teorema 5.2.3 podem ser estendidas para mais de duas funções, o 
que, combinando com (a), resulta na seguinte fórmula geral: 


/ RO PR 
=o | fiwdx+a | hdr ias | hdx (7) 


Alternativamente, efetue a integral de 
(c) dividindo antes o numerador pelo 
denominador do integrando e depois 
integrando. 


yx 


Figura 5.2.1 
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> Exemplo 3 


fes-misim+nar=3 f x5dx -2 [tax + f xax+ fax 


3x7 2x? Es 7x? da 
— x 
7 3 2 


As vezes, é muito útil reescrever o integrando de forma diferente antes de efetuar a in- 
tegração. Isso é ilustrado no exemplo a seguir. 


> Exemplo 4 Calcule 


cos x ASP x? 
d b d —— d 
(a) J a ©) J t4 É o, [a ii 
Solução (a) 


Cos x 1 cosx 
dx = dx = | cossecxcotg x dx = — cossec x + C 


2 sen x sen x 
Fórmula 8 da Tabela 5.2.1 


sen x 


Solução (b) 


Solução (c) Somando e subtraindo 1 do numerador do integrando, podemos reescrever a 
integral de modo a poder aplicar as Fórmulas 1 e 12 da Tabela 5.2.1, como segue: 


x? x? +1 1 
| zarf L A 
x? +1 x?+1 x241 


= 1 a dx = tgx+ C 4 
= 24] x =x —arctgx 


E CURVAS INTEGRAIS 
Os gráficos das antiderivadas de uma função f são denominados curvas integrais de f. Sabe- 
mos a partir do Teorema 5.2.2 que, se y = F(x) for uma curva integral de f(x), as demais cur- 
vas integrais são translações dessa curva, uma vez que têm equações da forma y = F (x) + C. 
Por exemplo, y = tx? é uma curva integral de f(x) = x?; portanto, as demais têm equações da 
forma y = tx? + C; reciprocamente, o gráfico de qualquer equação dessa forma é uma curva 
integral (Figura 5.2.1). 

Em muitos problemas, estamos interessados em encontrar uma função cuja derivada sa- 


tisfaça condições específicas. O exemplo a seguir ilustra um problema geométrico desse tipo. 


> Exemplo 5 Suponha que uma curva y = f(x) no plano xy tenha a propriedade que, em 
cada ponto (x, y) da curva, a reta tangente tem inclinação x2. Encontre uma equação dessa 
curva sabendo que ela passa pelo ponto (2, 1). 


Solução Como a inclinação da reta tangente a y = f(x) é dy/dx, temos dy/dx = x°, e 
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No Exemplo 5, a exigência de que 
o gráfico de f passe pelo ponto 
(2, 1) seleciona a única curva integral 


y= ix? = E da família de curvas 


y= ix? + C (Figura 5.2.2). 


Figura 5.2.2 


Como a curva passa por (2, 1), pode-se encontrar um valor específico para C usando o fato de 
que y = 1 se x = 2. Substituindo esses valores na equação anterior, obtemos 


1=;0)+C ou C=-5 


e, portanto, uma equação da curva é 
(Figura 5.2.2). 4 


E INTEGRAÇÃO DO PONTO DE VISTA DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 

Vamos considerar agora outra forma de encarar a integração que será útil posteriormente em 
nosso trabalho. Suponha que f(x) seja uma função conhecida e que queiramos encontrar uma 
função F(x), tal que y = F(x) satisfaça a equação 


dy o 
de fœ) (8) 


As soluções dessa equação são as antiderivadas de f(x), e sabemos que elas podem ser obtidas 
integrando-se f(x). Por exemplo, as soluções da equação 


us 


dx * O) 


3 
y= [xŻax=5 +c 


A Equação (8) é chamada de equação diferencial, pois envolve a derivada de uma 
função desconhecida. As equações diferenciais diferem dos tipos de equação encontrados 
até agora, pois a incógnita é uma função e não um número, como em uma equação do tipo 
xX +5x—6=0. 

Às vezes, não estamos interessados em encontrar todas as soluções de (8), mas somente 
uma solução cujo gráfico passe por um ponto especificado (xo, yo). Por exemplo, no Exemplo 
5, resolvemos (9) para a curva integral que passa pelo ponto (2, 1). 

Para simplificar, é comum no estudo das equações diferenciais denotar uma solução 
de dy/dx = f(x) como y(x) em vez de F(x), como anteriormente. Com essa notação, o pro- 
blema de encontrar uma função y(x), cuja derivada é f(x) e cuja curva integral passa pelo 
ponto (xo, Yo), é expresso como 


d 


- = f(x), y) = yo (10) 
K 


Esse problema é denominado problema de valor inicial, e a exigência y(x9) = yo é uma con- 
dição inicial do problema. 


> Exemplo 6 Resolva o problema de valor inicial 


dy 
— =cosx, y(0)=1 
dx 


Solução A solução da equação diferencial é 


y = f cosxax = senx + C 
(11) 


A condição inicial y(0) = 1 implica que y = 1 se x = 0; substituindo esses valores em (11), 
obtemos 


I=sen(0)+C o C=1 


Assim, a solução do problema de valor inicial é y = sen x + 1. < 
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E CAMPOS DE DIREÇÕES 


Se interpretarmos dy/dx como a inclinação da reta tangente, então, em um ponto (x, y) de 
uma curva integral da equação dy/dx = f(x), a inclinação da reta tangente é igual a f(x). O 
interessante sobre isso é que as inclinações das retas tangentes a curvas integrais podem ser 
obtidas sem realmente resolver a equação diferencial. Por exemplo, se 


eg RE] 
dx 
então, sem resolver a equação, sabemos que no ponto x = 1 a inclinação da reta tangente a 
uma curva integral é v1? + 1 = J2: mais geralmente, em x = a, a reta tangente a uma curva 
integral tem inclinação /a? + 1. 
Uma descrição geométrica das curvas integrais de uma equação diferencial dy/dx = 
f(x) pode ser obtida escolhendo-se uma grade retangular de pontos no plano xy, calculando- 
-se as inclinações das retas tangentes às curvas integrais nos pontos da grade e desenhando- 
-se pequenas porções das retas tangentes naqueles pontos. A figura resultante, denominada 
campo de direções ou campo de inclinações, mostra a “direção” da curva integral nos pontos 
da grade. Com um número razoavelmente grande de pontos na grade, muitas vezes é possível 
visualizar as próprias curvas integrais; por exemplo, a Figura 5.2.3a mostra um campo de 
direções da equação diferencial dy/dx = x°, e a Figura 5.2.3b mostra o mesmo campo com 
as curvas integrais sobrepostas — quanto mais pontos na grade forem usados, mais completa- 
mente o campo de direções revela a forma das curvas integrais. Porém, a quantidade de cálcu- 
los pode ser considerável e, por isso, geralmente são utilizados computadores quando forem 
necessários muitos pontos na grade. 
Os campos de direções serão estudados com mais detalhes adiante neste texto. 
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VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.2 (Ver página 332 para respostas.) 


1. Uma função F é uma antiderivada de uma função f em um in- 
tervalo se em cada x do intervalo. 


2. Escreva uma fórmula de integração equivalente para cada fór- 
mula de derivação. 


d 1 
(a) g~~ S 
3. Calcule as integrais. 


(a) Je +x +5]dx (b) fises — cossec x cotg x] dx 


d 4x] — 4x 
O) le] = 4e 


4. O gráfico de y = x° + x é uma curva integral da função f(x) = 
. Se G é uma função cujo gráfico também é uma 


curva integral de f, e se G(1) = 5, então G(x) = 


5. Um campo de direções da equação diferencial 


dy 2x 

dx x2-4 
tem um segmento de reta de inclinação pelo ponto 
(0, 5) e um segmento de reta de inclinação pelo 


ponto (—4, 1). 
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EXERCÍCIOS 5.2 [Recurso Gráfico [E] CAS 


1. Em cada parte, confirme que a fórmula está correta e enuncie 
uma fórmula de integração correspondente. 


d X 
L y2 
(a) [V1 +xº]= EF 


(b) E ie] = (x + De” 
dx 


2. Em cada parte, confirme que a fórmula está correta por dife- 
renciação. 


(a) fasenxax = sen x — x cosx + C 


dx x 
©) | i= = +c 


ENFOCANDO CONCEITOS 


3. O que é uma constante de integração? Por que a resposta 
de um problema de integração envolve uma constante de 
integração? 


4. O que é uma curva integral de uma função f ? Qual é a rela- 
ção entre duas curvas integrais quaisquer de uma função f ? 


5-8 Encontre a derivada e enuncie a fórmula de integração corres- 
pondente. E 


5, CV 5] 6 Al 4 | 


* dx |x? +3 


T A Isen OVD] 8. L inn — xcosx] 
dx dx 


9-10 Calcule a integral reescrevendo apropriadamente o integran- 
do, se necessário, e então aplique a regra da potência (Fórmula 2 na 
Tabela 5.2.1). E 


9. (a) fear (b) fara (c) feza 


10. (a) [Sica (b) [ad (c) [a 
X 


11-14 Calcule cada integral aplicando adequadamente o Teorema 
5.2.3 e a Fórmula (2) na Tabela 5.2.1. E 


2 
11. [ [s:+ 55) as 12. fre 


13. Nas — 3x4 4 8x] dx 


10 4 
14. S3- +t |as 
y3/4 WY Y 


15-34 Calcule a integral e verifique sua resposta por diferencia- 
ção. E 
15. fra +x) dx 16. fe +y dy 


17. [ue -nºax 18. farre-na 


542x2-] 1-2% 
19. | a ». f dt 
X 


t? 
2 
21. [É +e] dx 
x 


1 
22. E: > vae dt 
2t 
23. fe sen x — 2sec?’x]dx 24. flcossec?: — secttgt]dt 


25. f secx(secx +tgx)dx 26. f cossec x (sen x + cotg x) dx 
0 d 
; J SeT qo 28. I é 
cos O cossec y 
sen x 2 
29. d 30. d 
J cos? x E J [o E 5] P 
sec x + cos x 


31. ft + serto cossecondo 32. [EE a 
2cosx 


2 


N 


1 3 
33. dx 
Ia =] 
1+x +x? 
1+x? 


a ||- + 


35. Calcule a integral 


1 
|r 
1 + sen x 


multiplicando o numerador e o denominador por uma expres- 
são apropriada. 


36. Use a fórmula do ângulo duplo cos 2x = 2 cos? x — 1 para 
calcular a integral 


1 
|ia” 
1 + cos 2x 


37-40 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


37. Se F(x) for uma antiderivada de f(x), então 
frear = F(x)+C 


38. Se C denota uma constante de integração, então ambas as 
equações 


[cosa dx = senx + C 


[cosa dx = (senx + mx) + C 


estão corretas. 


39. A função f(x) = e * + 1 é uma solução do problema de valor 
inicial 


40. Cada curva integral do campo de direções 
dy 1 
dx VX2+1 


é o gráfico de uma função crescente de x. 


41. 


42. 


Use um recurso gráfico computacional para gerar algumas cur- 
vas integrais representativas de f(x) = 5x! — sec? x ao longo do 
intervalo (—77/2, 7/2). 


Use um recurso gráfico computacional para gerar algumas cur- 
vas integrais representativas da função f(x) = (x — 1)/x ao lon- 


58. 


go do intervalo (0, 5). 


43-46 Resolva os problemas de valor inicial. E 
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Em cada parte, use um CAS para resolver o problema de valor 
inicial. 


(b) 


(c) 


d 
(a) OD x cos 3x, y(m/D) = —1 
dx 
dy x? 
b = » (0) = —2 
O = rapa O 
459. (a) Use um recurso gráfico computacional para gerar um cam- 
po de direções da equação diferencial dy/dx = x na região 
—5S<x<5e-Sj<y<s5. 
(b) Esboce algumas curvas integrais representativas da fun- 
ção f(x) = x. 
(c) Encontre uma equação para a curva integral que passa pelo 
ponto (2, 1). 
460. (a) Use um recurso gráfico computacional para gerar um cam- 


po de direções da equação diferencial dy/dx = e*/2 na re- 
gião-|l<yx<4e-l<y<4. 

Esboce algumas curvas integrais representativas da função 
Ff) = e/2. 

Encontre uma equação para a curva integral que passa pelo 
ponto (0, 1). 


d 
43. (0) Z = 3x, y0) =2 
dx 
dy A x 1 
(b) =t) e3 
dy x+1 
= , yd) =0 
(c) E VE ya) 
dy 1 
44. = (MD =0 
O qe = oo O 
dy A TN 
(b) F sec" t — sent, »(3) = 1 
d 
(c) 2y =x x’, y(0)=0 
dx 
dy dy 1 
45. — = 4e*, y0) =1 (b) — == y(-1)=5 
a e, y(0) o ra ) 
d 3 3 
46. E = Res 
dt V1-—+t2 2 
dy x2-1 x 
bd Z=, yD)=> 
D a pa O 


47-50 Uma partícula move-se ao longo de um eixo s com função 
posição s = s(f) e função velocidade v(t) = s'(t). Use a informação 
dada para encontrar s(t). E 


47. 
49. 
51. 


52. 


v(t) = 32t 
v(t) =3Nt; s(4)=1 


Encontre a forma geral de uma função cuja derivada segunda é 
Nx. [Sugestão: Resolva a equação f” (x) = «/x para f(x), inte- 
grando ambos os lados duas vezes.] 


s(0) = 20 48. v(t) = cost; s(0)=2 


50. v = 3e; s(1)=0 


Encontre uma função f tal que f”(x) = x + cos x e, além dis- 
so, f(0) = 1 e f'(0) = 2. [Sugestão: Integre ambos os lados da 
equação duas vezes.] 


53-57 Encontre uma equação da curva que satisfaz as condições 
dadas. E 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


Em cada ponto (x, y) da curva, a inclinação é 2x + 1; a curva 
passa pelo ponto (—3, 0). 


Em cada ponto (x, y) da curva, a inclinação é (x + 1); a curva 
passa pelo ponto (—2, 8). 


Em cada ponto (x, y) da curva, a inclinação é —sen x; a curva 
passa pelo ponto (0, 2). 


Em cada ponto (x, y) da curva, a inclinação é igual ao quadrado 
da distância entre o ponto e o eixo y; o ponto (—1, 2) está na 
curva. 


Em cada ponto (x, y) da curva, y satisfaz a condição d?y/dx = 
6x; a reta y = 5 — 3x é tangente à curva no ponto onde x = 1. 


61-64 Os campos de direções dados correspondem a uma das equa- 
ções diferenciais abaixo. Identifique a equação diferencial que com- 
bina com a figura e esboce curvas soluções pelos pontos destacados. 


dy dy 
SÉ =) b) — =— 

(a) = (b) EE x 
dy 2 dy /3 
pa —4 d) — = e” E 

e A o qa e 

61. Ay 62. Ay 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


65. Faça uma crítica da “demonstração” seguinte de que toda 
constante de integração é nula. 


c= foax= [0-0dx=0 f oax=0 
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66. 


67. 


68. 


Cálculo 


Faça uma crítica da “demonstração” seguinte de que toda 
constante de integração é nula. 


o= (fra) (fra) 
- fa dx = f odx=c 


(a) Mostre que 


F(x)=arctgx e G(x)= —arc tg (1/x) 


diferem por uma constante no intervalo (0, +%) mos- 
trando que ambas as funções são antiderivadas de uma 
mesma função. 
(b) Encontre a constante C tal que F(x) — G(x) = C calcu- 
lando as funções F(x) e G(x) num valor particular de x. 
(c) Confira sua resposta na parte (b) usando identidades 


trigonométricas. 
Sejam F e G as funções definidas por 
x? + 3x x+3, x>0 
F(x) = e cw =| Ras 


(a) Mostre que F e G têm a mesma derivada. 
(b) Mostre que G(x) + F(x) + C com qualquer constante C. 
(c) As partes (a) e (b) violam o Teorema 5.2.2? Explique. 


69-70 Use uma identidade trigonométrica para calcular a integral. EB 


69. | tg? x dx 


71. 


W“ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.2 


70. ICE dx 


Use as identidades cos 20 = 1 — 2 sen? 0 = 2 cos? — 1 para 
ajudar a calcular as integrais 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


(a) J sen? (x/2) dx (b) / cos? (x/2) dx 


Lembre que 


d 1 
— [arc sec x] = 


dx lx| vx? = 1 
Use isso para conferir a Fórmula 14 na Tabela 5.2.1. 


A velocidade do som no ar a 0°C (273 K, na escala Kelvin) é 
1.087 pés por segundo, mas a velocidade v aumenta à medida 
que a temperatura T sobe. Experimentos mostraram que a taxa 
de variação de v em relação a T é 


dv _ 1087 am 


dT I/23 
onde v está em pés/s e T, em kelvins (K). Encontre uma fór- 
mula que expresse v como uma função de T. 


Suponha que uma barra de metal uniforme tenha 50 cm de com- 
primento e esteja isolada lateralmente, enquanto as temperatu- 
ras nos extremos sejam mantidas a 25 e 85°C, respectivamente. 
Suponha que o eixo x seja escolhido conforme a figura abaixo e 
que a temperatura T(x) em cada ponto x satisfaça a equação 


PT 
dx? 


Encontre T (x) com 0 < x < 50. 


25ºC 85ºC | 
0 50 


Figura Ex-74 


Texto O que é um problema de valor inicial? Descreva a se- 
quência de passos para resolver um problema de valor inicial. 


Texto O que é um campo de direções? Qual a relação entre 
campos de direções e curvas integrais? 


LFGQ=fo) 2 wf zpi O f 4e" ax =e*4+C 


3. (a) 


5.3 


1x4 + ix? +5x +C (b) tg x + cossec x + C 


INTEGRAÇÃO POR SUBSTITUIÇÃO 


4. 2x+1; 2 +x+3 


Ê 2 
5. 0; —2 


Nesta seção, estudaremos uma técnica denominada substituição, que muitas vezes pode ser 
usada para transformar problemas de integração complicados em problemas mais simples. 


E SUBSTITUIÇÃO u 


O método da substituição pode ser motivado examinando-se a regra da cadeia do ponto de 
vista da antidiferenciação. Com esse propósito, suponhamos que F seja uma antiderivada de 
fe que g seja uma função diferenciável. A derivada de F(g(x)) pode, pela regra da cadeia, ser 


expressa como 


d 
z EE] = F(g0)g' Œ) 
X 
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e, em forma integral, ser escrita como 

J F'(80)g' Œ) dx = F(g()) +C (1) 
ou, ainda, uma vez que F é uma antiderivada de f, 

J Fg0))g'0) dx = F(g(x)) +C (2) 


Para nossos propósitos, será útil tomar u = g(x) e escrever du/dx = g'(x) na forma diferencial 
du = g'(x) dx. Com essa notação, (2) pode ser expressa como 


frw du = F(u)+ C (3) 


O processo de calcular uma integral da forma (2) convertida na forma (3) com a substituição 
u=g(x) e du=g'(x)dx 


é denominado método da substituição u. Aqui, nossa ênfase não é a interpretação da expres- 
são du = g'(x) dx. Em vez disso, a notação de diferencial tem a função básica de servir como 
uma maneira conveniente de executar o método da substituição u. O exemplo a seguir ilustra 
como funciona o método. 


> Exemplo 1 Calcule fo +1)® . 2x dx. 


Solução Se tomarmos u = x? + 1, então du/dx = 2x, o que implica du = 2x dx. Assim, a 
integral dada pode ser escrita como 


51 2 51 
fere nt -axax = [uau = Si pgs“ as 


LC 4 


É importante saber que, no método da substituição u, controlamos a escolha de u, 
mas, uma vez feita a escolha, perdemos o controle sobre a expressão resultante para du. 
Assim, no último exemplo, escolhemos u = x? + 1, mas du = 2x dx foi calculado. Afor- 
tunadamente, nossa escolha de u, combinada com o valor calculado de du, funcionou 
perfeitamente para produzir uma integral envolvendo u que foi fácil de calcular. Porém, 
em geral, o método da substituição u falhará se o u escolhido e o du calculado produzirem 
um integrando em que persistem expressões envolvendo x, ou se não soubermos calcular 
a integral resultante. Assim, por exemplo, a substituição u = x°, du = 2x dx não irá fun- 
cionar para a integral 


J 2x sen xt dx 


pois a substituição dá lugar à integral 


J sen u? du 


que continua não podendo ser calculada em termos de funções conhecidas. 

Em geral, não há um método seguro e rápido para escolher u, e, em alguns casos, ne- 
nhuma escolha de u funcionará. Em tais casos, outros métodos serão necessários, alguns dos 
quais serão discutidos mais adiante. Fazer a escolha apropriada de u virá com a experiência, 
mas pode ser útil seguir o roteiro abaixo combinado com um domínio das integrais básicas 
da Tabela 5.2.1. 
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Cálculo 


Roteiro para a Substituição u 
Passo 1 Procure alguma composição f(g(x)) dentro do integrando para o qual a subs- 
tituição 
n= a) mg EN 


produza uma integral expressa inteiramente em termos de u e de du. Isso pode 
ou não ser possível. 


Passo 2 Seo Passo 1 tiver sido completado com sucesso, tente calcular a integral resul- 
tante em termos de u. Novamente, isso pode ou não ser possível. 


Passo 3 Se o Passo 2 tiver sido completado com sucesso, substitua u por g(x) para ex- 
pressar a resposta final em termos de x. 


E SUBSTITUIÇÕES FACILMENTE IDENTIFICÁVEIS 
As substituições mais fáceis ocorrem quando o integrando for a derivada de uma função co- 
nhecida, exceto por alguma constante somada ou subtraída da variável independente. 


> Exemplo 2 


f seno +9pdx = f senudu = -cosu +€ = —cos(r+9)+C 


u=t+9 
du=1.dx=dx 
24 — 8)24 
fa-sóa= faut +C= 2 m +C «4 
u=%-—8 


Outra substituição u simples ocorre quando o integrando é a derivada de uma função 
conhecida, exceto por uma constante que multiplica ou divide a variável independente. O 
exemplo a seguir ilustra duas maneiras de calcular tais integrais. 


> Exemplo 3 Calcule f cos 5x dx. 


Solução 


1 1 1 1 
f oossxax= [cos 5 du = 5 f cosudu = q Pen EC = zsent EC 


u 5x 
du = 5Sdx oudx = + du 


Solução alternativa Há uma variação do procedimento anterior que é preferida por al- 
guns. A substituição u = 5x requer du = 5 dx. Se houvesse um fator 5 no integrando, então 
poderíamos agrupar 5 e o dx para formar o du requerido pela substituição. Como não há tal 
fator, vamos inserir um fator 5 e compensar pondo na frente da integral um fator de Ea Os cál- 
culos são os seguintes: 


1 1 1 1 
f cossrar = 5 | cossr-sdx = 5 | cosudu = senu+C = $ sen5x +C < 


u= 5x 
du = 5dx 
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Mais geralmente, a substituição u = ax + b, du = a dx funciona quando o integrando 
for uma composição da forma f(ax + b), onde f(x) é uma função fácil de integrar. 


> Exemplo 4 


du = } dxoudx = 3du 


EAST dx 
> Exemplo 5 Calcul —. 
p aleule | Z 


Solução Substituindo 


u = 3x, du = s3 dx 


obtemos 


f dx 1 f du 1 E 1 VI +C 4 
= = arc u = —— arc X 
Lda” 0) dp” qa k 3 r 


As vezes, com a ajuda do Teorema 5.2.3, podemos calcular uma integral complicada 
expressando-a como uma soma de integrais mais simples. 


> Exemplo 6 


1 d 
f (Gt sei) dx= [Es f senxa 
x x 


= In|x|+ / sec? mx dx 


1 2 
= ln|x| + — | sec“ udu 
ud 


u = TX 


du =n dx ouds =- 4u 
1 1 
=Injxit-tgu+C=In|x|+-tgax+C « 
T x 


Os próximos quatro exemplos ilustram a substituição u = g(x) em que g(x) é uma 
função não linear. 


> Exemplo 7 Calcule Í sen? x cosx dx. 


Solução Fazendo u = sen x, então 


d 
Se =cosx, logo du=cosxdx 
dx 


Assim, 


j J u? sen? x 
sen x cosx dx = | u° du = — + C = 3 +C 4 
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> Exemplo 8 Calcule f E Eu 


Solução Fazendo u = «/x, então 


ad q d Ea 2d a 

— = —=, logo du=-=dx ou u=-—=dx 

dx. 2Nx e 2x Nx 
Assim, 

dx 

£ = f| 2e du=2 | edu=2" +C =24+C <4 


> Exemplo9 Calcule J 3 — 5t5dt. 


Solução 
1 1 
[Ea = -5J Yu du = -5 [ut du 


23 2 u=3- 5 
du = —25t* dt ou — E du = tt dt 


3 4/3 
N a N E E 
25 4/3 * Too ( ) + 


> Exemplo 10 Calcule 


[5 A! =” 
Solução Substituindo 
u=e, du=edx 


obtemos 


= arc sen u + C =arcsen(e)+C <4 


et du 
dx= f 
lr ~ y1 -— u? 


E SUBSTITUIÇÕES MENOS EVIDENTES 


O método da substituição é relativamente direto, desde que o integrando contenha uma com- 


posição f(g(x)) facilmente reconhecível e seu resto seja um múltiplo constante de g'(x). 
isso não ocorrer, o método ainda pode ser aplicável, mas pode exigir mais contas. 


> Exemplo 11 Calcule / xx — ldx. 
Solução A composição /x — 1 sugere a substituição 
u=x— 1, logo du= dx 
Da primeira igualdade em (4), 
xX = (u+ 1) =u +2u+1 
logo, 


|EN= Tas = foetu udu = [824 25? tu! du 
— 2,1/2 5/2 q 2,3/2 
= bu? 4 $u”? + $u? +C 


= DP rar a 


Se 


(4) 
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> Exemplo 12 Calcule I cos? x dx. 
Solução As únicas composições visíveis no integrando são 
cos? x = (cos x)? e cos? x = (cos x)? 


Contudo, nem a substituição u = cos x nem a substituição u = cos? x funcionam (verifique). 
Nesse caso, não há substituição apropriada que seja sugerida pela composição contida no in- 
tegrando. Por outro lado, note que, na Equação (2), a derivada g'(x) aparece como um fator 
do integrando. Isso sugere que escrevamos 


feos xax = f cost xcosx dx 


e resolvamos a equação du = cos x dx para u = sen x. Como sen? x + cos? x = 1, temos 


foxas = f cos? x cosx dx - fa — sen? x) cos x dx = fa — u°) du 


u? 


1 
=u— +C =senx — z sen x +C < 


X Eq 
3 dx, onde a + O é uma constante. 


> Exemplo 13 Calcule f ET 
a +x 


Solução Uma manipulação algébrica simples e uma substituição u apropriada nos permitem 
usar a Fórmula 12 na Tabela 5.2.1. 


dx a(dx/a) o1 dx/a Ea 
fia +? I a?(1 + (la?) | 1/0) Ea 


1 du 1 1 x 
= — | —— = -arc tgu +C = -arc tg- +C <4 
aJ 1+u«? a a a 


O método do Exemplo 13 leva às seguintes generalizações das Fórmulas 12, 13 e 14 na 
Tabela 5.2.1, com a > O: 


du 1 u 
= t EC 5 
|E P 6) 


SEE sen HE (6) 
a 


f du 
la = Tê 


1 
- are sec|-| +C (7) 
a 


J du o 
uvu2—-a2 4 
— dx 
> Exemplo 14 Calcule | ——. 

V2—xº 
Solução Aplicando (6) comu = x e a = J2, obtemos 


K 
= arc sen—= +C 4 
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DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Utilize um CAS para calcular as inte- 
grais dos exemplos desta seção. Se 
a resposta do CAS diferir da do livro, 
confirme algebricamente se as duas 
coincidem. Explore o efeito de usar o 
CAS para simplificar as expressões 
produzidas para as integrais. 


& EXERCÍCIOS DE COMPREE 


E INTEGRAÇÃO USANDO SISTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAIS 

O advento dos sistemas algébricos computacionais tornou possível calcular vários tipos de 
integrais que dariam muito trabalho se feitos à mão. Por exemplo, uma calculadora manual 
calculou em questão de segundos a integral 


J 5x? Tee 3(x + 1) (5x? — 6x + 9) sU 
a +x! 8 


Já o Mathematica, em um computador, leva menos tempo ainda. Porém, da mesma forma 
que não se quer depender de uma calculadora para calcular 2 + 2, também não se quer de- 
pender de um CAS para integrar uma função simples como f(x) = x?. Assim, mesmo que 
tenhamos um CAS, é desejável que desenvolvamos um nível razoável de competência no 
cálculo de integrais básicas. Além disso, as técnicas matemáticas introduzidas no cálculo 
de integrais básicas são precisamente as mesmas que os CAS utilizam para computar as 
integrais mais complicadas. 


NSÃO 5.3 (Ver página 340 para respostas.) 


1. Indique a substituição u. 


2. Obtenha o integrando que falta na integral da direita e que cor- 


(a) faca +3 dx = / du seus E responda à age u indicada. 
AB pe E nd 
u= , (a) [5-3 dx= | — du; u=5x 3 
(b) f xsenx?ax = f senudu se u = (b) fe-mnserar= f du; 
edu= 3 u =3-— tgx 
18x 1 3 
—— dx = | — = v8 
o | as f au se u = o | E an [| quu=8+ 
e du = ; 
3 1 3x — E — 
(d) J dx= [ ii eus (d) fe dx [—— au u 3x 
1+9x? 1 +u? 
e du = : 
EXERCÍCIOS 5.3 Recurso Gráfico [€] CAS 
1-12 Calcule as integrais usando a substituição indicada. E 5. (a) I cotg x cossec? x dx; u = cot x 
2 D aa 
1. (a) fera +1)“ dx; u=x°+1 (b) fa + seno? costar; u = 1 + sent 


(b) | cost x sonx ax; u=cosx 


2. (a) J penras: u=vx 


3xd 
œ f CO yA s 


V4x2 +5 


3. (a) f seast nas: u=4x+1 


(b) J TFF ay: u=1+ 
4. (a) | senz cosmo do: u = 


(b) fo ENO + 7x +3) 


6. (a) f coszras: u=2x (b) frseêxas: u = x? 


7. (a) JNT Fras; u=1+x 


(b) f cossec (sen x)]? cosx dx; u = sen x 


8. (a) [seno -mas u=x—- T 


2y? 5x! 5 
(b) [és u=x +1 
sen n0 d 
9. (a) lE u=lnx 
xInx 


dx; u =x? +7x +3 š 
(b) feas: u = —5x 


10. (a) Jz 
o |5 
l+e 

11. (a) Re u =x? 


b :u= 
m a j 


dx 
12. ———— u= 
e e j 


O faro! 


ENFOCANDO CONCEITOS 


13. Explique a relação entre a regra da cadeia para a derivação 
e o método da substituição u para a integração. 


14. Explique como a substituição u = ax + b ajuda a efetuar 
uma integração em que o integrando é f(ax + b) e f(x) é 
uma função fácil de integrar. 


15-56 Calcule as integrais usando uma substituição apropriada. E 


15. fo — 3)’ dx 16. fes +xtdx 


17. fron dx 18. fosžax 

19. f secaxte ax ax 20. fee srax 
21. I e™ dx 2. [2 
2x 

23. |- 24.  — 

e Axo 1 + 16x? 


25. | TP + 12dt 26. I a 
4 — 5x? 


6 x? x +l 
27. [as 28. 
(a — 2x) ER 
x sen(1/x) 
29. —— d 30. — d 
/ (5x4 +23 O / a 
31. I eP* cosx dx 32. fre dx 
33. fase dx 34. [a 
er a e+ 
35. [as 36. [aa 
1 +e% t+1 
2 
37. l aa A iy ag [ER 
x o 
39. J cos! 3t sen 3t dt 40. / cos 2t sen” 2t dt 
49 
41. l x sec? (x?) dx 42. [mar E do 
(1 +2 sen 40)4 
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43. f cos 4042 — sen 40 dO 44. / tg? 5x sec? 5x dx 
sec? x dx sen 0 
45. ——— 46. ——— d0 
v1 -= tg? x [sm 
47. f sec? 2x tg 2x dx 48. fisencen 6)] cos 6 dê 


49. ax 50. f Ve dx 


ex 

ey DFI 
= dy 
V2y+1 


54. fava — xdx 


51. 52. 


X 
[fia 


y 
53. | a, 
J2y +1 


55. / sen? 20 do 
56. / sec! 30 d0 [Sugestão: Use uma identidade trigonométrica.] 


57-60 Calcule cada integral modificando, inicialmente, o formato 
do integrando e, então, fazendo uma substituição apropriada. E 


57. [a 58. feras 
59. fine + ineo" dx 60. [coxas 


61-62 Calcule as integrais com a ajuda das Fórmulas (5), (6) e (7). E 
61. (a) J dx (b) / dx (o) f dx 
. (a —— — c —>— 
vV9— x? 5+ x? xyx? — 7 
er dx dy 
62. (a) J —— dx (b) I —— c) / ES 
4h V9 = 4x? yy5y? -3 


63-65 Calcule as integrais supondo que n seja um inteiro positivo 
eque b + 0. E 


63. fe + bx)” dx 64. Í Va + bx dx 


65. É sen” (a + bx) cos(a + bx) dx 


o 


66. Use um CAS para conferir as respostas obtidas nos Exercí- 


cios 63 a 65. Se a resposta produzida pelo CAS não estiver de 
acordo com a sua, mostre que elas são equivalentes. [Sugestão: 
Usuários do Mathematica podem achar muito útil aplicar o co- 
mando “Simplify” à resposta.] 


ENFOCANDO CONCEITOS 


67. (a) Calcule a integral / sen x cos x dx por dois métodos: 
primeiro fazendo u = sen x e, depois, u = cos x. 
(b) Explique por que as duas respostas aparentemente dife- 
rentes de (a) são realmente equivalentes. 


Calcule a integral /(5x — 1)? dx por dois métodos: pri- 
meiro elevando ao quadrado e integrando e, depois, fa- 
zendo u = 5x — 1. 

(b) Explique por que as duas respostas aparentemente dife- 
rentes em (a) são realmente equivalentes. 


68. (a) 
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69-72 Resolva os problemas de valor inicial. EB mento para a população p(t) supõe que a taxa de crescimento 


d 

69. T = y6)= -2 
X 
dy 

70. — =2 + sen 3x, y(7/3) = 0 
dx 
dy 2 

71. Z = —e”, y0) =6 
P e”, y(0) 


T 


(em milhares) após t anos será de p' (£) = (3 + 0,121)/2. Estime 
a população projetada para o começo do ano 2015. 


77. Seja y(t) o número de células de E. coli num recipiente de so- 
lução nutriente t minutos depois do início de um experimento. 
Suponha que y(t) seja modelada pelo problema de valor inicial 


d 
z = (m22, y0) =20 


dy 1 5 
72.2 = = 
dr” 25497" “( :) 


74. (a) Calcule f[x/(12 + 1] dx. 


(b) Use um recurso gráfico para gerar algumas curvas inte- 
grais típicas de f(x) = x/(xº + 1) sobre o intervalo (—5, 5). 


75. Encontre uma função f tal que a inclinação da reta tangente em 
um ponto (x, y) da curva y = f(x) é /3x + 1, e a curva passa 


pelo ponto (0, 1). 


73. (a) Calcule f[x/vx? + 1] dx. 
(b) Use um recurso gráfico para gerar algumas curvas integrais 78. Deduza a Fórmula (6) de integração. 
típicas de f(x) = x/N/x2 + 1 sobre o intervalo (—5, 5). 


30 


Use esse modelo para obter uma estimativa do número de células 
de E. coli no recipiente 2 horas depois do início do experimento. 


79. Deduza a Fórmula (7) de integração. 


80. Texto Se você for calcular uma integral pela substituição u, 
como você decide qual parte do integrando será u? 


81. Texto O cálculo de uma integral pode, às vezes, levar a re- 
postas aparentemente diferentes (Exercícios 67 e 68). Explique 
por que isso ocorre e dê um exemplo. Como você poderia mos- 
trar que duas respostas aparentemente diferentes são realmente 


76. Suponha que uma população p de rãs em um lago está estima- iguais? 
da no começo de 2010 em 100.000, e que o modelo de cresci- 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.3 


1. (@) 1 +x; 3x dx (b) x; 2xdx (c)1+9x;18xdx (d)3x;3dx 2. @) u? (b)-u (c)24u (die! 


5.4 A DEFINIÇÃO DE ÁREA COMO UM LIMITE; NOTAÇÃO DE SOMATÓRIO 


Valor 

final de k l 

Isso nos diz 

para somar 2 > | f 
k=m 


Valor 


inicial de k pa] 


Figura 5.4.1 


Nosso objetivo principal nesta seção é usar o método do retângulo para obtermos uma 
definição matematicamente precisa da “área sob uma curva”. 


E A NOTAÇÃO SIGMA 


Para simplificar nossos cálculos, começaremos discutindo uma notação útil para expressar 
somas extensas em um formato compacto. Essa notação é denominada notação sigma ou 
notação de somatório, pois utiliza-se da letra grega maiúscula X (sigma) para denotar vários 
tipos de somas. Para ilustrar como essa notação funciona, considere a soma 


P+24244245º 
na qual cada termo é da forma k?, onde k é um dos inteiros de 1 a 5. Com a notação sigma, 
essa soma pode ser escrita como 
5 
Le 
k=1 


A 


a qual se lê “somatório de k?, com k variando de 1 a 5”. A notação nos diz para formar as so- 
mas dos termos que resultam quando substituímos k por inteiros sucessivos na expressão k?, 
começando com k = 1 e acabando com k = 5. 

Em geral, se f(k) for uma função de k, e sem e n forem tais que m < n, então 


Drw a) 
k=m 


denota a soma dos termos que resulta quando substituímos k por inteiros sucessivos, come- 
çando com k = m e acabando com k = n (Figura 5.4.1). 
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> Exemplo 1 
8 
a =PrPAGIAPAS 
k=4 
5 


),2=2.14+2.24+2:342:442.5=24+4+6+8+10 
k=1 


3 
XO Qk+1)=1+3+5+7+9+11 
k=0 


5 
PY CDOk+1)=1-3+5-7+9-11 
k=0 


1 
Yrs, 3)? + (2)? + (1) +0 + 1° = -27-8 -1 +0+1 
k=-3 


2 kr T 2m 37 
> ksen — |=sen-+2sen— +3sen — « 
= 5 5 5 5 


Os números m e n em (1) são chamados, respectivamente, de limites inferior e superior 


do somatório; a letra k é chamada de índice do somatório. Não é essencial o uso de k como 
índice de somatório; qualquer outra letra pode ser usada. Por exemplo, 


todos denotam a soma 


Se os limites inferior e superior do somatório forem iguais, então a “soma” em (1) se 
reduz a um único termo. Por exemplo, 


Nas somas 


a expressão à direita de £ não envolve o índice do somatório. Em tal caso, tomamos todos os ter- 
mos da soma como sendo iguais, um para cada valor admissível do índice do somatório. Assim, 


5 2 
5,2=2+2+2+4+2+2 e Drs 
i=l 


j=0 


E MUDANDO OS LIMITES DE SOMATÓRIOS 
Uma soma pode ser escrita de mais de uma maneira usando a notação sigma com limites de 
somatórios diferentes e somandos correspondentemente diferentes. Por exemplo, 


5 4 7 
X 2i =2+4+6+8+10=9 2j+2)=9 2k-4) 
i=l j=0 k=3 
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As vezes queremos mudar a notação sigma de uma dada soma para outra, com diferentes li- 
mites no somatório. 


E PROPRIEDADES DE SOMAS 


Muitas vezes é conveniente, ao enunciar propriedades gerais de somas, utilizar uma letra 
subscrita como ay em vez da notação funcional f(k). Por exemplo, 


5 3 


5 
X ar =a +a +a +a, +as =} a; = > am 
j=l 


k=1 k=—1 
n n n—2 
> ar =a +a + +a = Y a; = > ak+2 
k=1 j=1 k=—1 


Nossas primeiras propriedades dão regras básicas para a manipulação de somas. 


5.4.1 TEOREMA 


(a) o cag = c >» ak (se c não depender de k) 
k=1 k=1 


b) X (a+b) =) at} be 
k=1 k=1 k=1 

ODDC HNED 4-3 
k=1 k=1 k=1 


Vamos provar (a) e (b) e deixar (c) como exercício. 


DEMONSTRAÇÃO (a) 
n n 
X ca = ca, + caz + - -+ can = clai +a2 +: HHan) =c a 
k=1 k=1 


DEMONSTRAÇÃO (b) 


$ (ar + bi) = (a1 + bi) + (a + ba) +--+ + (an + bn) 
k=1 


= (a +a +: + an) + (bi tbat +b) =Y u+D b E 
k=1 k=l 


Em palavras, podemos enunciar o Teorema 5.4.1 como segue: 


(a) Um fator constante pode ser movido para fora do somatório. 
(b) O somatório se distribui sobre somas. 


(c) O somatório se distribui sobre diferenças. 


E FÓRMULAS DE SOMATÓRIOS 


O teorema a seguir enumera algumas fórmulas úteis de somas de potências de inteiros. As 
deduções dessas fórmulas podem ser encontradas no Apêndice D, no Volume 2. 
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DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


5.4.2 TEOREMA 


Os CAS fornecem meios para en- dá n(n + 1) 
contrar fórmulas fechadas como as (a) ba k=1+2+...+n= E 
do Teorema 5.4.2. Use um CAS para k=1 
confirmar as fórmulas daquele teo- n 
rema e, então, encontre fórmulas fe- (b) se TA Lda n(n + DQn + 1) 
chadas para 6 
k=1 
pe E 2 R3 Lo s _[ra+DF 
k=1 FE (c) Xok = +427 +- tn =a 
k=1 


30 
> Exemplo2 Calcule >, k(k + 1). 
k=1 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA Solução 
am e Ei 30 30 30 30 
uitos recursos computacionais for- o 2 = 2 
necem alguma maneira de calcular E k(k + 1) = Dk +k) = Dn K + >, k 
somas expressas na notação sigma. k=1 k=1 k=1 k=1 
Se o leitor dispuser de um desses re- 30(31)(61)  30(31) 


cursos, use-o para conferir a veraci- 6 = 2 = 9920 Teorema 5.4.2 (a), (b) á 


dade do resultado do Exemplo 2. 


Em fórmulas como 


- 1 1 
Drs ou 1424n = D 
k=1 


o lado esquerdo da igualdade é chamado de uma soma em forma aberta, enquanto o lado 
direito é chamado de forma fechada; a forma aberta indica os termos a serem somados, en- 
quanto a fechada é uma fórmula explícita para a soma. 


> Exemplo 3 Expresse 5D + k)? em forma fechada. 
k=1 
Solução 


DG+0)=248 +... +G+n) 
k=1 
= [1 +2 +3 +8 H5 +... +0G+n0]-[7 42437] 


3+n 
= (> e) — 14 
k=1 


2 GEMA +2n) 
= 6 


1 
14 = gon +21n? + 2n?) <4 
y =f) 


E A DEFINIÇÃO DE ÁREA 
Passamos, agora, ao problema de dar uma definição precisa do que significa a “área sob uma 
x curva”. Especificamente, suponha que a função f seja contínua e não negativa no intervalo 


a b [a, b] e que R denote a região delimitada inferiormente pelo eixo x, lateralmente pelas retas 
verticais x = a e x = b e superiormente pela curva y = f(x) (Figura 5.4.2). Usando o método 
Figura 5.4.2 dos retângulos da Seção 5.1, podemos motivar a definição da área de R como segue. 


344 Cálculo 


Ay e Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais inserindo n — 1 pontos igualmen- 
te espaçados entre a e b e denotamos esses pontos por 


X1, X2, idii » Xn—1 


(Figura 5.4.3). Cada um desses subintervalos tem comprimento (b — a)/n, que costuma 
ser denotado por 


X 
À > b—a 
A Bj Ny wes Kai P Ax = 


Figura 5.4.3 e Acima de cada subintervalo, construímos um retângulo cuja altura é o valor de fem um 
ponto arbitrariamente selecionado no subintervalo. Assim, se 


* 


Ay * * 
Xis Xas- Xn 


denotam os pontos selecionados nos subintervalos, então os retângulos têm alturas 


TOO caca io Vedras 
fu iÃE, fOŽAx,..., JU DA 
(Figura 5.4.4). 


e A união dos retângulos forma uma região R,, cuja área pode ser considerada como uma 


E aproximação da área A da região R; ou seja, 
= 
ss 
è A = área(R) = área(R;) = fx] ) Ax + f7) Ax +--+ f(xž)Ax 
N i f Eae 
É (Figura 5.4.5). Isso pode ser expresso mais compactamente na notação sigma como 
n 
Ax X faž)Ax 
| k=1 
S | SN e Repetimos o processo usando cada vez mais subintervalos e definimos a área R como o 
| | Área = fl) Ax “limite” das aproximações dadas pelas áreas das regiões R, quando n cresce sem parar. 
Assim, definimos a área A por 
xk n 
[Axl E 
A= lim 3 foda 
Figura 5.4.4 = 


Resumindo, temos a definição seguinte. 


O limite em (2) deve ser interpretado 
assim: dado um número e > 0 qual- 


guer, e ado 5.4.3 DEFINIÇÃO (Área Sob uma Curva) Se a função f for contínua em [a, b] e 
se f(x) > O em cada x de [a, b], então a área sob a curva y = f(x) e acima do intervalo 


ASS fapa 


Z pE [a, b] é definida por 
n 
vale quando n for suficientemente a * 
grande, independentemente da esco- A = Rs bx FO) Ax (2) 
k=1 


Iha dos pontos x+. 


OBSERVAÇÃO | Há uma diferença de interpretação entre lim,-, + e lim,., +, onde n representa um inteiro positivo e x 

representa um número real. Adiante estudaremos detalhadamente os limites do tipo lim, o, mas por en- 

A) quanto basta dizer que as técnicas computacionais que estivemos utilizando para os limites do tipo lim,-, +» 
também valem para lim,-, +s- 


Os valores de xř, x5,..., x; em (2) podem ser escolhidos arbitrariamente, portanto é 
concebível que escolhas distintas desses valores possam produzir valores distintos de A. Se 
isso fosse possível, então a Definição 5.4.3 não seria uma definição aceitável de área. Feliz- 
mente, isso não ocorre; prova-se em disciplinas avançadas que, se ffor contínua (como esta- 
mos supondo), então resulta o mesmo valor de 4, independentemente da escolha dos pontos 
xý. Na prática, esses pontos são escolhidos de alguma forma sistemática; algumas escolhas 
Figura 5.4.5 área (R„) = área (R) comuns consistem em tomar sempre 
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e a extremidade esquerda de cada subintervalo, ou 
e a extremidade direita de cada subintervalo, ou 


e o ponto médio de cada subintervalo. 


Para sermos mais específicos, suponha que o intervalo [a, b] tenha sido dividido em n 
partes iguais de comprimento Ax = (b — a)/n pelos pontos x1, X2, . . . , Xn-1 € sejam xo = a e 
Xn = b (Figura 5.4.6). Então, 


x=a+kx para k=0,1,2,...,n 


Assim, as escolhas do extremo esquerdo, do extremo direito e do ponto médio para 
* * * oz 
XXi secs Aa SÃO dadas por 


Emi =a+G- Dar ) 
Ema ska (4 
x = +x) =a + (k $) Ax (5) 


a a+Ax a+2Ax a+3Ax >.. a+(n-l)A\x b=a+nAx 
o o ə ə o 
k Ax >< Ax >| Ax >| k—Ax—] 


Figura 5.4.6 xo x x2 x3 Xn-1 Xn 


Sempre que for aplicável, escolheremos o método da antiderivada para encontrar áreas. 
Contudo, os exemplos a seguir ajudam a reforçar as ideias que acabamos de discutir. 


> Exemplo 4 Use a Definição 5.4.3, com x; dado pela extremidade direita de cada subin- 
tervalo, para encontrar a área entre o gráfico de f(x) = x? e o intervalo [0, 1]. 


Solução O comprimentto de cada subintervalo é 


b—a 1—0 1 


n n n 


Ax 


de modo que segue, por (4), que 


a k 
xp =a+kAx = — 
n 


Assim, 
Drapa- Doar 5 (E) 1 z 1 yu 
k=l i k=1 i k=1 n n n? k=1 


i ki Da + 1) 


= Parte (b) do Teorema 5.4.2 
n 6 


l/n n+1 2n+41 1 1 1 
= . . 14 2+ — 
6 An n n 6 n n 
do que segue que 


A= lim apa ia A ES EE a! 
pra k ~ n>+|6 n n 3 
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Qual é o padrão sugerido pelas par- 
tes (b) a (d) do Teorema 5.4.4? A par- 
te (a) se encaixa nesse padrão? Qual 
seria sua conjectura para o valor de 


1 n 
im > 35 gelo 
n> +% nm 2 


Observe que isso é consistente com os resultados na Tabela 5.1.2 e a discussão relacionada 
na Seção 5.1. < 


Na resolução do Exemplo 4, utilizamos uma das fórmulas de “formas fechadas” de so- 
matórios do Teorema 5.4.2. Os resultados a seguir resumem algumas consequências do Teo- 
rema 5.4.2 que podem ajudar no cálculo de áreas pela Definição 5.4.3. 


5.4.4 TEOREMA 


(a) mato 


(c) lim 2 k = 
n= +% n? 


Deixamos a cargo do leitor demonstrar o Teorema 5.4.4. 


> Exemplo 5 Use a Definição 5.4.3, com xý dado pelo ponto médio de cada subintervalo, 
para encontrar a área abaixo da parábola y = f(x) = 9 — x? e acima do intervalo [0, 3]. 


Solução O comprimento de cada subintervalo é 


b-a 3-0 3 
Ax = = = 


de modo que segue, por (5), que 


Assim, 


27 27 a y 27 
n n? n? 4n? 
do que segue que 
A= lim X fajAx 
a 
2/9 27 27 27 
=Í 2 
dim O (É a. z) 
k=l 
le I< ifi i file 
= lim 7|- l==>5 Pr lo) k]-—|-y1 
dm[sE os be +; (ab) 


1 1 
=z: tes o1] =18 [ Teorema 5.4.4 | < 


A) 
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E APROXIMAÇÕES NUMÉRICAS DA ÁREA 

O método da antiderivada discutido na Seção 5.1 (e a ser estudado com mais detalhes adiante) 
é uma ferramenta apropriada para encontrar a área exata sob uma curva sempre que souber- 
mos encontrar uma antiderivada do integrando. Contudo, se não conseguirmos encontrar uma 
antiderivada, só nos resta tentar obter uma aproximação a área. A Definição 4.3 fornece uma 
maneira de alcançar isso. Segue dessa definição que, se n for grande, então 


T Japar = Ax Y SOD = AD + fan ++ QN] (6) 


k=1 k=1 


será uma boa aproximação da área A. Se uma das Fórmulas (3), (4) ou (5) for usada para 
escolher os pontos xý em (6), dizemos que o resultado é a aproximação pela extremidade 
esquerda, a aproximação pela extremidade direita ou a aproximação pelo ponto médio da 
área 4, respectivamente (Figura 5.4.7). 


xX x 
> > 


a 


b a b a b 


Aproximação pela extremidade esquerda Aproximação pela extremidade direita Aproximação pelo ponto médio 


Figura 5.4.7 


0 
Figura 5.4.8 


y= 


(b) (c) 


> Exemplo 6 Encontre as aproximações pelas extremidades esquerda e direita e pelo pon- 
to médio da área abaixo da curva y = 9 — x? acima do intervalo [0, 3], com n = 10, n = 20 e 
n = 50 (Figura 5.4.8). Compare a precisão desses três métodos. 


Solução Os detalhes dos cálculos para o caso n = 10 estão exibidos com seis casas deci- 
mais na Tabela 5.4.1, e os resultados de todos os cálculos estão dados na Tabela 5.4.2. No 
Exemplo 5, mostramos que a área exata é 18 (ou seja, 18 unidades de área), de modo que, 
nesse caso, a aproximação pelo ponto médio é mais precisa do que as aproximações pelos 
extremos. Isso também é evidente geometricamente a partir da Figura 5.4.9. Nessa figura, 
também podemos ver que a aproximação pela extremidade esquerda superestima a área, e a 
aproximação pela extremidade direita a subestima. Adiante neste texto, investigaremos o erro 
que resulta quando a área é aproximada pela regra do ponto médio. « 


E ÁREA LÍQUIDA COM SINAL 
Na Definição 5.4.3, supomos que f seja contínua e não negativa no intervalo [a, b]. Se f for 
contínua e tomar tanto valores positivos quanto negativos em [a, b], então o limite 


aim o FO) Ax (7) 
k=1 


não mais representa a área entre a curva y = f(x) e o intervalo [a, b] no eixo x; o limite repre- 
senta agora uma diferença de áreas — a área acima de [a, b] e abaixo da curva y = f(x) menos 
a área abaixo de [a, b] e acima da curva y = f(x). Chamamos isso de área líquida com sinal 
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Tabela 5.4.1 
n = 10, Ax = (b - a)/n = (3 — 0)/10 = 0,3 
APROXIMAÇÃO APROXIMAÇÃO APROXIMAÇÃO 
PELA EXTREMIDADE ESQUERDA PELA EXTREMIDADE DIREITA PELO PONTO MÉDIO 

k Xe 9- ra 9- O? EA 9- 
1 0,0 9,000000 0,3 8,910000 0,15 8,977500 
2 0,3 8,910000 0,6 8,640000 0,45 8,797500 
3 0,6 8,640000 0,9 8,190000 0,75 8,437500 
4 0,9 8,190000 1;2 7,560000 1,05 7,897500 
5 1.2 7,560000 1,5 6,750000 1,35 7,177500 
6 15 6,750000 1,8 5,760000 1,65 6,277500 
T 1,8 5,760000 2,1 4,590000 1,95 5,197500 
8 2,1 4,590000 2,4 3,240000 2.25 3,937500 
9 2,4 3,240000 257: 1,710000 259 2,497500 
10 2,17 1,710000 3,0 0,000000 2,85 0,877500 
64,350000 55,350000 60,075000 

u p (0,3)(64,350000) (0,3)(55,350000) (0,3)(60,075000) 

Aa fok) = 19,305000 = 16,605000 = 18022500 

Tabela 5.4.2 
APROXIMAÇÃO PELA APROXIMAÇÃO PELA APROXIMAÇÃO 


n EXTREMIDADE ESQUERDA EXTREMIDADE DIREITA PELO PONTO MÉDIO 


10 19,305000 16,605000 18,022500 
20 18,663750 17,313750 18,005625 
50 18,268200 17,728200 18,000900 
A) y Ay 
9 9 9 
xX xX xX 
> > > 
0 3 0 3 0 3 
A aproximação pela A aproximação pela A aproximação pelo 
extremidade esquerda extremidade direita ponto médio é melhor 
superestima a área subestima a área que as pelas extremidades 


Figura 5.4.9 


(b) 
Figura 5.4.10 


Assim como na Definição 5.4.3, pode 
ser provado que sempre existe o limi- 
te em (9) e que o mesmo valor de A 
resulta independentemente da esco- 
lha dos pontos nos subintervalos. 


Figura 5.4.11 
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entre o gráfico de y = f(x) e o intervalo [a, b]. Por exemplo, na Figura 5.4.10a, a área líquida 
com sinal entre a curva y = f(x) e o intervalo [a, b] é 


(Ar + Aun) — Ay = [área acima de [a, b]] — [área abaixo de [a, b]] 


Para explicar por que o limite em (6) representa essa área líquida com sinal, vamos subdi- 
vidir o intervalo [a, b] da Figura 5.4.10a em n subintervalos iguais e examinar os termos 
da soma 


> fax (8) 


k=1 


Se f(xy) for positivo, então o produto f(x) Ax representa a área do retângulo com altura 
f(x;) e base Ax (os retângulos azul escuro na Figura 5.4.10b). Porém, se f(x;) for negativo, 
então o produto f (xý) Ax é o negativo da área do retângulo com altura | f(x;)|e base Ax (os 
retângulos azul claro na Figura 5.4.10b). Assim, (8) representa a área total dos retângulos 
azul escuro menos a área total dos retângulos azul claro. À medida que n cresce, os retângulos 
azul escuro preenchem as regiões com áreas A; e Ary e os azul claro preenchem a região com 
área Ay, O que explica por que o limite em (7) representa a área total com sinal entre y = f(x) 
e [a, b]. Formalizamos isso na definição seguinte. 


5.4.5 DEFINIÇÃO (Área Líquida com Sinal) Se a função f for contínua em [a, b], 
então a área líquida com sinal A entre a curva y = f(x) e o intervalo [a, b] é definida por 


A= lim E FO Ax (9) 
k=1 


A Figura 5.4.11 mostra o gráfico de f(x) = x — 1 sobre o intervalo [0, 2]. Geometrica- 
mente, é evidente que são iguais as áreas A, e A; nessa figura, de modo que é de se esperar 
que seja nula a área líquida com sinal entre o gráfico de fe o intervalo [0, 2]. 


> Exemplo 7 Confirme que a área líquida com sinal entre o gráfico de f(x) =x — leo 
intervalo [0, 2] é zero usando a Definição 5.4.5 com x; dada pela extremidade esquerda de 
cada subintervalo. 


Solução O comprimento de cada subintervalo é 


b-a 2-0 2 


n n n 


Ax 


de modo que segue, por (3), que 


=at- DAax=k-D (2) 


n 


Assim, 


n n n 2 2 
X faja = ag DAx = >» [a 1) (5) ] (z) 
k=1 k=1 
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do que segue que 


A 1 n 4 ig 1 
A> fi Ax= lim |4 k a 
reuso o] 


1 
=4(5)-0:1-2:10 


Isso confirma que a área com sinal é zero. « 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.4 (Ver página 352 para respostas.) 


1. (a) Escreva a soma de duas maneiras: 
4 3 
1 1 1/1 
a ASS) 


(b) Expresse a soma 10 + 10? + 10° + 10º + 10º usando no- 
tação de somatório. 


2. Expresse a soma em forma fechada. 
(a) Dk w $ eD) oDe 
k=1 k=1 k=1 


3. Divida o intervalo [1, 3] em n = 4 subintervalos de igual tamanho. 
(a) Cada subintervalo tem comprimento 


EXERCÍCIOS 5.4 [E] CAS 


(b) As extremidades esquerdas dos subintervalos são 
(c) Os pontos médios dos subintervalos são 
(d) As extremidadess direitas dos subintervalos são 


4. Encontre a aproximação pela extremidade esquerda da área en- 
tre a curva y = x° e o intervalo [1, 3] usando n = 4 subdivisões 
iguais do intervalo. 


5. A aproximação pela extremidade direita da área líquida com 
sinal entre y = f(x) e o intervalo [a, b] é dada por 
= 6k+1 
nº 


k=1 


Encontre o valor exato dessa área líquida com sinal. 


1. Calcule 


3 6 
(a) 35% © XE- dó F e-i 
k=1 


j=2 i=—4 
5 4 6 

(d) Fl (e) 3-2 () > senna 
n=0 k=0 n=1 


2. Calcule 


4 kr 
(a) > k sen p 
k=1 


5 
(d) X gm+l 
m=3 


3-8 Escreva cada expressão com a notação de somatório, 
mas não a calcule. E 


5 
O ed Om 
j=0 


6 
(e) J vn (D J coskr 
n=1 


1+2+3+--+ 10 
3.14+3:2+3:3+--+3-20 
2+4+6+84++20 6 1+3+5+7+=+15 


1—3+5-7+9—-11 8&1-łi+i-i+i 


O ON a oe o 


(a) Expresse com a notação de somatório a soma dos inteiros 
pares de 2 a 100. 

(b) Expresse com a notação de somatório a soma dos inteiros 
ímpares de 1 a 99. 


10. Expresse com a notação de somatório 
(a) ai — a+ a3 — a4 + as 
(b) —bo + bı — b2 + b3 — b4 + bs 
(c) ag+ aix + ax? + + anx” 
(d) a+ a'b + eb + abh + ab! + b’ 


11-16 Use o Teorema 5.4.2 para calcular as somas e verifique suas 
respostas usando um recurso computacional. EH 


20 
13. De 
k=l 


100 100 


11. Fã 12. XOOk+1) 
k=1 k=1 


30 


15. Xka = R42) 


k=1 


20 
14. Dre 
k=4 


6 
16. X k- k) 
k=1 


17-20 Expresse as somas em formas fechadas. E 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


21. Dado qualquer inteiro positivo n, 
BHH- +S Hn 


22. A aproximação pelo ponto médio é a média das aproximações 
pelas extremidades esquerda e direita. 


23. Cada aproximação pela extremidade direita da área sob o gráfico 
de y = x° acima de um intervalo [a, b] será uma superestimação. 


24. Dada qualquer função contínua f, a área entre o gráfico de fe 
um intervalo [a, b] (no qual festiver definida) é igual ao valor 
absoluto da área líquida com sinal entre o gráfico de fe o inter- 
valo [a, b]. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


25. (a) Escreva as três primeiras e as duas últimas parcelas da 
soma 


n 4 
D (2+2) a 
k=1 
Explique por que essa soma dá a aproximação pela ex- 
tremidade direita da área sob a curva y = x“ acima do 
intervalo [2, 5]. 

(b) Mostre que uma mudança adequada na variação do ín- 
dice do somatório de (a) pode fornecer a aproximação 
pela extremidade esquerda da área sob a curva y = xf 

acima do intervalo [2, 5]. 


26. Para uma função f que é contínua em [a, b], a Definição 
5.4.5 diz que a área líquida com sinal A entre y = f(x) e o 
intervalo [a, b] é 


A= Es FODAx 


Dê interpretações geométricas para os símbolos n, x; e Ax. 
Explique como interpretar o limite dessa definição. 


27-30 Divida o intervalo especificado em n = 4 subintervalos de 
igual tamanho e, então, calcule 


4 
o SO) Ax 
k=1 
tomando x; como (a) a extremidade esquerda de cada subintervalo, 
(b) o ponto médio de cada subintervalo e (c) a extremidade direita 
de cada subintervalo. Ilustre cada parte com um gráfico de f que in- 
clui os retângulos cujas áreas estão representadas na soma. E 


27. FO) = 3x + 1: [2,6] 28. fc) = 1/x; [1,9] 
29. f(x) = cos x; [0, 7] 30. fœ) = 2x — x3 [-1, 3] 


[€]31-34 Use um recurso computacional com capacidade para tratar 
de somatórios ou um CAS para obter um valor aproximado da área 
entre a curva y = f(x) e o intervalo especificado com n = 10, 20 
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e 50 subintervalos usando a aproximação (a) pela extremidade es- 
querda, (b) pelo ponto médio e (c) pela extremidade direita. EB 


31. f(x) = 1/x: [1,2] 32. f() = 1/22; [1,3] 
33. f(x) = x: [0, 4] 34. f(x) = sen x; [0, 7/2] 
35-40 Use a Definição 5.4.3 tomando x; como a extremidade direi- 


ta de cada subintervalo para encontrar a área sob a curva y = f(x) 
acima do intervalo especificado. E 


35. f(x) = x/2; [1,4] 
37. fœ@© = 9 — x7; [0,3] 
39. f(x) =; [2,6] 


36. f0)= 5 — x: [0,5] 

38. f0)=4— 1x2:[0,3] 

40. fœ) = 1 — 2º; [-3, —1] 
41-44 Use a Definição 5.4.3 tomando xý como a extremidade es- 


querda de cada subintervalo para encontrar a área sob a curva y = 
f(x) acima do intervalo especificado. E 


42. f()=5 — x; [0,5] 
44. f(x) =4— 422: [0,3] 


41. fœ) = x/2; [1,4] 
43. f(x) = 9 — 22; [0, 3] 


45-48 Use a Definição 5.4.3 tomando xý como o ponto médio de 
cada subintervalo para encontrar a área sob a curva y = f(x) acima 
do intervalo especificado. E 


45. f(x) = 2x; [0,4] 46. f(x)= 6 -— x: [1,5] 


47. f(x) = 22: [0,1] 48. f(x) =x}; [-1, 1] 

49-53 Use a Definição 5.4.5 tomando xý como a extremidade direi- 
ta de cada subintervalo para encontrar a área líquida com sinal entre 
a curva y = f(x) e o intervalo especificado. E 


49. f(x) = x; [—1, 1]. Confira sua resposta com um argumento 
geométrico simples. 


50. fx) = x; [—1, 2]. Confira sua resposta com um argumento 
geométrico simples. 


51. fQ)=2-1; [0,2] 52. fœ@ =x; [-1,1] 


53. (a) Mostre que a área abaixo do gráfico de y = x° e acima do 
intervalo [0, b] é b*/4. 
(b) Encontre uma fórmula para a área abaixo de y = x 
ma do intervalo [a, b], onde a > 0. 


3 e aci- 


54. Encontre a área entre o gráfico de y = /x e o intervalo [0, 1]. 
[Sugestão: Use o resultado do Exercício 25 da Seção 5.1.] 


55. Uma artista deseja criar uma forma rudimentar de triângulo usan- 
do ladrilhos quadrados uniformes colados pelas arestas. Ela colo- 
ca n ladrilhos em fila para formar a base do triângulo e, então, faz 
cada linha sucessiva com dois ladrilhos a menos que a precedente. 
Ache uma fórmula para o número de ladrilhos usados na peça. 
[Sugestão: Sua resposta irá depender de n ser par ou ímpar.] 


56. Uma artista deseja criar uma escultura colando esferas unifor- 
mes. Ela cria uma base com formato retangular que tem 50 
esferas de um lado e 30 esferas do outro. Então, cria cama- 
das sucessivas colando esferas no sulco da camada precedente. 
Quantas esferas irá ter a escultura? 
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57-60 Considere a soma 63. Seja x a média aritmética de n números x1, x2,..., Xn. Use o Teo- 
à rema 5.4.1 para provar que 
DOE + D? Rj=[5" - 8] + — 3º] n 
tm +13 — 2] + [2 — 1°] D 
=5 — 1? = 124 = 


Para simplificar, listamos as parcelas em ordem invertida. Observe 64. Seja 


como o cancelamento possibilitou que a soma se retraísse como um n 
telescópio. Dizemos que uma soma é telescópica quando uma parte S= D art 
de cada parcela cancela outra de alguma parcela vizinha, deixando k=0 
somente partes da primeira e da última parcelas sem cancelar. Cal- 
cule as somas telescópicas neste exercícios. E 


Mostre que S — rS =a — ar "+! 


17 50 kp Aar 
1 1 a= CA) 
57. > 6t- 3%! 58. -—— Lp 
> dae 2 


k=5 


e, portanto, 


(Uma soma dessa forma é denominada soma geométrica.) 


20 100 
1 1 k+1 k 
59. > (a e (k — z) 60. 2e id 65. Escrevendo por extenso as somas, determine se são válidas as 
Rê Rel seguintes identidades 


61. (a) Mostre que 


aa | i (a) [E soojas-5[f neves 


L3 33” DG)” mal a Te npg 
l 1/1 1 O) =| io -D [ati] 
Sugestão: = ( )| ~ i jo LO 
Qn-DQn+D) 242n-1 2n+41 


66. Quais das seguintes identidades são válidas? 
(b) Use o resultado de (a) para encontrar 


n n n n n 2 
n 1 (a) X aibi = Xa Xb (b) Xa = (£a) 


E a 


k=1 D 
di 
62. (a) Mostre que H = n n- 
ODD =5 @ J ai=) am 
1 + 1 + 1 + 1 n a Sih = o 
I2 23 3.4 'n(n+1) n+4l da + 
Sugestão: l = l 1 67. Prove a parte (c) do Teorema 5.4.1. 
n(n+HD n n+l 


68. Prove o Teorema 5.4.4. 


(b) Use o resultado de (a) para encontrar 
69. Texto O que é uma área líquida com sinal? De que forma esse 


; 3 1 conceito expande nossa aplicação do método do retângulo? 
n—> +o 


k=1 k(k + 1) 70. Texto Tomando por base o Exemplo 6, poderíamos conjectu- 
rar que a aproximação pelo ponto médio sempre fornece uma 
aproximação melhor do que as aproximações pelas extremida- 
des. Discuta os méritos dessa conjectura. 


& RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.4 


5 
1 1 n(n + 1) n(n + DQn + 1) 
1. (a) —; oe (b 10% 2. (a) ———— (b) 3a(n+1)+n (o) = Lo + 3. (a) 0,5 (b) 1;1,5;2:;2,5 
(0) 5 gy OA (a) 5 (b) 3n(r ) (c) A (a) (b) 
z 2 
(c) 1,25; 1,75;2,25;2,715 (d) 1,5;2;2,5;3 4. 6,75 5. lim a =3 


n> +% n2 
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5.5 A INTEGRAL DEFINIDA 


Ay : 
» = f0) 
xX 
a b á 
Figura 5.5.1 
Ay , 
» = f0) 
xX 
a b é 
Figura 5.5.2 


Alguns autores usam o símbolo ||A || 
em vez de max Axy para a norma da 
partição, caso em que max Axp — 0 
deve ser trocado por ||A|| — 0. 


Nesta seção, introduziremos a noção de “integral definida”, que relaciona o conceito de 
área a outros conceitos importantes, como comprimento, volume, densidade, probabilidade 
e trabalho. 


E SOMAS DE RIEMANN E INTEGRAL DEFINIDA 

Em nossa definição de área líquida com sinal (Definição 5.4.5), supusemos que, dado um núme- 
ro positivo n, o intervalo [a, b] foi subdividido em n subintervalos de mesmo comprimento para 
criar as bases dos retângulos da aproximação. Para algumas funções, pode ser mais conveniente 
utilizar retângulos com bases de comprimentos diferentes (ver Estabelecendo Conexões, Exer- 
cícios 2 e 3). Contudo, se quisermos exaurir uma área com retângulos de larguras diferentes, é 
importante que as subdivisões sucessivas sejam construídas de tal modo que as larguras dos re- 
tângulos tendam a zero com n crescente (Figura 5.5.1). Assim, devemos evitar o tipo de situação 
que ocorre na Figura 5.5.2, em que nunca é subdividida a metade da direita do intervalo. Se per- 
mitíssemos esse tipo de subdivisão, o erro na aproximação não tenderia a zero com n crescente. 

Uma partição do intervalo [a, b] é uma coleção de pontos 


Aa=M<M<M<º<X =b 
que dividem o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos 
Axı = X1 — Xo AX =X — X], X3=13—X,...0, ÀAM=Mh— Xl 
Dizemos que a partição é regular se os subintervalos têm, todos, o mesmo comprimento 


b—a 


n 


Axp = Ax = 


No caso de uma partição regular, as larguras dos retângulos da aproximação tendem a zero 
quando n cresce. Como isso não precisa ser o caso para uma partição qualquer, precisamos 
medir o “tamanho” dessas larguras de alguma maneira. Uma abordagem é denotar o maior 
comprimento de um subintervalo por max Ax,. A magnitude max Ax, é denominada norma 
da partição. Por exemplo, a Figura 5.5.3 mostra uma partição do intervalo [0, 6] em quatro 
subintervalos de norma igual a 2. 


|< 
e e 
0 


fo A 


Figura 5.5.3 


Se quisermos generalizar a Definição 5.4.5 para permitir subintervalos de comprimen- 
tos diferentes, deveremos substituir o comprimento constante Ax pelos comprimentos variá- 
veis Ax. Uma vez feito isso, a soma 


>, f@œğ)Ax é substituída por Do POA 


k=1 k=1 


Também devemos trocar a expressão n — +% por alguma que garanta que os comprimentos 
de todos os intervalos tendam a zero. Para isso, utilizaremos a expressão max Axy — 0. Utili- 
zando nosso conceito intuitivo de área, esperamos que a área líquida com sinal entre o gráfico 
de fe o intervalo [a, b] deva satisfazer a equação 


A= lim Do fo A 
k=1 


max Ax; > O 
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(Adiante veremos que isso ocorre.) O limite que aparece nessa expressão é um dos conceitos 
fundamentais do Cálculo Integral e constitui a base da definição seguinte. 


5.5.1 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função f é integrável em um intervalo fechado 
finito [a, b] se o limite 


max Ax > 


lim 2 FD Ax 


existir e não depender da escolha das partições ou da escolha dos pontos x, nos subinter- 
valos. Nesse caso, denotamos o limite pelo símbolo 


b n 
l fenda = dim D faia 


que é denominado integral definida de f de a até b. Os números a e b são denominados 
limite de integração inferior e limite de integração superior, respectivamente, e f(x) é 
denominado integrando. 


A notação usada para a integral definida merece algum comentário. Historicamente, a 
expressão “f(x) dx” era interpretada como uma “área infinitesimal” de um retângulo de altu- 
ra f(x) e base “infinitesimal” dx. Então, a área total sob a curva era obtida “somando” essas 
áreas infinitesimais. O símbolo “J” é um “S” espichado que era usado para indicar essa soma. 
Para nós, o símbolo “/” de integral e o símbolo “dx” podem servir para lembrar que a inte- 
gral definida é realmente o limite de um somatório quando Axy — 0. A soma que aparece na 
Definição 5.5.1 é chamada de soma de Riemann, e a integral definida é, às vezes, denomi- 
nada integral de Riemann para homenagear o matemático alemão Bernhard Riemann, que 
formulou muitos dos conceitos básicos do Cálculo Integral. (A razão para a semelhança entre 
as notações de integral definida e integral indefinida será esclarecida na próxima seção, onde 
estabeleceremos uma relação entre os dois tipos de “integração”.) 


Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) Ma- 
temático alemão. Bernhard Riemann, como é comumente 
conhecido, era filho de um ministro protestante. Recebeu 
de seu pai a educação elementar e, com pouca idade, 
vw mostrou talento em Aritmética. Em 1846, entrou na Uni- 
versidade de Göttingen para estudar Teologia e Filosofia, 


tava, os fundamentos da Geometria. A aula parecia uma cena de 
filme. O velho e enfraquecido Gauss, um gigante em seu tempo, 
observando intensamente seu jovem brilhante protegido juntar 
as partes de seu trabalho em um sistema belo e completo. Dizem 
que Gauss ficou ofegante de prazer quando a aula estava che- 
gando ao fim e voltou para a casa maravilhado com o talento de 


mas logo transferiu-se para a Matemática. Estudou física com W. 
E. Weber e Matemática com Carl Friedrich Gauss, considerado 
por alguns o maior matemático de todos os tempos. Em 1851, 
recebeu seu Ph.D sob a orientação de Gauss e permaneceu em 
Góttingen para lecionar. Em 1862, um mês após seu casamento, 
sofreu um ataque de pleurisia e permaneceu extremamente 
doente pelo restante da vida. Finalmente, sucumbiu à tuberculose 
em 1866, com 39 anos. 

O trabalho de Riemann em Geometria está cercado de uma 
história interessante. Para sua aula introdutória, antes de tornar- 
-se professor assistente, submeteu três tópicos possíveis a Gauss. 
Gauss surpreendeu Riemann, escolhendo o que ele menos gos- 


seu estudante. Gauss morreu pouco depois. Os resultados apre- 
sentados por Riemann naquele dia acabaram sendo a ferramenta 
fundamental, usada por Einstein, cerca de 50 anos depois, para 
desenvolver a teoria da Relatividade. 

Além de seu trabalho em Geometria, Riemann fez grandes 
contribuições à teoria das funções complexas e à Física Matemá- 
tica. A noção de integral definida, presente na maioria de cursos 
de Cálculo, deve-se a ele. Sua morte prematura foi uma grande 
perda para a Matemática, uma vez que seu trabalho era brilhante 
e de importância fundamental. 


[Imagem: http: //commons.wikimedia.org /wiki/File:Georg. Friedrich Bernhard Riemann.jpeg] 


OBSERVAÇÃO 


Subentende-se, no Exemplo 1, que 
as unidades da área são as unidades 
de comprimentos elevados ao qua- 
drado, mesmo não explicitando quais- 
quer unidades de comprimento. 
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O limite que aparece na Definição 5.5.1 é um pouco diferente dos tipos de limite discu- 
tidos no Capítulo 1. Falando um tanto vagamente, a intenção da expressão 


n 
im > fopAm=L 
max Ax; > O tal 
é transmitir a ideia de que podemos forçar as somas de Riemann a ficarem tão próximas quan- 
to quisermos de L, independentemente da escolha dos valores de x;, tomando a norma da par- 
tição suficientemente pequena. Embora seja possível dar uma definição formal desse limite, 
vamos simplesmente usar argumentos intuitivos sempre que aplicarmos a Definição 5.5.1. 
Embora a função não precise ser contínua em um intervalo para poder ser integrável 
nesse intervalo (Exercício 42), estaremos interessados basicamente em integrais definidas de 
funções contínuas. O teorema a seguir, que enunciamos sem prova, diz que, se uma função 
for contínua em um intervalo fechado finito, então essa função será integrável nesse intervalo, 
e sua integral definida será a área líquida com sinal entre o gráfico da função e o intervalo. 


5.5.2 TEOREMA Se uma função f for contínua em um intervalo |a, b], então f será inte- 
grável em [a, b] e a área líquida com sinal À entre o gráfico de fe o intervalo [a, b] será 


b 
E | EE (1) 


A Fórmula (1) segue da integrabilidade de f, que nos permite utilizar qualquer partição para calcular a integral. 
Em particular, se utilizarmos partições regulares de [a, b], então 


b-a 
n 


Až = Ax = 


com qualquer valor de k. Isso implica que max Axy = (b — a)/n, do que segue que max Ax — 0 se, e somente 
se, n — +o. Assim, 


max Ax > 


b n n 
i fœ)dx= lim o fa Am = lim Do fanAr=A 
E k=1 A k=1 


Nos casos mais simples, podemos calcular integrais definidas de funções contínuas 
usando fórmulas da Geometria plana para calcular áreas com sinal. 


> Exemplo 1 Esboce a região cuja área está representada pela integral definida e calcule a 
integral usando uma fórmula apropriada de Geometria. 


4 2 1 
(a) | 2dx (b) J (x +2)dx (c) Í 1 — x? dx 
1 =i 0 


Solução (a) O gráfico do integrando é a reta horizontal y = 2; portanto, a região é um re- 
tângulo de altura 2, estendendo-se sobre o intervalo de 1 até 4 (Figura 5.5.4a). Assim, 


4 
| 2dx = (área do retângulo) = 2(3) = 6 
1 


Solução (b) O gráfico do integrando é a reta y = x + 2; portanto, a região é um trapézio, 
cuja base se estende de x = — 1 a x = 2 (Figura 5.5.4b). Assim, 


2 
J (x + 2) dx = (área do trapézio) — ta +43) = B 
-1 
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A) 
4 l= 
3 
y=2 
24 
IE 
xX xX 
1 L l > Í > 
o Do 3 g 5 -2 
(a) (b) (c) 
Figura 5.5.4 


Solução (c) O gráfico de y = 1 — x? é o semicírculo superior de raio 1 e centro na ori- 
gem; portanto, a região é o quarto de círculo superior direito estendendo-se de x = 0a x = 1 
(Figura 5.5.4c). Assim, 


1 
1 
Í y 1 — x? dx = (área do quarto de círculo) = 770 = z < 
0 


> Exemplo 2 Calcule 


2 1 
(a) | (x — Ddx (b) f (x — Ddx 
0 0 


Solução O gráfico de y = x — 1 está na Figura 5.5.5, e deixamos a cargo do leitor verificar 
que ambas as regiões triangulares têm área >. No intervalo [0, 2], a área líquida com sinal é 
Aj— Ay = t — 5 = Qe, no intervalo [0, 1], a área líquida com sinal é — A, = —5. Assim, 


2 1 
[a-nar=o e | -Da =- 
0 0 


(Lembre que, no Exemplo 7 da Seção 5.4, utilizamos a Definição 5.4.5 para mostrar que é 
nula a área líquida com sinal entre o gráfico de y = x — 1 e o intervalo [0,2].) < 


Figura 5.5.5 


E PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA 

Supõe-se, na Definição 5.5.1, que [a, b] seja um intervalo finito fechado com a < be, portan- 
to, o limite superior de integração de uma integral definida é maior do que o limite inferior. É 
conveniente, porém, estender essa definição para incluir os casos em que os limites de inte- 
gração são iguais ou o limite inferior é maior do que o superior. Com essa finalidade, faremos 
as seguintes definições especiais. 


5.5.3 DEFINIÇÃO 


(a) Se a estiver no domínio de f, definimos 


f tosa = (0) 


(b) Se ffor integrável em [a, b], definimos 


[ toas- [ foa 
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y A parte (a) dessa definição é consistente com a ideia intuitiva de que a área entre um ponto no 
» =f6) eixo xe a curva y = f(x) deva ser zero (Figura 5.5.6). A parte (b) da definição é simplesmente 
uma convenção útil; ela estabelece que, intercambiando-se os limites de integração, inverte- 

-se o sinal da integral. 


yx 


a 


A área entre | > Exemplo 3 
y=f(xw)eaézero 


1 
DE — 
Figura 5.5.6 (a) À x dx =0 


0 1 
(b) À Vi=xdr=- f N E Md 
1 0 


4 


Exemplo 1(c) 


Uma vez que as integrais definidas são dadas por limites, elas herdam muitas das 
propriedades dos limites. Por exemplo, sabemos que constantes podem ser movidas atra- 
vés do sinal de limite e que o limite de uma soma ou diferença é a soma ou diferença dos 
limites. Assim, o leitor não deve se supreender com o teorema a seguir, enunciado sem 
prova formal. 


5.5.4 TEOREMA Sefe g forem integráveis em |a, b] e se c for uma constante, então cf, 
f+gef-— g serão integráveis em [a, b] e 


b b 
(a) f cfo dx =c f f(x)dx 


b b b 
(b) J [fœ + 801dx = | food + | g(x) dx 


b b b 
(c) f (Co — gGoldx = f fœax- f 8(x) dx 


A parte (b) desse teorema pode ser estendida a mais do que duas funções. Mais precisamente, 


b 
Puno + no ++ nela 

É b b b 

| fio) da + | fi) da ++ f Po 


Algumas das propriedades das integrais definidas podem ser motivadas interpretando- 

-se a integral como uma área. Por exemplo, se f for contínua e não negativa no intervalo [a, b] 

e se c for um ponto entre a e b, então a área sob y = f(x) e acima do intervalo [a, b] poderá 

y ser dividida em duas partes e expressa como a área sob o gráfico de a a c mais a área sob o 
p= fo) gráfico de c a b (Figura 5.5.7), isto é, 


[ seas = [ fart f rosas 


a É Ë Esse é um caso especial do teorema a seguir sobre integrais definidas, o qual enunciaremos 


Figura 5.5.7 sem prova. 


358 Cálculo 


A parte (b) do Teorema 5.5.6 afirma 
que é possível integrar ambos os 
lados de uma desigualdade f(x) > 
g(x), sem alterar o sentido da mesma. 
Caso b > a, ambas as partes do teo- 
rema continuam válidas se trocarmos 
> por <, > ou < em toda parte. 


y = f0) 
X 
l a b á 
“Área líquida com sinal >0 | 
Figura 5.5.8 
y 
» =f09) 
» = 80x) 
xX 
| a b > 


Área sob f>área sob g | 


Figura 5.5.9 


5.5.5 TEOREMA Sef for integrável em um intervalo fechado contendo os três pontos 
a, b e c, então 


[ sovar= f sodes f toa 


não importando como os pontos estejam ordenados. 


O teorema a seguir, que enunciaremos sem prova, também pode ser motivado interpre- 
tando as integrais definidas como áreas. 


5.5.6 TEOREMA 


(a) Se ffor integrável em la, b] e f(x) > 0 em cada x de |a, b], então 


b 
f fœ)dx > 0 


(b) Sefe g forem integráveis em [a, b] e f(x) > g(x) em cada x de [a, b], então 


b b 
/ foJarE f ojd 


Geometricamente, a parte (a) desse teorema estabelece o fato óbvio de que, se f for não ne- 
gativa em [a, b], então a área líquida com sinal entre o gráfico de fe o intervalo [a, b] será 
também não negativa (Figura 5.5.8). A parte (b) tem uma interpretação simples quando f e 
g forem não negativas em [a, b], afirmando que, se o gráfico de f não passar por baixo do 
de g, então a área sob o gráfico de f será pelo menos tão grande quanto aquela sob o gráfico 
de g (Figura 5.5.9). 


> Exemplo 4 Calcule 


1 
f (5— 3V1 -—x?)dx 
0 
Solução A partir das partes (a) e (c) do Teorema 5.5.4, podemos escrever 


1 1 1 1 1 
[65-31=x)ax= f sax- [3v1>x2ax= | sdx-3 | VI- xax 
0 0 0 0 0 


A primeira integral dessa diferença pode ser interpretada como a área de um retângulo de al- 
tura 5 e base 1; portanto, seu valor é 5 e, pelo Exemplo 1, o valor da segunda integral é 7/4. 
Assim, 


1 
| 6-31a =s 3 (7) =5 Ma 
0 


4 4 


E DESCONTINUIDADES E INTEGRABILIDADE 

No final do século XIX e no início do século XX, os matemáticos começaram a investigar 
condições sob as quais o limite que define uma integral deixa de existir, ou seja, condições 
sob as quais uma função deixa de ser integrável. Esse assunto é bem complexo e foge do 
contexto deste livro. Porém, existem alguns resultados básicos sobre integrabilidade que são 
importantes; começaremos com uma definição. 
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5.5.7 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função f definida em um intervalo é limitada no 


y=M ; ad E a 
intervalo se existir algum número M positivo tal que 
J 
| 
| x —M <f (0) <M 
> E . . . . z a 
a b em cada x do intervalo. Geometricamente, isso significa que o gráfico de f no intervalo 
fica entre as retas y = —M e y = M. 
y=-M 


| fé limitada em [a, b] 
— 


Por exemplo, uma função contínua f é limitada em qualquer intervalo finito fechado, pois o 
Teorema do Valor Extremo (4.4.2) impõe que f tenha um máximo e um mínimo absolutos no 
Figura 5.5.10 intervalo; logo, seu gráfico está entre as retas y = —M e y = M, desde que M seja grande o 
suficiente (Figura 5.5.10). Ao contrário, uma função que tem uma assíntota vertical dentro de 
um intervalo não é limitada nesse intervalo, pois seu gráfico dentro dele não pode ser forçado 
a ficar entre as retas y = —M e y = M, não importando quão grande tomarmos o valor de M 
(Figura 5.5.11). 

O teorema a seguir, enunciado sem prova, lista alguns fatos sobre a integrabilidade 
de funções com descontinuidades. Nos exercícios, incluímos alguns problemas relacionados 
com esse teorema (Exercícios 42, 43 e 44). 


5.5.8 TEOREMA Seja fuma função definida em um intervalo finito fechado [a, b]. 


(a) Sef tiver um número finito de descontinuidades em (a, b], mas for limitada em la, b], 
então será integrável em [a, b]. 


f não é limitada em [a, vı | 


(b) Se fnão for limitada em (a, b], então não será integrável em la, b]. 


Figura 5.5.11 


EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.5 (Ver página 362 para respostas.) 


1. Em cada parte, use a partição de [2, 7] da figura abaixo. Ay 
6 = 
e e e e e 
2 3 4,5 65 7 
Figura Ex-1 


(a) Qual é o número n de subintervalos nessa partição? 


xX 
(b) xo = = = i a 
X3 = s14 = 
O Ars Ans Ags ~; 
AX4 — 
(d) A norma dessa partição é 5 +F 
Figura Ex-3 
2. Seja f(x) = 2x — 8. Use a partição de [2, 7] do Exercício 1 aci- 
ma e as escolhas xf = 2, xš = 4, x% = 5e x; = 7 para calcular 4. Suponha que g(x) seja uma função para a qual 
a soma de Riemann 1 2 
4 l gO)dx=5 e Í g(x)dx = —2 
Y eD An = j 
k=1 Use essa informação para calcular as integrais definidas. 
2 2 
3. Use a figura abaixo para calcular (a) / Sg() dx (b) l E gax) dx 


7 1 =2 
| (Ox — 8) dx (c) f [e &œ)f dx (d) f 4g(x)dx 
2 1 p 
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EXERCÍCIOS 5.5 


1-4 Encontre o valor de 
(a) Do SaD Ax 
k=1 
1. f(x)=x+1; a=0,b = 4; n=3,; 
Axı = 1, Ax: = 1, Ax = 2; 


(b) max Ax,. E 


1 E ER x =3 
2. f(x)=cosx;a=0,b=27m; n=4; 
Axı = 7/2, Axo = 37/4, Ax = 1/2, Ax4 = 1/4; 


xj=n/4,x)=71,x;=37/2,xj = 77/4 


3. flx)=4 x?; a = —3, b = 4; n = 4; 


Axı = 1; Axo = 2. Ax3 = kt; Ax4 = 3: 


* 5 * 
dj Tiga dd = 


* 1 * 
1, x3 =% X = 3 


4. f(x) =x; a = —3,b = 3; n = 4; 
Axı = 2, Ax = 1, Ax; = 1, Ax4 = 2; 


* * * * 
xi =—2,% = 0,3 — 0,14 —2 


5-8 Use os valores dados de a e b para expressar os limites seguin- 
tes como integrais. (Não calcule as integrais.) E 


5. lim 
max Ax > O 


P aD Ax; a=-1,b=2 
k=1 


6. lim 


max Axp— 0 


n 
D aD Ax; a=1,b=2 
k=1 


7. lim 


max Ax; > O 


XO Agad -3 Am; a=-3,b=3 
k=1 


8. lim 


max Ax > O 


> (sen? x) Axr; a=0,b=7/2 
k=1 


9-10 Use a definição 5.5.1 para expressar as integrais como limites 
de somas de Riemann. (Não calcule as integrais.) E 


1 

ON) * dx 
0 x+1 
n/2 


(1 +cosx) dx 
—x/2 


2 
9. (a) f 2x dx 
1 


2 
10. (a) J Jadi (b) 
1 


ENFOCANDO CONCEITOS 


11. Explique informalmente por que o Teorema 5.5.4(a) decor- 
re da Definição 5.5.1. 


12. Explique informalmente por que o Teorema 5.5.6(a) decor- 
re da Definição 5.5.1. 


13-16 Esboce a região cuja área com sinal é representada pela inte- 
gral definida e calcule a integral usando uma fórmula apropriada de 
Geometria quando for necessário. EB 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


3 
(a) f xdx 
0 


2 
(a) f (1 — 5x) dx 
0 
3 
(c) I (1— 1x) dx 
2 


5 
(a) f 2dx 
0 


2 
© I Dx —3ldx 


1 


=5 
(a) f 6dx 
-10 


$ 
(c) f |x — 2| dx 
0 


ro=| 


0 
(a) foro dx 


6 
(c) Í Flo) dx 


|x — 2], 
x+2, 


(b) f cosrax 
0 
1 

(d) f y1-—x?dx 
—1 


x/3 
(b) sen x dx 
—7/3 


2 
(d) f y4-—x? dx 
0 


Em cada parte, calcule a integral, sabendo que 


x>0 
x<0 


2 
©) f Sds 


6 
(a) Í Sds 


Em cada parte, calcule a integral, sabendo que 
2x; xai 
Fiada F x>1 


1 
(a) Í FO) dx 


10 


(c) f(x)dx 


1 


ENFOCANDO CONCEITOS 


19-20 Use as áreas mostradas nas figuras para encontrar 


b 
(a) f fœ) dx 


(C) f fœ) dx 


19. 


y v=f0) 


Área= 0,8 Area= 1,5 


1 
b) | fO)dx 


5 
(d) À FO) dx 
1/2 


(b) f Fl) dx 


d 
(d) f f(x)dx. E 


20. 


” Área=10 


Área=9 


2 
21. Obtenha f [f(x) + 2g(x)] dx se 
“1 
2 2 
f fO)dx=5 e 1 g(x)dx = —3 
-1 -1 
4 
22; Obtenha f [3 f(x) — g(x)] dx se 
1 
4 4 
I fOw)dx=2 e J g(x)dx=10 
1 1 
5 
23. Obtenha f f(x)dx se 
1 


1 
f f(x)dx = —2 
0 


= 
24. Obtenha l f(x)dx se 
3 


5 
f f(x)dx =1 
0 


1 3 
f f(x)dx =2 e | f(x)dx = —6 
-2 1 


25-28 Use o Teorema 5.5.4 e fórmulas apropriadas de Geometria 
para calcular as integrais. EB 


3 
25. { (4 — 5x) dx 
-į 


1 0 
27. | +Tax 28. f 2+V9-x2)dx 
0 -5 


2 
26. f (1 — 3|x|) dx 
E 


29-32 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


29. Se f(x) for integrável em [a, b], então f(x) será contínua em 
[a, b]. 


30. Vale 


31. Se a integral de f(x) no intervalo [a, b] for negativa, então 
flw) <0emcadaa<x< b. 


32. A função 


x>0 


pasa o 


é integrável em qualquer intervalo fechado [a, b]. 


33-34 Use o Teorema 5.5.6 para determinar se o valor da integral é 
positivo ou negativo. E 


3 
33. (a) fl vE d 
2 l—x 


=j 
34. (a) I 
-3 


4 2 
(b) f ————— dx 
o 3— cosx 


4 
d 
GE o Ls 


Capítulo 5 / Integração 361 


35. Prove que se f for contínua e sem < f(x) < M em [a, b], então 


b 
m(b — a) <f f(x)dx < M(b-—a) 


36. Encontre os valores máximo e mínimo de x) +2 com 
0 < x < 3. Use tais valores, junto às desigualdades do Exercí- 
cio 35, para encontrar cotas no valor da integral 


3 
f Vx? +2dx 
0 


37-38 Calcule as integrais completando o quadrado e aplicando 
fórmulas apropriadas de Geometria. E 


10 3 
V10x — x? dx 38. f y 6x — x? dx 
0 


39-40 Calcule o limite expressando-o como uma integral definida no 
intervalo [a, b] e aplicando uma fórmula apropriada de Geometria. EH 


Dos +DAx; a=0,b=1 


92 = 
0. o dim Dá — (xž)2 Axx; a=-2,b=2 
ENFOCANDO CONCEITOS 


41. Seja f(x) = C uma função constante. 
(a) Use uma fórmula de Geometria para mostrar que 


b 
f f(x)dx = C(b — a) 


(b) Mostre que o valor de qualquer soma de Riemann para 
fŒ) sobre [a, b] é C(b — a). Use a Definição 5.5.1 para 
mostrar que 


b 
f f@œ)dx = C(b- a) 


42. Defina a função fem [0, 1] por 


1, 0<x<1 


rw»=l x=0 


Use a Definição 5.5.1 para mostrar que 


1 
Í fO)dx=1 
0 


43. Pode-se mostrar que todo intervalo contém números racio- 
nais e irracionais. Aceitando isso, a função 


1 se x for racional 
fœ) = dei 

O se x for irracional 
pode ser integrável em um intervalo fechado [a, b]? Expli- 
que seu raciocínio. 
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45. Em cada parte, use os Teoremas 5.5.2 e 5.5.8 para decidir se a 


44. Defina a função f por função f é integrável no intervalo [—1, 1]. 
| (a) f(x) = cos x 
= ; 0 
mastr x#0 (b) ma Ha 
O, x=0 


2 
© ral esa 


Segue, pelo Teorema 5.5.8(b), que f não é integrável no in- 


tervalo [0, 1]. Aplique a Definição 5.5.1 para provar que isso senl/x, x#0 

realmente ocorre. [Sugestão: Argumente que, independente- (8) Ji = o x=0 

mente de quão pequena seja a norma de uma partição de [0, 1], 

sempre haverá alguma escolha de x; que torne a soma de 46. Texto Escreva um parágrafo curto discutindo as semelhanças 
Riemann da Definição 5.5.1 tão grande quanto queiramos.) e as diferenças entre as integrais indefinidas e as definidas. 


47. Texto Escreva um parágrafo explicando informalmente o que 
significa uma função ser “integrável”. 


f RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.5 


1. (a) n=4 (b) 2:3;4,5:6,5;7 (c) 1:1,5;2:0,55 (d) 2 2. 3 3: 5 4. (a) —10 (b)3 (0) 0 (d) —12 


5.6 OTEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


Nesta seção, estabeleceremos duas relações básicas entre as integrais definida e indefinida 
que, juntas, formam um resultado conhecido como “Teorema Fundamental do Cálculo”. 
Uma parte desse teorema relaciona os métodos do retângulo e da antiderivada com o cálculo 
de área, enquanto a outra parte fornece um poderoso método para o cálculo de integrais 
definidas usando antiderivadas. 


A” E OTEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 

y=f(6) Como nas seções anteriores, começamos supondo f não negativa e contínua em um intervalo 
[a, b]; nesse caso, a área A sob o gráfico de f acima do intervalo [a, b] é representada pela 
integral definida 


b 
A= 1 fo) dx (1) 


(Figura 5.6.1). 
Figura 5.6.1 A discussão do método da antiderivada na Seção 5.1 sugere que, se A(x) for a área sob 
o gráfico de f de a até x (Figura 5.6.2), então: 


1 
e AG) = f(x) 
e A(a)=0 A área sob a curva de a até a é a área acima de um único ponto e, portanto, é zero. 
(J = á é bé 
y=f() A(b) = A A área sob a curva de a até b é A. 


A fórmula A'(x) = f(x) afirma que A(x) é uma antiderivada de f(x), o que implica que qual- 
quer antiderivada de f(x) em [a, b] pode ser obtida acrescentando-se uma constante a A(x). 
Consequentemente, seja 


x F(x) = AQ) + C 


A(x) 


uma antiderivada qualquer de f(x). Subtraindo F(a) de F(b), obtemos 
Figura 5.6.2 F(b) — F(a) = [A(b) + C] — [A(a) + C] = A(b) — A(a) = A — 0 = A 
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Logo, (1) pode ser expressa como 
b 
I fO) dx = F(b) — F(a) 


Em palavras, essa equação afirma: 


A integral definida pode ser calculada encontrando-se uma antiderivada do integrando e, 
então, subtraindo-se o valor dessa antiderivada no extremo inferior de integração de seu 
valor no extremo superior de integração. 


Embora esse resultado tenha sido obtido sujeito à hipótese de que f é não negativa em [a, b], 
essa hipótese não é essencial. 


5.6.1 TEOREMA (Teorema Fundamental do Cálculo, Parte 1) Se ffor contínua em 
[a, b] e F for uma antiderivada de f em |a, b], então 


b 
| fœ)dx = F(b) — F(a) (2) 


DEMONSTRAÇÃO Sejam xı, X2,..., Xn-1 pontos quaisquer em [a, b], tais que 
a< X< X< < Xn-1 <b 


Esses pontos dividem [a, b] em n subintervalos 


la, xıl, [x1, Kalya [Xn b] (3) 
cujo comprimento, como antes, denotaremos por 
Ax, Axo... AX 


(ver Figura 5.6.3). Por hipótese, F'(x) = f(x) em cada x de [a, b]; logo, F satisfaz as hipóteses 
do Teorema do Valor Médio (4.8.2) em cada subintervalo em (3). Portanto, podemos encon- 
trar pontos x7, X5,..., x; nos respectivos subintervalos em (3), tais que 


Ft) — F(a) = FO) — a) = fï) Axı 
F (x2) — F (x1) = FD — x1) = f7) Ax 
F (x3) — F (x2) = Fx) — x2) = f(x3)Ax3 


F(b) — F (xn-1) = F' 7) (b — xn-1) = fi) Axn 
Somando as equações precedentes, obtemos 
F(b) — F(a) = X fo% Ax (4) 
k=1 


Vamos, agora, aumentar n de tal forma que max Ax;— 0. Como se supõe f contínua, o lado 
direito de (4) tende a J, 7 f(x)dx, pelo Teorema 5.5.2 e pela Definição 5.5.1. Porém, o lado 


x X2 x3 S Xn-1 b 
e e e e nd 


Figura 5.6.3 4x Am > Ax e k— Ax, —> 


4a 
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A integral no Exemplo 1 representa 
a área de um certo trapézio. Esbo- 
ce esse trapézio e calcule sua área 
usando Geometria. 


Figura 5.6.4 


esquerdo de (4) é independente de n; ou seja, o lado esquerdo de (4) permanece constante 
quando n aumenta. Assim, 


a b 
Pb) a Pla) E mo a E / a id 


É usual denotar a diferença F(b) — F(a) por 
b b 
FQ)],=F(b)— Fa) ou [Fœ] = Fb) -— F(a) 
Por exemplo, usando a primeira dessas notações, podemos expressar (2) como 
b 


b 
/ fl) dx = r| (5) 


Às vezes, escrevemos 
b 
FO, = Fb) — F(a) 


quando for importante enfatizar que a e b são valores da variável x. 


= 2 
> Exemplo 1 Caleute f x dx. 
1 


Solução A função F(x) = +x? é uma antiderivada de f(x) = x; assim, a partir de (2), 


1 
2 
2 1,7 1 1 1 3 
fra z| 7 2) 51 


> Exemplo 2 No Exemplo 5 da Seção 5.4, usamos a definição de área para mostrar que a 
área sob o gráfico de y = 9 — x? e acima do intervalo [0, 3] é de 18 (unidades de área). Agora, 
podemos resolver esse problema com muito mais facilidade usando o Teorema Fundamental 


do Cálculo: 
3 LT 27 
A= [ O -x)dr= [9-5] = (2-7) -0=18 4 
ö 3 Jo 3 


> Exemplo 3 
(a) Encontre a área sob a curva y = cos x no intervalo [0, 7/2] (Figura 5.6.4). 


(b) Faça uma conjectura sobre o valor da integral 


x 
| cosx dx 
0 


e a confirme usando o Teorema Fundamental do Cálculo. 


Solução (a) Como cos x > 0 no intervalo [0, 7/2], a área A sob a curva é 


x/2 x/2 x 
A= Í cosx dx = sena | sen sen0 = 1 
0 0 2 


Solução (b) A área dada pode ser interpretada como a área com sinal entre o gráfico de 
y = cos x e o intervalo [0, 7]. O gráfico na Figura 5.6.4 sugere que a parte da área acima do 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Consulte o manual de seu CAS a res- 
peito do cálculo de integrais definidas 
e confira os resultados obtidos no 
Exemplo 5. 
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eixo x é igual à parte abaixo dele; logo, a conjectura é de que a área com sinal é zero. Isso 
implica que o valor da integral é zero, o que é confirmado pelos cálculos 


x T 
Í cosx dx = sena] = senm — sen0 = 0 «4 
0 0 


E A RELAÇÃO ENTRE AS INTEGRAIS DEFINIDA E INDEFINIDA 

Observe que, nos exemplos precedentes, nenhuma constante de integração foi incluída nas an- 
tiderivadas. Em geral, quando for aplicado o Teorema Fundamental do Cálculo, não há neces- 
sidade de incluir uma constante de integração, pois, de qualquer forma, ela irá sumir. Para en- 
tender isso, seja F uma antiderivada do integrando em [a, b] e C uma constante qualquer; então, 


b 
J fl) dx = [F@œ)+ ci = [F (b) + C] — [F (a) + C] = F(b) — F (a) 


Assim, quando estivermos calculando a integral definida, podemos omitir a constante 
de integração em 


b 
E fO) dx = [Fœ + CT 


e expressar (5) como 


b b 
l S / fe) de | © 


que relaciona as integrais definida e indefinida. 


> Exemplo 4 


9 9 9 
2 2 52 
J Nx dx = fax] = Re] = -(27 —- 1) = < 
1 1 3 13 3 


> Exemplo 5 A Tabela 5.2.1 nos será útil nos cálculos a seguir. 


° 9 2] 2 4118 2 
[Aaa] x’? dx = gh] = *(2187- 128) = = 588 
4 4 T du 7 7 
72 sen x n/2 
I —— dx = —- cosx| = < [cos (5) — coso] = — [0—1] = 
o 5 É 5 2 


m/3 x/3 = 
f sec? x dx = tga | =t8(5)-t80=3-0=3 
0 


In3 In3 
l 5e* dx = se! = 5[e®? — e°] = 5[3 — 1] = 10 
0 0 
-1 


J Lax =mi] = ln |—-1|— ln |—e| = 0 — 1 = —1 
e: 


e 


= e 


1⁄2 1 1/2 1 N x mw x 
== dx = arc sen x = arc sen | — | — arc sen = ( ) = «4 
Lam =x la (5) ( à) 6 6/73 
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ADVERTÊNCIA 


AJ 


Figura 5.6.5 


As exigências do Teorema Fundamental do Cálculo de que f seja contínua em [a, b] e de que F seja uma anti- 
derivada para f em todo intervalo [a, b] não podem ser esquecidas. A desconsideração dessas hipóteses quase 
certamente levará a resultados incorretos. Por exemplo, a função f(x) = 1/x? deixa de ser contínua em x = 0 
por dois motivos: f(x) não está definida em x = 0 e não existe lim,» o f(x). Assim, o Teorema Fundamental 
do Cálculo não deveria ser usado para integrar fem qualquer intervalo que contenha x = 0. Contudo, se igno- 
rarmos isso e aplicarmos cegamente a Fórmula (2) no intervalo [—1, 1], poderemos calcular incorretamente a 
integral Ja (1/x?) dx tomando os valores da antiderivada — 1/x nos extremos e obtendo a resposta 


1 
x 


1 
| = -[l - (-1)] = -2 
+ 
Como f(x) = 1/x? é uma função não negativa, é impossível obter um valor negativo para essa integral definida. 


O Teorema Fundamental do Cálculo pode ser aplicado, sem modificações, a integrais 
definidas em que o limite inferior da integração é maior do que ou igual ao limite superior 
da integração. 


> Exemplo 6 


O último resultado está de acordo com o que teria sido obtido revertendo-se os limites de in- 
tegração, conforme a Definição 5.5.3(b): 


0 4 294 
16 0 
[== =-f za =-5] = | |- 8 «4 
4 0 2 Jo 2 2 
Para integrar uma função contínua que é definida por partes em um intervalo [a, b], 


divida o intervalo em subintervalos nos pontos em que a função é descontínua e integre sepa- 
radamente em cada intervalo de acordo com o Teorema 5.5.5. 


s 3 
> Exemplo 7 Calcule f f(x)dx se 
0 


x2, XE 
Pois (o x>2 


Solução Ver Figura 5.6.5. A partir do Teorema 5.5.5, podemos integrar de 0 a 2 e de 2 a 3 
separadamente e tomar daí os resultados. Assim, obtemos 


3 2 3 2 3 
Í fadx= f fœdx+ f fœdx= f var + [ (3x — D dx 
0 0 2 0 2 
ae) =(6-)(5-)=9 
eo Lo 2 = 


Se f for uma função contínua no intervalo [a, b], definimos a área total entre a curva 
y = f(x) e o intervalo [a, b] como 


b 
área total = / IfO)| dx 
& (7) 


Area total = A; + Ay; + A, 


Figura 5.6.6 


A) 


(b) 


Figura 5.6.7 
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(Figura 5.6.6). Para calcular a área total usando a Fórmula (7), começamos dividindo o inter- 
valo de integração em subintervalos nos quais f(x) não troca de sinal. Nos subintervalos em 
que 0 < f(x), trocamos |f(x)| por f(x); e nos subintervalos em que f(x) < 0, trocamos |f x)| 
por —f(x). A soma das integrais assim obtidas fornece a área total. 


2 


> Exemplo 8 Encontre a área total entre a curva y = 1 — xe o eixo x sobre o intervalo 


[0, 2] (Figura 5.6.7). 
Solução A área A é dada por 


2 1 2 
A= [ |1 plae Tg! axt | -(1 — x°) dx 
0 0 1 


E VARIÁVEIS MUDAS 
Para o cálculo de uma integral definida usando o Teorema Fundamental do Cálculo é ne- 
cessário encontrar uma antiderivada do integrando; assim, é importante saber que tipos de 
função têm antiderivadas. É o nosso próximo objetivo mostrar que toda função contínua tem 
antiderivadas, mas, para fazer isso, precisamos antes de alguns resultados preliminares. 

A Fórmula (6) mostra que há uma estreita relação entre as integrais 


b 
[toras e foras 


Porém, as integrais definida e indefinida diferem em alguns aspectos importantes. Em primei- 
ro lugar, ambas são objetos de classes diferentes — a integral definida é um número (a área lí- 
quida com sinal entre o gráfico de y = f(x) e o intervalo [a, b]), enquanto a integral indefinida 
é uma função ou, mais precisamente, um conjunto de funções [as antiderivadas de f(x)]. No 
entanto, os dois tipos de integral também diferem no papel desempenhado pela variável de in- 
tegração. Em uma integral indefinida, a variável de integração é “transmitida” à antiderivada, 
pois integrar uma função de x produz uma função de x, integrar uma função de t produz uma 


função de í e assim por diante. Por exemplo, 


x) 2 
fras=5+0 e fra=5+c 


Por outro lado, a variável de integração de uma integral definida não é transmitida ao resul- 
tado final, já que este é um número. Assim, integrar uma função de x sobre um intervalo e 
integrar a mesma função de t sobre o mesmo intervalo de integração produz o mesmo valor 
da integral. Por exemplo, 


3 


3 x 27 1 26 a di 27 1 26 
xXds=>] =S e tdt = = = 
' ls 3 3 3 ' PE 


Contudo, esse último resultado não deveria ser surpreendente, pois a área sob o gráfico da 
curva y = f(x) sobre um intervalo [a, b] do eixo x é igual à área sob o gráfico da curva y = f (t) 
sobre um intervalo [a, b] do eixo t (Figura 5.6.8). 
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EJ 
m 
Y 
a 
Figura 5.6.9 
y =f0) 
| 
| MeD) 
| 
a É dá b 


A área do retângulo sombreado 
é igual à área da região 
sombreada na Figura 5.6.9 


Figura 5.6.10 


A) A) 
y=f&) »=f1 


Figura 5.6.8 E 


Uma vez que a variável de integração em uma integral definida não desempenha ne- 
nhum papel, ela é usualmente chamada de variável muda. Em suma: 


Sempre que for conveniente mudar a letra usada para a variável de integração em uma 
integral definida, isso pode ser feito sem alterar o valor da integral. 


E OTEOREMA DO VALOR MÉDIO PARA INTEGRAIS 
Para atingir o objetivo de mostrar que funções contínuas têm antiderivadas, vamos desenvol- 
ver uma propriedade básica das integrais definidas, conhecida como Teorema do Valor Médio 
para Integrais. No próximo capítulo, usaremos esse teorema para ampliar a ideia usual de 
“valor médio” para torná-la aplicável a funções contínuas, mas aqui o teorema será útil no 
desenvolvimento de outros resultados. 

Seja fuma função contínua e não negativa em [a, b], em e M os valores mínimo e máxi- 
mo de f(x) nesse intervalo. Considere os retângulos de alturas m e M sobre o intervalo [a, b] 
(Figura 5.6.9). É claro, geometricamente a partir da figura, que a área 


b 
A= / f(x)dx 
a 
sob y = f(x) é, pelo menos, tão grande quanto a área do retângulo de altura m e não maior do 
que a área do retângulo de altura M. E, portanto, razoável supor que exista um retângulo sobre 
o intervalo [a, b] com alguma altura apropriada f(x*) entre m e M, cuja área seja precisamente 
A; sto é, 


b 
f fœ) dx = fax") (b — a) 


(Figura 5.6.10). Esse é um caso especial do seguinte resultado. 


5.6.2 TEOREMA (Teorema do Valor Médio para Integrais) Se f for contínua em um 
intervalo fechado [a, b], então existirá pelo menos um ponto x* em [a, b] tal que 


b 
| fœ) dx = fa") b — a) (8) 


DEMONSTRAÇÃO Pelo Teorema do Valor Extremo (4.4.2), f toma os valores mínimo m e má- 
ximo M em [a, b]. Assim, dado qualquer x em [a, b], 


m<fx) <M 
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e, pelo Teorema 5.5.6(b), 


b b b 
f maxs] food < | M dx 


ou 
b 
m(b-— a) < f f) dx < MÈ —a) (9) 
ou 
1 b 
nº; | fdz <M 
b—a Ja 
Isso significa que 
b 
=S f(x)dx (10) 
b-a Ja 


é um número entre m e M, e como f(x) assume todos os valores entre m e M em [a, b], tem-se, 
a partir do Teorema do Valor Intermediário (1.5.7), que f(x) deve tomar o valor (10) em algum 
ponto x* de [a, b]; isto é, 


1 b b 
=S fœ)dx = f(x*) ou | soar= 190 m 


> Exemplo 9 Já que f(x) = x é contínua no intervalo [1, 4], o Teorema do Valor Médio 
para Integrais garante existir algum ponto x* em [1, 4], tal que 


4 
| x dx = f4- 1) = F4 — 1) = 30 
1 


No entanto, 


logo, 
3a*) =21 ou (x*)2=7 ou x* = 4v7 


Portanto, x* = v7 = 2,65 é o número em [1, 4], cuja existência está garantida pelo Teorema 
do Valor Médio para Integrais. < 


E PARTE 2 DO TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 

Na Seção 5.1, foi dado um argumento informal para mostrar que, se f for contínua e não ne- 
gativa em [a, b] e se A(x) for a área sob o gráfico de y = f(x) sobre o intervalo [a, x] (Figura 
5.6.2), então A'(x) = f(x). Contudo, A(x) pode ser expressa como a integral definida 


AQ) = L fdt 


(onde usamos ft como variável de integração para evitar confusão com o x que aparece no 
limite de integração superior). Dessa forma, a relação A'(x) = f(x) pode ser expressa como 


E É t)dt | = 
a) O |-10 


Esse é um caso especial do resultado seguinte mais geral, o qual se aplica mesmo que f assu- 
ma valores negativos. 
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5.6.3 TEOREMA (Teorema Fundamental do Cálculo, Parte 2) Se ffor contínua em 
um intervalo, então f terá uma antiderivada nesse intervalo. Em particular, se a for um 
ponto qualquer desse intervalo, então a função F definida por 


F(x) = f ft) dt 


é uma antiderivada de f nesse intervalo; isto é, F'(x) = f(x) para cada x desse intervalo, 
ou em uma notação alternativa 


d xX 
T p foa = f(x) (1) 
xX a 


DEMONSTRAÇÃO Vamos mostrar primeiro que F(x) está definida em cada ponto x do inter- 
valo. Se x > a e x estiver no intervalo, então o Teorema 5.5.2 aplicado no intervalo [a, x] e a 
continuidade de f asseguram que F(x) está definida; e se x estiver no intervalo e x < a, então a 
Definição 5.5.3, combinada com o Teorema 5.5.2, garante que F(x) está definida. Assim, F(x) 
está definida em cada x do intervalo. 

A seguir, mostraremos que F” (x) = f(x) em cada x do intervalo. Se x não for uma extre- 
midade, então tem-se, a partir da definição de derivada, que 


F(x +h) — F(x) 
h 


1 x+h pa 

io; p ft)dt =l foar 
1 x+h a 

umy [/ fod f f) ar! 


zed 
-imi soa (2) 


Aplicando o Teorema do Valor Médio para Integrais (5.6.2) ao integrando em (12), ob- 
temos 


F'(x) = li 
6) = fim 


| 
5 
| 


| 
5 
| 


1 x+h 1 
F fa) dt = EAG -h] = f(t) (13) 


onde t* é algum número entre x e x + h. Como t* está cercado entre x e x + h, segue que 
t* — x quando h — 0. Assim, a continuidade de f em x implica que f(t*) — f(x) quando 
h — 0. Portanto, segue de (12) e (13) que 


1 x+h 
Foj= jim GS fH at) = jim fe) = fa) 


Se x for uma extremidade do intervalo, então os limites bilaterais da demonstração devem ser tro- 
cados pelos limites laterais apropriados, mas, a não ser por isso, os argumentos são idênticos. E 


Em palavras, a Fórmula (11) afirma que: 
Se uma integral definida tiver um limite de integração superior variável, um limite de 


integração inferior constante e um integrando contínuo, então a derivada da integral em 
relação ao seu limite superior é igual ao integrando calculado no limite superior. 


> Exemplo 10 Encontre 


ed 
— tdt 
dx 1 
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aplicando a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo e, então, confirme o resultado fazen- 
do a integração e depois diferenciando. 


Solução O integrando é uma função contínua; assim, a partir de (11), 


d “a 3 
— tat|= 
dx p | 4 


Alternativamente, calculando a integral e depois diferenciando, obtemos 


f 3 a] x 1 d [5 | 3 
t dt = — = ; = 
1 4 4 4º dx|4 4 


de modo que coincidem os dois métodos para derivar a integral. < 


> Exemplo 11 Como 


sen x 


fœ) = 


xX 


é contínua em todo intervalo que não contém a origem, tem-se, a partir de (11), que, no in- 


tervalo (0, +2), temos 
d + t 
| f sen ar| — senx 
dx Ji) t x 


Diferentemente do exemplo anterior, não há uma forma de calcular a integral em termos de 
funções conhecidas, de modo que a Fórmula (11) fornece o único método simples de encon- 
trar a derivada. < 


E A DIFERENCIAÇÃO E A INTEGRAÇÃO SÃO PROCESSOS INVERSOS 

Juntas, as duas partes do Teorema Fundamental do Cálculo nos dizem que a diferenciação 
e a integração são processos inversos, no sentido de que cada uma desfaz o efeito da ou- 
tra. Para ver por que isso ocorre, note que a Parte 1 do Teorema Fundamental do Cálculo 
(5.6.1) afirma que 


| F'Odt = fx) — fa) 


o que significa que, se o valor de f(a) for conhecido, então a função f pode ser obtida a partir 
de sua derivada f’ por integração. Reciprocamente, a Parte 2 do Teorema Fundamental do 


Cálculo (5.6.3) afirma que 
d x 
x p ro di] = f(x) 
xX a 


o que significa que a função f pode ser obtida a partir de sua integral por diferenciação. Dessa 
forma, a diferenciação e a integração podem ser encaradas como processos inversos. 

É comun tratar as Partes 1 e 2 do Teorema Fundamental do Cálculo como um único 
teorema, e nos referimos a esses resultados como o Teorema Fundamental do Cálculo. Esse 
teorema ocupa o posto de uma das maiores descobertas da história da Ciência, e sua formula- 
ção por Newton e Leibniz é vista, geralmente, como sendo “a descoberta do Cálculo”. 


E INTEGRANDO TAXAS DE VARIAÇÃO 
O Teorema Fundamental do Cálculo 


b 
f fœx)dx = F(b) — F(a) (14) 
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Ay 


y=F) 
Inclinação = F(x) 


F(b) — F(a) 


Integrando a inclinação de 

y =F(x) no intervalo [a, b], 
obtemos a variação F(b) — F(a) 
no valor de F(x). 


Figura 5.6.11 


Mitchell Funk/Getty Images 

A análise matemática desempenha 
um papel importante no entendi- 
mento do crescimento populacional 
humano. 


tem uma interpretação muito útil que pode ser vista reescrevendo-o em uma forma ligeira- 
mente diferente. Como F é uma antiderivada de f no intervalo [a, b], podemos usar a relação 
F' (x) = f(x) para reescrever (14) como 


b 
l F' (œx) dx = F(b) — F (a) 
g (15) 


Nessa fórmula, podemos interpretar F'(x) como a taxa de variação de F(x) em relação a x, 
e F(b) — F(a) como a variação no valor de F(x) quando x cresce de a até b (Figura 5.6.11). 
Assim, resulta o seguinte princípio bastante útil. 


5.6.4 INTEGRANDO UMA TAXA DE VARIAÇÃO Integrando a taxa de variação de F(x) em 


relação a x no intervalo [a, b], obtemos a variação no valor de F(x) que ocorre quando x 
cresce de a até b. 


A seguir, alguns exemplos dessa ideia: 


e Se s(t) for a posição de uma partícula em movimento retilíneo, então s'(f) é a velocida- 
de instantânea da partícula no instante t, e 


h 
Í s(1) dt = s(t) — s (t1) 
ti 

é o deslocamento (ou a mudança de posição) da partícula entre os momentos ty e tz. 


e Se P(t) for uma população (plantas, animais ou pessoas) no instante t, então P'(t) é a 
taxa segundo a qual a população está variando no instante t, e 


tz 
f Pt) dt = P(to) — P(t) 
ti 

é a variação na população entre os momentos t; e tz. 


e Se A(t) for a área de um derramamento de óleo em um instante t, então P’ (f) é a taxa se- 
gundo a qual a área do derramamento varia no instante t, e 


b 
J amar=10)- 40) 
ti 

é a variação na área do derramamento entre os momentos t; e tz. 


e Se P'(x) for o lucro marginal que resulta da produção e da venda de x unidades de um 
produto (ver Seção 4.5), então 


JN P'(x)dx = P(x5) — P(x1) 


é a variação no lucro que resulta quando o nível de produção aumenta de x; para x2 
unidades. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.6 (Ver página 376 para respostas.) 


b 
1. (a) Se F(x) for uma antiderivada de f(x), então (b) f F'l)dx=00 


b 
f faldi = ——— 


d xX 
© E [J KO ar| me 


2 
2. (a) Í Bx? —2x)dr = 
0 


T 


(b) cosx dx = 


ins 
(c) / edx=— 0 


1/2 
d = 
O fps! x 


EXERCÍCIOS 5.6 [5] Recurso Gráfico [E] CAS 
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3. Para a função f(x) = 3x? — 2x e um intervalo [a, b], o pon- 
to x* garantido pelo Teorema do Valor Médio para integrais é 
y= Z, Segue que 


b 
Í Bx? —2x)dr = 


4. A área de um vazamento de óleo, t segundos depois do iní- 
cio do vazamento, está crescendo a uma taxa de 25 m?/s. En- 
tre os tempos t = 2 e t = 4, a área do vazamento aumentou 


m’. 


1. Em cada parte, use uma integral definida para encontrar a área 
da região e verifique sua resposta usando uma fórmula apro- 
priada de Geometria. 


(a) (b) (c) 
y y 
y=x+1 
2 
y=2-x 

à X X 
> > > 

ol 2 =i ol 1 3 


2. Em cada parte, use uma integral definida para encontrar a área 
sob a curva y = f(x) acima do intervalo dado e verifique sua 
resposta usando uma fórmula apropriada de Geometria. 

(a) fœ =x; [0,5] 
b) fo) = 5; [3,9] 
C) fo)=x+3; [-1,2] 


3. Em cada parte, esboce uma figura análoga à Figura 5.6.10 para 
a região especificada. [Considere y = f(x) a fronteira superior 
da região. Se x* for único, identifique f(x*) e x* no esboço. 
Caso contrário, identifique f(x*) no esboço e determine todos 
os valores de x* que satisfazem a Equação (8).] 

(a) A região da parte (a) do Exercício 1. 
(b) A região da parte (b) do Exercício 1. 
(c) A região da parte (c) do Exercício 1. 


4. 4. Em cada parte, esboce uma figura análoga à Figura 5.6.10 
para a função e o intervalo especificados. [Se x* for único, 
identifique f(x*) e x* no esboço. Caso contrário, identifique 
Ff(x*) no esboço e determine todos os valores de x* que satisfa- 
zem a Equação (8).] 

(a) A função e o intervalo da parte (a) do Exercício 2. 
(b) A função e o intervalo da parte (b) do Exercício 2. 
(c) A função e o intervalo da parte (c) do Exercício 2. 


5-10 Encontre a área sob a curva y = f(x) acima do intervalo dado. EH 
5. fœ =x; [2,3] 6. fœ@ =f; [-1, 1] 
7. TO) = 3x [1,4] 8. fœ) = x73; [1,27] 


9. fœ = e™%; [0, In 2] 10. f(x) = =; [1,5] 


11-12 Encontre todos os valores de x* no intervalo dado que sa- 
tisfazem a Equação (8) do Teorema do Valor Médio para Integrais 
(5.6.2) e explique o que esses números representam. IH 


11. (a) fœ) = x; [0,3] 
(b) fœ@ =x + x; [-12, 0] 


12. (a) fœ) = (b) J= 1 [1,3] 


13-30 Calcule a integral usando a Parte 1 do Teorema Fundamental 
do Cálculo. E 


sen x; [-x, 7] 


{ 2 
13. f (x? — 6x + 12) dx 14. f 4x(1 — x) dx 
= —l 


21 
15. a = dx 16. | ds 
1 + 


9 4 
1 
17. f 2x4/x dx 18. Í —— dx 
4 1 xXx 


x/2, n/4 
19. I sen 0 d0 20. 1 sec? 0 do 
=x/2 0 
n/4 x/3 
21. f cosx dx 22. f (2x — sec x tg x) dx 
—x/4 0 
3 1 1 
23. f Se" dx 24. f — dx 
In2 1/2 2x 
1/42 1 
25. mess 26. Í dy 
0 vl—x? 1 1+x? 


2 =2/ 4/3 
27. l = 28. I o 
v2xvx2 — 1 -V/Z xy/x2—1 


4 1 F n/2 2 
29. — —3vt | dt 30. + d 
no las 


31-34 Use o Teorema 5.5.5 para calcular as integrais dadas. EB 


37/4 
(b) f | cos x| dx 
0 


1 
31. o f 2x — 1| dx 
-1 


2 x/2 
32. (a) f V2 + Ixldx 6) f |i — cos x| dx 
= 0 
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"=a 
œ f 
1 xX 


E 


1 
33. (a) J ļe* — 1| dx 
=í 


3 

34. o f x? 
-3 

3/2 
o) f 


35-36 É dada uma função f(x) definida por partes num intervalo. 
Nestes exercícios: (a) use o Teorema 5.5.5 para encontrar a integral 
de f(x) no intervalo; (b) encontre uma antiderivada de f(x) no inter- 
valo; (c) use as partes (a) e (b) para verificar a validade da Parte 1 do 
Teorema Fundamental do Cálculo. E 


15 
x2+1 


== “ja 


x, 0O<x<l 

35. w l<x<2 
vx, 0<x<1 
=J= o 1<x<4 


37-40 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. W 


37. Não existe função diferenciável F(x) alguma tal que F' (x) = |x]. 


38. Se f(x) for contínua no intervalo [a, b] e se a integral definida 
de f(x) nesse intervalo for nula, então a equação f(x) = O tem 
pelo menos uma solução no intervalo [a, b]. 


39. Se F(x) for uma antiderivada de f(x) e G(x) for uma antideriva- 
da de g(x), então 


b b 
f| tovar= [ g(x) dx 


G(a) + F(b) = 


se, € só se, 
F(a) + G(b) 


40. Se f(x) for contínua em toda parte e 
F(x) = f fOdt 
0 


então a equação F(x) = 0 tem pelo menos uma solução. 


41-44 Use um recurso computacional para encontrar a aproxima- 
ção pelo ponto médio da integral usando n = 20 subintervalos, e en- 
tão encontre o valor exato da integral usando a Parte 1 do Teorema 
Fundamental do Cálculo. W 
x/2, 
42. f sen x dx 
0 


34 
41. J a dx 
31 
44. / — dx 
1 xX 


1 
43. 1 sec? x dx 

+ 
45-48 Esboce a regra descrita e encontre sua área. W 
45. A região abaixo da curva y = x? + 1 e acima do intervalo [0, 3]. 
46. A região abaixo da curva y = x — x? e acima do eixo x. 


47. A região abaixo da curva y = 3 sen x e acima do intervalo 
[0, 27/3]. 


48. A região abaixo do intervalo [—2, — 1], mas acima da curva 
3 
yeyr: 


49-52 Esboce a curva e encontre a área total entre a curva e o inter- 
valo dado do eixo x. E 


49. y= x — x: [0,2] 50. y= sen x; [0, 37/2] 
2 
=ù 

51. y= æ -— 1; [-1, 1] 52. y= *—; [1,2] 
X 


53. Um aluno quer encontrar a área delimitada pelos gráficos de 
y=1/01-x2,y=0,x=0ex=0,8. 

(a) Mostre que a área exata é arc sen 0,8. 

(b) O aluno usa uma calculadora para aproximar o resultado 
da parte (a) até a segunda casa decimal e obtém a resposta 
incorreta de 53,13. Qual foi o erro dele? Encontre a apro- 
ximação correta. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


54. Explique por que o Teorema Fundamental do Cálculo pode 
ser aplicado sem modificações a integrais definidas em que 
o limite de integração inferior é maior do que ou igual ao 
limite de integração superior. 


55. (a) Se A'(t) for a taxa de variação da altura de uma crian- 
ça em centímetros por ano, o que representa a integral 
E h'(t) dt e quais são suas unidades”? 

(b) Se r'(t) for a taxa de variação do raio de um balão esfé- 
rico medida em centímetros por segundo, o que repre- 
senta a integral f a r'(t) dt e quais são suas unidades? 

(c) Se H(t) for a taxa de variação da velocidade do som 
em relação à temperatura medida em m/s por °C, o 
que representa a integral a H(t) dt e quais são suas 
unidades? 

(d) Se v(t) for a velocidade de uma partícula em movimen- 
to retilíneo medida em cm/h, o que representa a inte- 
gral Je v(t) dt, e quais são suas unidades? 


5,56. (a) Use um recurso gráfico computacional para gerar o 
gráfico de 


fœ) = Lg + Dl + Dl — 3x — 5) 


100 


e use o gráfico para fazer uma conjectura sobre o sinal 


da integral 
5 
J f(x)dx 
-2 


(b) Verifique sua conjectura calculando a integral. 


57. Defina F(x) por 
F(x) a Gt — 3) dt 
1 


(a) Use a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo para 
encontrar F'(x). 

(b) Verifique o resultado de (a) integrando e depois diferen- 
ciando. 


58. Defina F(x) por 


FG) = f cos2t dt 
x/4 


(a) Use a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo para 
encontrar F'(x). 

(b) Verifique o resultado de (a) integrando e depois diferen- 
ciando. 


59-62 Use a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo para en- 
contrar as derivadas. E 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


[5] 66. 


67. 


68. 


69. 


d f~“ d f~ 
(a) — f sen (t?) dt b) — f e! dt 
dx 1 dx 0 


d 
b) — Int dt 
O) 5) m 


d 0 
E f tsectdt [Sugestão: Use a Definição 5.5.3(b).] 
X xX 


d [f dt 


E dx o 1+t 


Es | |x| dx 
du 0 
Seja F (x) = A yt? + 9 dt. Encontre 

4 
(a) H(4) (b) F'(4) (c) FY4) 
Seja ro = f arc tg t dt. Encontre 

WE 
(a) F3) b) FEV) do F”). 
Saro = | a oo +00 
eja F(x) = : 257 para —% < x < . 


(a) Encontre o valor de x em que F atinge seu valor mínimo. 

(b) Encontre os intervalos nos quais F é somente crescente ou 
somente decrescente. 

(c) Encontre os intervalos abertos nos quais F é somente côn- 
cava para cima ou somente côncava para baixo. 


Use a geração de gráficos e a integração numérica de um CAS 
para gerar o gráfico da função F do Exercício 65 no intervalo 
—20 < x < 20 e confirme que o gráfico está de acordo com os 
resultados obtidos naquele exercício. 


(a) Em qual intervalo aberto a fórmula 


F( -[ 5 
x) = | F 


representa uma antiderivada de f(x) = 1/x? 
(b) Encontre um ponto em que o gráfico de F cruza o eixo x. 


(a) Em qual intervalo aberto a fórmula 


* f 
F(x) = —— dt 
(x) J E 
representa uma antiderivada de 


2 


FO) = 


x2—9 
(b) Encontre um ponto em que o gráfico de F cruza o eixo x. 


(a) Suponha que um reservatório forneça água para um parque 
industrial a uma taxa constante de r = 4 galões por minuto 


70. 
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entre 8h30min e 9h da manhã. Quanta água o reservatório 
fornecerá durante esse período de tempo? 

(b) Suponha que uma das indústrias aumente seu consumo 
entre 9h e 10h da manhã e que a taxa segundo a qual o 
reservatório fornece água cresça linearmente, conforme a 
figura abaixo. Quanta água o reservatório fornecerá duran- 
te aquela 1 hora”? 

(c) Suponha que, das 10h até as 12h da manhã, a taxa segundo 
a qual o reservatório fornece água seja dada pela fórmula 
r (t) = 10 + «/t galões por minuto, onde t = O correspon- 
de às 10h da manhã. Quanta água o reservatório fornecerá 
durante aquele período de 2 horas? 


Consumo de água 


= 


r (galões/min) 
mw RNA TODO 


9h Tempo (min) 10h Figura Ex-69 


Uma engenheira de tráfego monitora o trânsito durante uma 

hora do horário de pico da tarde. A partir de seus dados, ela 

estima que, entre as 4h30min e as 5h30min da tarde, a taxa 

R(t) segundo a qual os carros entram em uma certa via ex- 

pressa é dada pela fórmula R(t) = 100(1 — 0,00012) carros 

por minuto, onde t é o tempo (em minutos) desde as 4h30min 

da tarde. 

(a) Quando ocorre o pico de fluxo de trânsito para dentro da 
via expressa? 

(b) Estime o número de carros que entram na via expressa du- 
rante a hora monitorada. 


71-72 Calcule cada limite interpretando-o como uma soma de Rie- 
mann em que os intervalos são divididos em n subintervalos de 
igual comprimento. E 


72. 


73. 


74. 


15: 


. n 
da ar yg ON 


Prove o Teorema do Valor Médio para Integrais (Teorema 
5.6.2) aplicando o Teorema do Valor Médio (4.8.2) a uma anti- 
derivada F de f. 


Texto Escreva um parágrafo curto descrevendo as várias ma- 
neiras pelas quais a integração e a derivação podem ser vistas 
como processos inversos. (Discuta ambas as integrais, defini- 
das e indefinidas.) 


Texto Seja fuma função contínua num intervalo [a, b] e seja x* 
o ponto garantido pelo Teorema do Valor Médio para Integrais. 
Explique geometricamente por que f(x*) pode ser interpretado 
como um “valor médio” de f(x) em [a, b]. (Na Seção 5.8, discu- 
tiremos o conceito de “valor médio” mais detalhadamente.) 
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% RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.6 


1. (a) F(b) — F(a) (b) F(b) — Fla) (o) f(x) 2. (a) 4 b) 0 (0) 5-1 (d) 7/3 3.0 4. 150 


5.7 MOVIMENTO RETILÍNEO REVISTO USANDO INTEGRAÇÃO 


t 
> 
| Há uma única função 
posição tal que s(to) = sọ- 
Figura 5.7.1 
AU 
t 
> 


Há uma única função 
velocidade tal que v (to) = vo. 


Figura 5.7.2 


Na Seção 4.6, usamos a derivada para definir as noções de velocidade e aceleração 
instantâneas para uma partícula em movimento retilíneo. Nesta seção, retomaremos o estudo 
de tal movimento utilizando as ferramentas da integração. 


E ENCONTRANDO POSIÇÃO E VELOCIDADE POR INTEGRAÇÃO 

Lembre que, na Seção 4.6 (ver Fórmulas (1) e (3)), vimos que, se uma partícula em movimen- 
to retilíneo tem uma função posição s(t), então sua velocidade e aceleração instantâneas são 
dadas pelas fórmulas 


vA =s (A e al =v (t) 


Segue dessas fórmulas que s(t) é uma antiderivada de v(t) e que v(t) é uma antiderivada de 
a(t), ou seja, 


s(t) = f voa e (ii) = fooa (1-2) 


Pela Fórmula (1), se conhecermos a função velocidade v(t) de uma partícula em movimento 
retilíneo, então a integração de v(t) produz uma família de funções posição com aquela fun- 
ção velocidade. Se, além disso, soubermos a posição so da partícula em algum instante to, en- 
tão teremos informação suficiente para encontrar a constante de integração e determinar uma 
única função posição (Figura 5.7.1). Analogamente, se conhecermos a função aceleração a(t) 
da partícula, então a integração de a(t) produz uma família de funções velocidade com aquela 
função aceleração. Se, além disso, soubermos a velocidade vo da partícula em algum instante 
to, então teremos informação suficiente para encontrar a constante de integração e determinar 
uma única função velocidade (Figura 5.7.2). 


> Exemplo 1 Uma partícula move-se com velocidade v(t) = cos 7rt ao longo de um eixo 
coordenado. Sabendo que a partícula tem a coordenada s = 4 no instante t = 0, encontre sua 
função posição. 


Solução A função posição é 
s(t) = foa = f cosmar = = sen mt +C 
Como s = 4 quando t = 0, tem-se que 
4=s(0) = E sen0+C=C 
Assim, 


1 
s()=-senmt+4 «4 
T 


E CALCULANDO DESLOCAMENTO E DISTÂNCIA PERCORRIDA POR INTEGRAÇÃO 
Lembre que o deslocamento de uma partícula em movimento retilíneo ao longo de um in- 
tervalo de tempo é sua coordenada final menos sua coordenada inicial. Assim, se a função 


Lembre que a Fórmula (3) é um caso 
especial da fórmula 


b 
l F'()dx = F(b) — F (a) 


de integração de uma taxa de variação. 


AV 


~ 


Figure 5.7.3 


Em problemas físicos, é importante 
associar as unidades corretas às inte- 
grais definidas. Em geral, as unidades 
para a integral definida 


FO) dx 


serão unidades de f(x) vezes unida- 
des de x, já que a integral definida é 
o limite de somas de Riemann, nas 
quais cada termo tem essas unida- 
des. Por exemplo, se v(t) está em me- 
tros por segundo (m/s) e t é dado em 
segundos (s), então 


b 
| v(t)dt 


é dada em metros, pois 


(Ss = M 
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posição da partícula for s(t), então seu deslocamento ao longo do intervalo de tempo [to, tı] é 
s(tj) — s(t9). Isso pode ser escrito em forma integral como 


deslocamento ti ti 
ao longo do = I v(t) dt = f s'(t) dt = s(ty) — s (to) (3) 
to 


intervalo [to, tı] to 


No entanto, para encontrar a distância percorrida pela partícula ao longo do intervalo de 
tempo [to, tı] (ou seja, o total da distância percorrida no sentido positivo mais a distância 
percorrida no sentido negativo), precisamos integrar o valor absoluto da função velocida- 
de, ou seja, 


distância total percorrida h 
em um intervalo de = lu(t)| dt (4) 
tempo [to, tı] to 


Como o valor absoluto da velocidade é a velocidade escalar, podemos, informalmente, resu- 
mir as Fórmulas (3) e (4) como segue. 


Integrando a velocidade ao longo de um intervalo de tempo, obtemos o deslocamento; 
integrando a velocidade escalar ao longo de um intervalo de tempo, obtemos a distância 
percorrida. 


> Exemplo 2 Uma partícula move-se ao longo de um eixo coordenado de tal forma que 
sua velocidade no instante t é v(t) = Ê — 2t m/s (Figura 5.7.3). 


(a) Encontre o deslocamento da partícula no intervalo de tempo O < t < 3. 
(b) Encontre a distância total percorrida pela partícula no intervalo O < 1 < 3. 


Solução (a) A partir de (3), o deslocamento é 


3 3 pe 3 
[ uoa= [e -ma-[5-2] =0 
0 0 3 0 


Assim, em t = 3, a partícula está na mesma posição que em t = 0. 


Solução (b) A velocidade pode ser escrita como v(t) = É — 2t = t(t — 2), logo v(t) < 0 se 
O<t<2ev(t)>0se2<t< 3. Desse modo, segue de (4) que a distância total percorrida é 


3 2 3 
f pola = f -voar + f v(t)dt 
0 0 2 


2 3 
f -e-a f -aar 
0 2 


Er a E RS q 
3 o L3 z 3"3 8 


E ANALISANDO A CURVA VELOCIDADE VERSUS TEMPO 


Na Seção 4.6, mostramos como usar a curva posição versus tempo para obter informações 
sobre o comportamento de uma partícula em movimento retilíneo (Tabela 4.6.1). Da mesma 
forma, podem ser obtidas valiosas informações da curva velocidade versus tempo. Por exem- 
plo, a integral em (3) pode ser interpretada, geometricamente, como a área líquida com sinal 
entre o gráfico de v(f) e o intervalo [to, tı]; e a integral em (4), como a área total entre o grá- 
fico de v(t) e o intervalo [to, tı]. Assim, temos o seguinte resultado. 


II 


II 
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Az 


Ay — A, + A; = deslocamento 
Ay + Ay + As = distância percorrida 


Figura 5.7.4 


5.7.1 ENCONTRANDO O DESLOCAMENTO ATRAVÉS DA CURVA VELOCIDADE VERSUS 
TEMPO Para uma partícula em movimento retilíneo, a área líquida com sinal entre 
a curva velocidade versus tempo e um intervalo [to, tı] no eixo t representa o desloca- 


mento da partícula nesse intervalo de tempo, e a área total entre a curva velocidade ver- 
sus tempo e o intervalo [t9, t1] no eixo t representa a distância percorrida pela partícula 
nesse intervalo (Figura 5.7.4). 


> Exemplo 3 A Figura 5.7.5 mostra três curvas velocidade versus tempo para uma par- 
tícula em movimento retilíneo ao longo de um eixo horizontal com sentido positivo para a 
direita. Em cada caso, encontre o deslocamento e a distância percorrida pela partícula no in- 
tervalo de tempo O < 1 < 4 e explique o que essas informações revelam sobre o movimento 
da partícula. 


Solução (a) Na parte (a) da figura, a área e a área líquida com sinal acima do intervalo são 
ambas iguais a 2. Assim, no final do período de tempo, a partícula está 2 unidades à direita do 
ponto inicial e percorreu uma distância de 2 unidades. 


Solução (b) Na parte (b) da figura, a área líquida com sinal é —2 e a área total é 2. Assim, 
no final do período de tempo, a partícula está 2 unidades à esquerda do ponto inicial e percor- 
reu uma distância de 2 unidades. 


Solução (c) Na parte (c) da figura, a área líquida com sinal é O e a área total é 2. Assim, no 
final do período de tempo, a partícula está de volta ao ponto inicial e percorreu uma distância 
de 2 unidades. Mais especificamente, percorreu 1 unidade para a direita ao longo do interva- 
lo de tempo O < t < 1 e, depois, 1 unidade para a esquerda ao longo do intervalo de tempo 
1 < t < 2 (por quê?). «4 


(a) (b) (c) 
Figura 5.7.5 


E MOVIMENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO 


Um dos casos mais importantes de movimento retílineo é o movimento uniformemente ace- 
lerado, que ocorre quando a partícula tem uma aceleração constante. Vamos mostrar que, se 
uma partícula tiver aceleração constante em seu movimento ao longo de um eixo s, e se forem 
conhecidas sua posição e velocidade em um certo instante, digamos t = 0, então é possível 
deduzir fórmulas para a posição s(t) e a velocidade v(t) em qualquer instante t. Para ver como 
isso pode ser feito, vamos supor que a partícula tenha uma aceleração constante 


at)=a (5) 

e que 
s=so quando t=0 (6) 
v=vo quando t=0 (7) 


onde so e vo são conhecidos. Chamamos (6) e (7) de condições iniciais do movimento. 


Como podemos deduzir, a partir do 
gráfico da curva velocidade versus 
tempo, se uma partícula movendo-se 
ao longo de uma reta tem movimento 
uniformemente acelerado? 
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Tomando (5) como ponto de partida, podemos integrar a(t) para obter v(t) e, por sua 
vez, integrar v(t) para obter s(t), usando em cada caso as condições iniciais para determinar a 
constante de integração. Os cálculos são os seguintes: 


v(t) = [aoar = fadi =a +c; (8) 


Para determinar a constante de integração C4, aplicamos a condição inicial (7) a essa equação 
para obter 


vo = v(0)=a -0+ C = Ci 
Substituindo isso em (8) e colocando em primeiro lugar o termo constante, obtemos 
v(t) = vo + at 


Como vo é constante, tem-se que 
s(t) = fwo dt = footan dt = vot + dat? + C2 (9) 
Para determinar a constante C3, aplicamos a condição inicial (6) a essa equação para obter 
so=s(0)=v-0+1a-0+C,=C, 
Substituindo isso em (9) e colocando o termo constante em primeiro lugar, obtemos 
s(t) = So + vot + jat? 
Resumindo, temos o seguinte resultado. 
5.7.2 MOVIMENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO Se uma partícula se move com uma 


aceleração constante a ao longo de um eixo s, e se sy € vo forem, respectivamente, a posição 
e a velocidade no instante t = 0, então as funções posição e velocidade da partícula são 


s(t) = so + vot + at? (10) 


v(t) = vo +at (11) 


> Exemplo 4 Suponha que uma nave espacial intergaláctica use uma vela e o “vento so- 
lar” para produzir uma aceleração constante de 0,032 m/s?. Supondo que a velocidade da 
nave seja de 10.000 m/s quando a vela é desfraldada pela primeira vez, quão longe a nave 
viajará em uma hora e qual será sua velocidade ao final dessa hora? 


Solução Nesse problema, a escolha de um eixo de coordenadas está a nosso critério; logo, 
vamos escolhê-lo de forma a tornar os cálculos tão simples quanto possível. Consequente- 
mente, vamos introduzir um eixo s cujo sentido positivo esteja na direção do movimento e 
escolher a origem coincidente com a posição da nave em t = O quando a vela for desfraldada. 
Assim, as Fórmulas (10) e (11) para o movimento uniformemente acelerado podem ser apli- 
cadas com 

so=s(0)=0, vo=v(0)=10.000 e a= 0,032 


Como 1 hora corresponde a 3.600 segundos, tem-se a partir de (10) que em 1 hora a nave 
percorre a distância de 


s(3.600) = 10,000(3.600) + 5 (0,032)(3.600)2 = 36.200.000 m 
e a partir de (11) tem-se que, após 1 hora, a velocidade é de 


v(3.600) = 10.000 + (0,032)(3.600) = 10.100 m/s < 
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Ônibus mm 
Mulher mmm O 
e 
-1 Im >| 
Figura 5.7.6 
Eixo s 
A 
eos 
Altura 
as ae 
Terra 
Figura 5.7.7 


> Exemplo 5 Um ônibus para para receber passageiros, e uma mulher tenta alcançá-lo 
correndo a uma velocidade constante de 5 m/s. Quando ela está a 11 m da porta dianteira, o 
ônibus parte com uma aceleração constante de 1 m/s2. A partir daí, quanto tempo ela levará 
para chegar até a porta, se continuar a correr com a velocidade de 5 m/s? 


Solução Conforme mostra a Figura 5.7.6, escolha o eixo s de tal forma que o ônibus e a 
mulher se movimentem no sentido positivo e a porta dianteira esteja na origem em t = 0, 
quando ele começa a se movimentar. Para pegar o ônibus depois de algum tempo t, a mulher 
terá de percorrer uma distância s, (t) que é igual a 11 metros mais a distância sp (t) percorrida 
pelo ônibus; isto é, ela irá alcançar o ônibus quando 


Sult) = sat) + 11 (12) 


Como a mulher tem uma velocidade constante de 5 m/s, a distância percorrida por ela em t 
segundos é sy(!) = 5t. Assim, podemos escrever (12) como 


SK(A = 5t — 11 (13) 


Como o ônibus tem uma aceleração constante de a = 1 m/s? e como sy = vo = 0emt=0 
(por quê?), tem-se, a partir de (10), que 


so(t) = it 
Substituindo essa equação em (13) e reorganizando os termos, obtemos a equação quadrática 
2 —5t+11=0 ou 12 -104+22=0 
Resolvendo essa equação através da fórmula quadrática, obtemos duas soluções: 
t=5-V38233 e 1=54+4/356,7 


(verifique). Assim, a mulher pode alcançar a porta do ônibus em dois instantes diferentes, 
t = 3,3 s e t = 6,7 s. A explicação para duas soluções é a seguinte: quando a mulher alcança a 
porta do ônibus pela primeira vez, ela está mais rápida do que o ônibus e pode passar pela por- 
ta sem que o motorista perceba. No entanto, à medida que o ônibus aumenta sua velocidade, 
ele acaba por alcançá-la e a mulher poderá emparelhar com a porta do ônibus novamente. < 


E O MODELO DE QUEDA LIVRE 

Quando, a um objeto na proximidade da Terra, for conferida uma velocidade inicial vertical 
(para cima ou para baixo) e, em seguida, ele for deixado livre em um movimento vertical, 
dizemos que seu movimento é um movimento de queda livre. Na modelagem do movimento 
de queda livre, supomos que a única força atuando no objeto é a da gravidade terrestre, e que 
o objeto permaneça suficientemente próximo da Terra para que essa força gravitacional seja 
constante. Em particular, desprezamos a resistência do ar e a atração gravitacional de outros 
corpos celestes. 

Em nosso modelo, ignoramos o tamanho físico do objeto, tratando-o como se fosse uma 
partícula, e supomos que o objeto se move ao longo de um eixo s cuja origem está na super- 
fície da Terra e cujo sentido positivo é para cima. Com essa convenção, a coordenada s da 
partícula é a altura desta acima da superfície da Terra (Figura 5.7.7). 

É um fato da Física que uma partícula em movimento de queda livre tem aceleração 
constante. A magnitude dessa constante, denotada pela letra g, é chamada de constante de 
gravitação, ou aceleração devida à gravidade, e é aproximadamente igual a 9,8 m/s? ou 
32 pés/s?, dependendo da unidade de medição da distância.* 

Lembre que uma partícula está aumentando a velocidade quando sua velocidade e 
aceleração têm o mesmo sinal, e diminuindo quando têm sinais opostos. Assim, por ter- 


* De modo preciso, a constante g varia com a latitude e a distância ao centro da Terra. Porém, para movimentos em uma latitude fixa 
e próximos à superfície da Terra, a hipótese de uma g constante é satisfatória para muitas aplicações. 


Como seriam alteradas as Fórmulas 
(14), (15) e (16) se escolhêssemos o 
sentido positivo do eixo s como sendo 
para baixo? 


Nolan Ryan PITCHE 


Corbis.Bettmann 
Cartão de beisebol de Nolan Ryan. 


A bola no Exemplo 6 sobe quan- 
do a velocidade é positiva e desce 
quando é negativa, de modo que faz 
sentido físico que a velocidade seja 
zero quando a bola atinge sua altura 
máxima. 


Figura 5.7.8 
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mos escolhido o sentido positivo para cima, segue que a aceleração a(t) de uma partícu- 
la em queda livre é negativa para cada valor de t. De fato, observe que uma partícula em 
movimento para cima (velocidade positiva) está diminuindo sua velocidade, portanto sua 
aceleração deve ser negativa; e uma partícula em movimento para baixo (velocidade nega- 
tiva) está aumentando sua velocidade, portanto, sua aceleração também deve ser negativa. 
Assim, concluímos que 

a(t) = —g (14) 
Segue disso, e das Fórmulas (10) e (11) do movimento uniformemente acelerado, que as fun- 
ções posição e velocidade de uma partícula em movimento de queda livre são 


S(t) = so + vot — Sgt? (15) 


v(t) = vo — gt (16) 


> Exemplo 6 Um dos lançadores de beisebol mais rápidos de todos os tempos foi Nolan 
Ryan, que era capaz de atirar uma bola a 150 pés/s (mais de 164 km/h). Durante sua carreira, 
ele teve a oportunidade de lançar no estádio Houston Astrodome (em Houston, no Texas, Es- 
tados Unidos), que foi a sede do Houston Astros de 1965 a 1999. O teto desse estádio coberto 
estava a 208 pés (cerca de 64 m) acima do campo. Teria sido possível para Nolan Ryan atingi- 
-lo lançando uma bola de beisebol verticalmente com uma velocidade inicial de 100 pés/s a 
partir de uma altura de 7 pés? 


Solução Como a distância está em pés, tomamos g = 32 pés/s?. Inicialmente, temos so = 7 
pés e vo = 100 pés/s, de modo que, por (15) e (16), temos 


s(t) = 7 + 100% — 16%? 
v(t) = 100 — 32t 


A bola subirá até v(t) = 0, ou seja, até 100 — 32t = 0. Resolvendo essa equação, vemos que 


a bola atinge sua altura máxima no instante t = B, Para encontrar sua altura nesse instante, 


substituímos esse valor de 1 na função posição e obtemos 
s (Ž) = 7 + 100 (Ž) — 16 (2) = 163,25 pés 


o que significa que faltam aproximadamente 45 pés (cerca de 14 m) para atingir o teto. <4 


> Exemplo 7 Uma moeda é largada a partir do repouso de um ponto próximo ao topo do 
Empire State Building a uma altura de 1.250 pés do solo (Figura 5.7.8). Supondo que o mo- 
delo de queda livre seja aplicável, quanto tempo ela levará para atingir o solo e qual será sua 
velocidade no momento do impacto? 


Solução Como a distância está em pés, tomamos g = 32 pés/s?. Inicialmente, temos sọ = 1.250 
e vo = 0; assim, a partir de (15), 

s(1) = 1.250 — 16? (17) 
O impacto ocorre quando s(t) = 0. Resolvendo a equação em t, obtemos 


1.250 — 1642 = 0 
» 1250 625 
ft” =— = 


16 8 
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Como t > 0, podemos descartar a solução negativa e concluir que leva 25/ 8 = 8,8 s para 
a moeda atingir o solo. Para encontar a velocidade no momento do impacto, substituímos 
t = 25/48, vo = 0 e g = 32 em (16) para obter 


B)-(3)- 


Assim, a velocidade no momento do impacto é 


25 
v | — || = 200/2 = 282,8 pés/s 
7) 


200,2 = —282,8 pés/s 


que é mais do que 310 km/h. < 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.7 (Ver página 384 para respostas.) 


1. Suponha que uma partícula esteja em movimento ao longo de 
um eixo s com velocidade v(t) = 2t + 1. Se no instante t = 0, 
a partícula estiver na posição s = 2, então sua função posi- 
ção será s(t) = 


2. Seja v(t) a função velocidade de uma partícula que está em 
movimento ao longo de um eixo s com aceleração constante 4. 
a = —2. Se v(1) = 4, então v(t) = 


EXERCÍCIOS 5.7 


es 


Recurso Gráfico |€ 


3. Seja v(t) a função velocidade de uma partícula em movimento re- 
tilíneo. Suponha que v(0) = —1, v(3) = 2 e que a curva velocida- 
de versus tempo seja uma reta. O deslocamento da partícula entre 
os instantest=0et=3 é , e a distância percorrida 
pela partícula ao longo desse intervalo de tempo é 


Segundo o modelo de queda livre, de que altura deve ser larga- 
da uma moeda para atingir o solo com uma velocidade escalar 
de 48 pés/s? 


CAS 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Em cada parte, é dada a curva velocidade versus tempo de 
uma partícula que se move ao longo de uma reta. Use a cur- 
va para encontrar o deslocamento e a distância percorrida 
pela partícula no intervalo de tempo 0 < t < 3. 


(a) AU (b) AU 
I 1H 
t t 
I > | | J > 
2 3 1 2 3 
1H =] i t (s) 
> 
Figura Ex-3 
(d) AU ; à : 
4. A figura a seguir mostra a curva velocidade versus tempo 
l no intervalo 1 < t < 5 de uma partícula que se move ao lon- 
d q go de um eixo horizontal. 
(a) O que pode ser dito sobre o sinal de aceleração naquele 
intervalo de tempo? 


(b) Quando a partícula está aumentando sua velocidade? E 


. Uma bola é chutada para cima em um plano inclinado e 


volta à posição original depois de 4 s. Se a distância total 
percorrida pela bola for de 16 m, esboce a curva de veloci- 
dade versus tempo da bola. 


. A figura a seguir mostra a curva aceleração versus tempo 


de uma partícula que se move ao longo de um eixo. Se a 
velocidade inicial da partícula for de 20 m/s, estime 

(a) a velocidade no instante t = 4 s; 

(b) a velocidade no instante t = 6 s. 


quando está diminuindo? 

(c) O que pode ser dito sobre a localização da partícula 
no instante t = 5, em relação à localização no instante 
t = 1? Explique seu raciocínio. 


~ 


Figura Ex-4 


5-8 Uma partícula move-se ao longo de um eixo s. Use a informa- 
ção dada para encontrar sua função posição. EH 


5. 


6. 


7. 


8. 


(a) UD)=32-2 s(0)=1 

(b) a(tf)=3sen3t; v0)=3; s(0)=3 
(a) vA =1 + sent; s(0)= -3 

(b) a()=2-3t+1; v0)=0; s(0)=0 
(a) (A =3t+ 1; s(2)=4 

b) ad=; uUD=0; «(D=2 

(a) A =t?; s(8)=0 

b) ad =v4/t; U)=1; s(4)=-—5 


9-12 Uma partícula move-se com uma velocidade de v(t) m/s ao 
longo de um eixo s. Encontre o deslocamento e a distância percorri- 
da por ela durante os intervalos de tempo. E 


9. 


10. 


11. 


12. 


(a) v()=sent; O<t<7m/2 
(b) vl)=cost; m/2<t<27 
(a) u)=3t-2; 0<t<2 

b) vuD)=[1-2H]; 0<t<2 
(a) uD)=P-32+2t 0<1<3 
b) vuD)=V1-2;0<t<3 

(a) uD)=1—-vt; 0<t<4 

(b) 0) == 02103 


13-16 Uma partícula move-se com aceleração a(t) m/s? ao longo 
de um eixo s e tem velocidade vo m/s no instante t = 0. Encontre o 
deslocamento e a distância percorrida por ela durante os intervalos 


de tempo. E 

13. d()=3; vo=-—]; 0<t<2 

14. a()=t— 2; w=0;1<t<5 

15. a(t) = 1//3t +1; w=3; 1<t<5 

16. a(t) = sen t; vo = 1; 1/4 < t < 7/2 

17. Em cada parte, use a informação dada para encontrar a posi- 
ção, a velocidade, a velocidade escalar e a aceleração no ins- 
tante t= 1. 
(a) v = sen trt; s = 0 quando t = O 
(b) a= — 3t, s = 1 e v = 0 quando t = 0 

18. Em cada parte, use a informação dada para encontrar a posi- 
ção, a velocidade, a velocidade escalar e a aceleração no ins- 
tante t= 1. 
(a) v = cos irt; s = 0 quando t = 3 
(b) a=4e™?;, s=1/ev=(2/e) — 3 quando t = 0 

419. Suponha que a velocidade de uma formiga correndo ao longo 


da beirada de um muro seja modelada pela função 


5t, O<t<l 


vj = 1 
(9) 6vt -7 I<t<?2 


onde ż está em segundos e v está em centímetros por segundo 
(cm/s). Calcule o(s) instante(s) em que a formiga está a 4 cm de 
sua posição inicial. 


o 


20. 


21. 


22. 


23-26 Verdadeiro/Falso 
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Suponha que a velocidade de um camundongo correndo ao 
longo do rodapé de um quarto seja modelada pela função 
v(t) = 


0,5t, O<t<6 


+1 
onde ż está em segundos e v está em metros por segundo (m/s). 
(Suponha que valores positivos de v indiquem movimento para 
a direita.) Calcule o(s) instante(s) em que o camundongo está a 
2 m de sua posição inicial. 


Suponha que a função velocidade uma partícula em movimen- 
to retilíneo ao longo de um eixo s seja v(f) = 20? — 110t + 
120 m/s e que a partícula esteja na origem no instante t = 0. 
Use um recurso gráfico para gerar os gráficos de s(t), v(t) e a(t) 
para os primeiros 6 segundos de movimento. 


Suponha que a função aceleração de uma partícula em movi- 
mento retilíneo ao longo de um eixo s seja a(t) = 4t — 30m/s? e 
que a posição e a velocidade no instante t = O sejam sọ = —5 m 
e vo = 3 m/s. Use um recurso gráfico para gerar os gráficos de 
s(t), v(t) e a(t) para os primeiros 25 segundos de movimento. 


Determine se a afirmação dada é verda- 


deira ou falsa. Explique sua resposta. Cada afirmação se refere a 
uma partícula em movimento retilíneo. E 


23. 


24. 


25. 


26. 


Se a partícula tiver aceleração constante, então o gráfico da 
velocidade versus tempos será uma reta. 


Se a partícula tiver aceleração constante não nula, então o grá- 
fico da posição versus tempos será uma parábola. 


Se a área total entre o gráfico da velocidade versus tempo e um 
intervalo de tempo [a, b] for positiva, então o deslocamento da 
partícula nesse intervalo de tempo será não nulo. 


Se D(t) denotar a distância percorrida pela partícula no interva- 
lo de tempo [0, t], então D(f) é uma antiderivada da velocidade 
da partícula. 


27-30 Para cada função velocidade v(t) dada: 


(a) 


(b) 
27. 


28. 
29. 
30. 
31. 


Gere a curva velocidade versus tempo e use-a para fazer uma 
conjectura sobre o sinal do deslocamento sobre os intervalos 
de tempo dados. 

Use um CAS para encontrar o deslocamento. E 


v(t) = 0,5 — tsen t; 0<t<5 
v(t) = 0,5 — t cos zt, O<t<l 
vA =0,5 — te, 0<t<5 

vA = tln +0,1); 0<t<1 


Suponha que em t = O uma partícula esteja na origem de 
um eixo x com uma velocidade vo = 25 cm/s. Nos primei- 
ros 4 segundos, não há aceleração e, então, uma força retar- 
dadora age produzindo uma aceleração negativa constante de 
a = —10 cm/s2. 

(a) Esboce a curva aceleração versus tempo no intervalo 
0<t<12. 

Esboce a curva velocidade versus tempo no intervalo 
0<t<12. 

Encontre a coordenada x da partícula nos instantes t = 8 s 
ët = 12s; 


(b) 


(c) 
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(d) Qual é a coordenada x máxima da partícula no intervalo 
O<t<l2? 


32-38 Nestes exercícios, suponha que o objeto move-se com acele- 
ração constante no sentido positivo de um eixo. Aplique as Fórmu- 
las (10) e (11) conforme for apropriado. Em alguns dos problemas, 
você necessitará da relação 88 pés/s = 60 mi/h. EE 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Um carro percorrendo uma estrada reta a 60 mi/h desacelera a 
uma taxa constante de 11 pés/s?. 

(a) Quanto tempo irá levar para a velocidade ser de 45 mi/h? 
(b) Qual é a distância que o carro irá percorrer antes de parar? 


Avistando a polícia, um motorista freia seu carro novo para 

reduzir a velocidade de 90 para 60 mi/h, a uma taxa constante 

ao longo de uma distância de 200 pés. 

(a) Encontre a aceleração em pés/s?. 

(b) Quanto tempo irá levar para reduzir a velocidade a 55 mi/h? 

(c) Com a aceleração obtida em (a), quanto tempo levaria para 
parar completamente o carro partindo das 90 mi/h? 


Uma partícula movendo-se ao longo de uma reta está sen- 
do acelerada a uma taxa constante de 5 m/s?. Encontre sua 
velocidade inicial se ela percorre 60 metros nos primeiros 4 
segundos. 


Um motociclista, partindo do repouso, aumenta sua velocidade 
com uma aceleração constante de 2,6 m/s?. Após ter percorri- 
do 120 m, ele diminui a velocidade com uma aceleração cons- 
tante de — 1,5 m/s? até atingir a velocidade de 12 m/s. Qual é a 
distância percorrida pelo motociclista até esse instante? 


Uma corredora dos 100 m arranca com uma aceleração de 

4,0 m/s2, a qual mantém por 2 segundos. Sua aceleração, en- 

tão, cai para zero pelo restante da prova. 

(a) Qual foi o seu tempo de corrida? 

(b) Faça um gráfico da distância a partir da arrancada versus 
tempo. 


Um carro, após ter parado no guichê do pedágio, saiu com uma 
aceleração constante de 4 pés/s?. No instante em que deixa o 
guichê, está a 2.500 pés de um caminhão viajando a uma velo- 
cidade constante de 50 pés/s. Quanto tempo o carro irá levar 
para alcançar o caminhão, e qual será a distância percorrida 
desde o guichê até esse instante? 


Na etapa final de uma corrida de barcos a remo, o desafiante 
está remando a uma velocidade constante de 12 m/s. No mo- 
mento em que está a 100 m da linha de chegada, com o desa- 
fiante 15 m atrás, o líder está remando a 8 m/s, mas começa a 
acelerar constantemente a 0,5 m/s”. Quem vencerá a prova? 


39-45 Suponha que o modelo de queda livre se aplique. Resolva es- 
tes exercícios aplicando as Fórmulas (15) e (16) quando apropria- 
do. Nestes exercícios, tome g = 32 pés/s? ou 9,8 m/s?, dependendo 
das unidades. E 


39. 
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Um projétil é lançado verticalmente para cima a partir do solo 
com uma velocidade inicial de 112 pés/s. 
(a) Encontre a velocidadeemt=3set=5s. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


(b) Qual é a altura máxima atingida pelo projétil? 
(c) Encontre a velocidade do projétil quando ele atingir o solo. 


Uma pedra lançada para baixo de uma altura de 112 pés atingiu 
o solo em 2 s. Qual é a sua velocidade inicial? 


Um projétil é lançado verticalmente para cima a partir do solo, 
com uma velocidade inicial de 16 pés/s. 

(a) Quanto tempo irá levar para o projétil atingir o solo? 

(b) Por quanto tempo o projétil estará se movendo para cima? 


Em 1939, Joe Sprinz do Seals Baseball Club, de San Fran- 

cisco, Estados Unidos, tentou pegar uma bola largada de um 

dirigível a uma altura de 800 pés (com a intenção de quebrar 

um recorde anterior). 

(a) Quanto tempo levou para a bola cair os 800 pés? 

(b) Qual era a velocidade da bola em milhas por hora após os 
800 pés (88 pés / s = 60 mi/h)? 

[Nota: Na prática, não é possível ignorar a resistência do ar 

neste problema; porém, mesmo com o amortecimento devido 

à resistência do ar, o impacto da bola fez com que a luva de 

Sprinz batesse em seu rosto, fraturando o maxilar superior em 

12 lugares, quebrando 5 dentes e fazendo-o cair inconsciente. 

E ele largou a bola!] 


Um projétil é lançado verticalmente para cima a partir do chão 

com uma velocidade inicial de 60 m/s. 

(a) Quanto tempo leva para o projétil atingir o seu ponto mais 
alto? 

(b) A que altura chega o projétil? 

(c) Quanto tempo leva o projétil para cair no chão a partir do 
ponto mais alto? 

(d) Qual é a velocidade escalar do projétil ao atingir o chão? 


(a) Use os resultados do Exercício 43 para fazer uma conjec- 
tura sobre a relação entre as velocidades inicial e final de 
um projétil que é lançado verticalmente para cima a partir 
do nível do chão e retorna para o chão. 

(b) Prove sua conjectura. 


Um projétil é disparado verticalmente para cima com uma ve- 

locidade inicial de 49 m/s, do alto de uma torre com 150 m de 

altura. 

(a) Quanto tempo irá levar para ele atingir a altura máxima? 

(b) Qual é a altura máxima? 

(c) Quanto tempo o projétil irá levar para passar pelo ponto de 
partida na descida” 

(d) Qual será a velocidade quando ele passar pelo ponto de 
partida na descida? 

(e) Quanto tempo o projétil irá levar para atingir o solo? 

(f) Qual será a sua velocidade no impacto? 


Texto Enumere as características importantes de um gráfico 
da velocidade versus tempo e interprete cada característica em 
termos do movimento. 


Texto Use somas de Riemann para argumentar informalmen- 
te que integrar a velocidade escalar num intervalo de tempo 
produz a distância percorrida. 


LL 24142 


2.6-2 355 


7 4. 36 pés 
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5.8 VALOR MÉDIO DE UMA FUNÇÃO E SUAS APLICAÇÕES 


Nesta seção, definiremos a noção de “valor médio” de uma função e apresentaremos várias 
aplicações dessa ideia. 


E VELOCIDADE MÉDIA REVISTA 
Seja s = s(t) a função posição de uma partícula em movimento retilíneo. Na Seção 2.1, 
definimos a velocidade média vm da partícula sobre um intervalo de tempo [to, t1] como 
sendo 
_ s(t) — s(to) 
m = — > 
ti — to 

Denotemos por v(t) = s'(t) a função velocidade da partícula. Na Seção 5.7, vimos que a in- 


tegral de s'(f) ao longo de um intervalo de tempo dá o deslocamento da partícula sobre esse 
intervalo. Assim, 


| | ví) dt = J | s (t) dt = s(ty) — s (to) 


Segue que 


e s(t) -= s(t) 1 f ad () 


ti — to n 


> Exemplo 1 Suponha que uma partícula em movimento retilíneo tenha uma velocidade 
no instante t dada por v(t) = 2 + cos t. Encontre a velocidade média da partícula sobre o in- 
tervalo de tempo O < t < 7. 


Solução Por (1), a velocidade média é 


x 1 1 
f (2 + cost) dt = — [2t + sen t] = -27)=2 4 
mx— 0 Jo T T 


Veremos que a Fórmula (1) é um caso especial de uma fórmula do que denominaremos valor 
médio de uma função contínua num dado intervalo. 


E VALOR MÉDIO DE UMA FUNÇÃO CONTÍNUA 

Em trabalhos científicos, muitas vezes as informações numéricas são resumidas calculando- 
-se algum tipo de média ou valor médio dos dados observados. Há vários tipos de média, po- 
rém, a mais comum é a média aritmética, formada somando-se os dados e dividindo-se pelo 
número deles. Assim, a média aritmética a dos n números a1, a>,..., A, É 


1 lo 
a=(ato++a)=-> a 
n His 


No caso em que os a; são valores de uma função f, digamos 


ai= f&a), ao = f00), ..., An =f n) 


então a média aritmética a desses valores da função é 


1 n 
a=- f0 
k=1 
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Observe que o Teorema do Valor Mé- 
dio para Integrais, quando expresso 
na forma (3), garante haver pelo me- 
nos um ponto x* em [a, b] no qual o 
valor de f é igual ao seu valor médio 
no intervalo. 


OBSERVAÇÃO 


v=f0) 


a b 
Figura 5.8.1 


Vamos mostrar agora como ampliar esse conceito de tal forma que possamos calcular 
não somente a média aritmética de um número finito de valores da função, mas também uma 
média de todos os valores de f(x) quando x varia em um intervalo fechado [a, b]. Com esse 
propósito, lembre-se do Teorema do Valor Médio para Integrais (5.6.2), que afirma que, se f 
for contínua no intervalo [a, b], então existirá pelo menos um ponto x* nesse intervalo tal que 


b 
À FO) dx = fO)b — a) 
A quantidade 
1 b 
J =z f fa 
—a Ja 


será nossa candidata a valor médio de f acima do intervalo [a, b]. Para explicar o que motiva 
isso, vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos de igual comprimento 


b—a 
Ax = (2) 
n 
; . Pog E E 5 
e, nos sucessivos subintervalos, vamos escolher pontos arbitrários x, xš, ...,xž. Então, a 
média aritmética dos números f(xj), f(x5),..., Fl) é 


1 
média = ED +F ++ f 


ou, por (2), 
zq; 1 * * * 1 ) * 
média = gpa CDA + f(x) Ax A a Fx) Ax] = b=a — FO) Ax 


Tomando o limite quando n — +%, obtemos 


n b 
ie du SOAs = =l fl) dx 


n>+»b—a 


Como essa equação descreve o que acontece quando calculamos a média “com cada vez 
mais” valores de f(x), somos levados à definição seguinte. 


5.8.1 DEFINIÇÃO Se ffor contínua em [a, b], então o valor médio de fem [a, b] é 
definido por 


1 b 
fm = Em J f(x) dx (3) 
= (0) dh 


Se f for não negativa em [a, b], a quantidade fm tem uma interpretação geométrica simples, que pode ser vista 
escrevendo (3) como 


b 
fob-a)= | fax 
a 
O lado esquerdo dessa equação é a área de um retângulo de altura fm e comprimento da base b — a, e o lado 


direito é a área sob y = f(x) e acima de [a, b]. Assim, fm é a altura de um retângulo construído sobre o intervalo 
[a, b], cuja área é a mesma que aquela sob o gráfico de f naquele intervalo (Figura 5.8.1). 


> Exemplo 2 Encontre o valor médio da função f(x) = /x acima do intervalo [1, 4] e 
obtenha todos os pontos do intervalo nos quais o valor de fé igual ao valor médio. 


Figura 5.8.2 


75 r 
70 
65 
60 
55 
50 
45 


Temperatura T (°F) 


1 | 
12345678910 
Tempo decorrido + (h) 


Figura 5.8.3 


No Exemplo 3, a temperatura T da li- 
monada aumenta desde uma tempe- 
ratura inicial de 40ºF até a tempera- 
tura ambiente de 70ºF. Explique por 
que a fórmula 


T = 70 — 30005 


é um bom modelo para essa situação. 
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Solução 


1 b 1 4 1 2327" 
n=l, sd 5 [ Vaso | 3 l 


| 
1/16 2 14 


3143 3 


Os valores de x nos quais f(x) = «/x é igual ao valor médio satisfazem „/x = 14/9; logo, 
x = 196/81 = 2,4 (Figura 5.8.2). < 


> Exemplo 3 Um copo de limonada a uma temperatura de 40°F é deixado em uma sala 
cuja temperatura constante é de 70ºF. Usando um princípio da Física denominado Lei do 
Resfriamento de Newton, pode-se mostrar que, se a temperatura da limonada atingir os 52ºF 
em uma hora, então sua temperatura T como função do tempo decorrido pode ser modelada 
pela equação 


T = 70 = 30e" 


em que T está em graus Fahrenheit e t, em horas. O gráfico dessa equação, mostrado na Figu- 
ra 5.8.3, confirma nossa experiência do dia a dia de que a temperatura da limonada converge 
gradualmente à temperatura da sala. Encontre a temperatura média T da limonada ao longo 
das primeiras 5 horas. 


Solução Pela Definição 5.8.1, o valor médio de T no intervalo [0, 5] é 
1 5 
Ta =- f (70 — 30€ 23) dt (4) 
5 Jo 
Para calcular a integral definida, inicialmente encontramos a integral indefinida 
l (70 — 30e 3) dt 


fazendo a substituição 
u = —0,5t demodo que du= —0,5dt (ou dt= —2 du) 


Assim, 


É (70 — 30e?) dt = I (70 — 30e") (—2) du = —2(70u — 30e”) + C 


= —2[70(—0,5t) — 30e7%5t] + C = 70t + 60095 + C 


e (4) pode ser expressa como 


1 
Ta = 5 [70r + 60e] = = [(350 + 60e-25) — 60] 


1 
5 
= 58 + 12e™?5 ~ 59°F « 


E VALOR MÉDIO E VELOCIDADE MÉDIA 


Agora, dispomos de duas maneiras para calcular a velocidade média de uma partícula em 
movimento retilíneo, pois 


ti — to =t 


MAAT SO | "aadi (5) 


e ambas essas expressões são iguais à velocidade média. O lado esquerdo de (5) dá a taxa de 
variação média de s ao longo de [to, t1], enquanto o lado direito dá o valor médio de v = s’ 
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no intervalo [to, tı]. Isto é, a velocidade média de uma partícula ao longo de um intervalo de 
tempo [to, tı] é igual ao valor médio da função velocidade nesse intervalo. 

Como as funções velocidade costumam ser contínuas, segue da observação à margem 
da Definição 5.8.1 que a velocidade média de uma partícula ao longo de um intervalo de tem- 
po é igual à sua velocidade em algum instante de tempo daquele intervalo. 


> Exemplo 4 Mostre que, se um corpo largado do repouso (velocidade inicial nula) está 
em movimento de queda livre, então sua velocidade média no intervalo de tempo [0, T] de sua 
queda é sua velocidade no instante t = T/2. 


Solução Segue, da Fórmula (16) da Seção 5.7, com vo = 0, que a função velocidade do 
corpo é v(t) = — gt. Assim, sua velocidade média no intervalo de tempo [0, T] é 


1 T 
Um = — v(t) dt 
O resultado do Exemplo 4 pode ser T —0 Jo 
generalizado para mostrar que a ve- 1 T 
locidade média de uma partícula em Rd gt dt 
movimento uniformemente acelera- T Jo 
T 
8 


do ao longo de um intervalo de tem- 
po [a, b] é a velocidade no instante 


= 1 p T = T ” 
t = (a + b)/2. (Ver Exercício 18.) T T z no 2 5. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.8 (Ver página 390 para respostas.) 


1. A média aritmética dos n números a,, a2, . . . , a, É i 3. Se f for contínua em [a, b], então o Teorema do Valor Médio 
5 " pis ara Integrais garante que, em pelo menos um ponto x* de 
2. Se ffor contínua em [a, b], então o valor médio de fem [a, b] p 8 8 a P p P 
[a, b], será igual ao valor médio de fem [a, b]. 


será 
4. O valor médio de f(x) = 4x em [1,3] é 


EXERCÍCIOS 5.8 [elcas 


1. (a) Encontre fm de f(x) = 2x em [0, 4]. 11. fQ)=e?; [0,4] 
(b) Encontre um ponto x* em [0, 4] tal que f(x*) = fm. DD. 
(c) Esboce o gráfico de f(x) = 2x em [0, 4] e construa um 12: JO) = sec a ii 
retângulo acima do intervalo cuja área seja igual à área 
abaixo do gráfico de f naquele intervalo. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


13. Seja f(x) = 3x2. 
(a) Encontre a média aritmética dos valores f(0,4), f(0,8), 


2. (a) Encontre fm de f(x) = x? em [0, 2]. 
(b) Encontre um ponto x* em [0, 2] tal que f(x*) = fm. 
(c) Esboce o gráfico de f(x) = x? em [0, 2] e construa um re- 


tângulo acima do intervalo cuja área seja igual à área abai- F,2), F0,6) ef (2,0). . 
xo do gráfico de f naquele intervalo. (b) Encontre a média aritmética dos valores f(0,1), (0,2), 


F(0,3),..., f(2,0). 


3-12 Encontre o valor médio da função no intervalo dado. EH (c) Encontre o valor médio de fem [0, 2]. 
3. fœ = 3x; [1,3] 4. fœ) = Yx: [-1,8] (d) Explique por que a resposta em (c) é menor do que as 
respostas em (a) e (b). 
5. fO)=senx; [0,7] 6. fŒ) = sec xtg x; [0, 7/3] . 
14. Nas partes (a)-(d), seja f(x) = 1 + (1/2). 
7. fœ) = 1/x; [l,e] 8. fœ) = e; [-1, 1n 5] (a) Encontre a média aritmética dos valores FE), FO) 
1 16). Nero. 
9. fx) = T+ [1, 4/3] (b) Encontre a média aritmética dos valores f(1,1), f(1,2), 
i a3). 
10. fœ) = : -1,0 (c) Encontre o valor médio de fem [1, 2]. 
egee aA 


15. Em cada parte, é dada a curva velocidade versus tempo de 


16. Suponha que uma partícula em movimento retilíneo par- 


17. Seja fuma função linear. Use o gráfico de f para explicar 


18. Suponha que uma partícula move-se ao longo de uma reta 


(d) Explique por que a resposta em (c) é maior do que as 
respostas em (a) e (b). 


uma partícula em movimento retilíneo. Use a curva para 
encontrar a velocidade média da partícula ao longo do in- 
tervalo de tempo O < t < 3. 

(a) (b) 


AU AU 


ta do repouso e tenha uma velocidade média de 2 m/s ao 
longo do intervalo de tempo O < t < 5. Esboce uma curva 
velocidade versus tempo para a partícula, supondo que a 
partícula também está em repouso no instante t = 5. Expli- 
que por que sua curva satisfaz as propriedades solicitadas. 


por que o valor médio de fem [a, b] é 


(53) 


coordenada com aceleração constante. Mostre que a veloci- 
dade média da partícula ao longo do intervalo [a, b] é igual 
à velocidade que ela tem no ponto médio do intervalo. 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. (Suponha que fe g denotem 
funções contínuas num intervalo [a, b] e que fm € gm denotem os 
respectivos valores médios de fe g em [a, b].) E 


19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


Se gm < fm, então g(x) < f(x) em [a, b]. 


O valor médio de um múltiplo constante de fé o mesmo múlti- 
plo de fm, ou seja, se c for uma constante qualquer, 


(cf) = C- fm 


O valor médio da soma de duas funções num intervalo é a soma 
dos valores médios das duas funções no intervalo; ou seja, 


(f+ £)m = fm + &m 


O valor médio do produto de duas funções num intervalo é o 
produto dos valores médios das duas funções no intervalo, ou 
seja, 


(f Dm = fm Em 


(a) Suponha que a função velocidade de uma partícula moven- 
do-se ao longo de um eixo coordenado seja v(t) = 3? + 2. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Encontre a velocidade média da partícula no intervalo de 
tempo 1 < t < 4 por integração. 

(b) Suponha que a função posição de uma partícula movendo- 
-se ao longo de um eixo coordenado seja s(t) = 62 + t. 
Encontre a velocidade média da partícula no intervalo de 
tempo 1 < t < 4 algebricamente. 


(a) Suponha que a função aceleração de uma partícula moven- 
do-se ao longo de um eixo coordenado seja a(t) = t +1. 
Encontre a aceleração média da partícula no intervalo de 
tempo O < t < 5 por integração. 

(b) Suponha que a função velocidade de uma partícula moven- 
do-se ao longo de um eixo coordenado seja v(t) = cos t. 
Encontre a aceleração média da partícula no intervalo de 
tempo O < t < 7/4 algebricamente. 


A água está fluindo a uma taxa constante de 1 pé? /min para 
encher um tanque cilíndrico com 3 pés de raio e 5 pés de altura. 
Supondo que o tanque esteja vazio inicialmente, faça uma con- 
jectura sobre o peso médio da água nele no intervalo de tempo 
necessário para enchê-lo e verifique-a por integração. [Consi- 
dere a densidade específica da água como sendo de 62,4 libras 
por pé cúbico.] 


(a) A temperatura de uma barra de metal com 10 metros de 
comprimento é de 15°C em uma ponta e de 30°C na outra. 
Supondo que a temperatura aumenta linearmente do ex- 
tremo mais frio para o mais quente, qual é a temperatura 
média da barra? 

(b) Explique por que deve haver um ponto na barra em que a 
temperatura é igual à média; encontre-o. 


Uma engenheira de tráfego monitora o trânsito durante uma 
hora do horário de pico da tarde. A partir de seus dados, ela es- 
tima que, entre as 4h30 e as 5h30 da tarde, a taxa R(t) segundo 
a qual os carros entram em uma certa via expressa é dada pela 
fórmula R(t) = 100(1 — 0,0001) carros por minuto, onde t é 
o tempo (em minutos) desde as 4h30. Encontre a taxa média, 
em carros por minuto, segundo a qual os carros entram na via 
expressa entre as 4h30 e as 5 horas da tarde. 


Suponha que o valor em dólares de um iate com ż anos de uso 
seja V(t) = 275.000e-*!7!. Qual é o valor médio do iate ao lon- 
go de seus primeiros 10 anos de uso? 


Um grande copo contendo 60 ml de suco de laranja está sendo 
reabastecido com mais suco. A Figura Ex-29 mostra a taxa se- 
gundo a qual o suco está sendo vertido no copo em mililitros 
por segundo (ml/s). Mostre que a taxa de variação média do 
volume de suco no copo durante esses 5 s é igual ao valor mé- 
dio da taxa de fluxo do suco para dentro do copo. 


40 


Taxa de fluxo f(ml/s) 
N 
(= 


Tempo t(s) 


Figura Ex-29 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.8 


Cálculo 


A função Jo definida por 
1 x 
Jo(x) = — f cos(x sen t) dt 
T Jo 


é chamada de função de Bessel de ordem zero. 

(a) Encontre uma função f e um intervalo [a, b] para o qual 
Jo(1) seja o valor médio de f sobre [a, b]. 

(b) Dê uma estimativa para Jo(1). 

(c) Use um CAS para traçar o gráfico de y = Jo(x) no intervalo 
0<x<8. 

(d) Dê uma estimativa para o menor zero positivo de Jo. 


« Encontre um valor positivo de k com o qual o valor médio de 


f(x) = 3x acima do intervalo [0, k] seja 6. 


33. 


34. 


« Suponha que um tumor cresça a uma taxa de r(t) = kt gramas 


por semana, para alguma constante positiva k, onde t indica o 
número de semanas desde que ele surgiu. Quando, durante as 
semanas 27 a 52, o peso do tumor é igual ao peso médio duran- 
te essas 26 semanas? 


Texto Considere a afirmação seguinte: O valor médio da 
taxa de variação de uma função em um intervalo é igual à taxa 
de variação média da função nesse intervalo. Escreva um pa- 
rágrafo curto explicando por que essa afirmação pode ser inter- 
pretada como uma reformulação da Parte 1 do Teorema Funda- 
mental do Cálculo. 


Texto Se um automóvel alcança uma média de 12 km por litro 
de gasolina, então também ocorre que, em média, esse automó- 
vel gasta 1/12 de litro por km. Interprete essa afirmação usando 
o conceito de valor médio de uma função em um intervalo. 


pe 1 b 
1. a 2; fO)dx 3 f=) 4.40 


5.9 CALCULANDO INTEGRAIS DEFINIDAS POR SUBSTITUIÇÃO 


Nesta seção, discutiremos dois métodos para calcular integrais definidas em que é necessária 


uma substituição. 


E DOIS MÉTODOS PARA FAZER SUBSTITUIÇÕES EM INTEGRAIS DEFINIDAS 
Lembre que, na Seção 5.3, foi visto que integrais indefinidas da forma 


f FE)g' Œ) dx 


podem ser calculadas, às vezes, fazendo-se a substituição u 


u = g(x), 


du = g'(x) dx (1) 


que converte a integral para o formato 


I f(u)du 


Para aplicar esse método a uma integral definida do tipo 


b 
i Fega) dx 


precisamos levar em conta o efeito da substituição nos limites de integração de x. Há duas 


maneiras de fazer isso. 


Método 1 


Determinar primeiro a integral indefinida 


f F(g0)Dg (x) dx 


por substituição, e então usar a relação 


b 
| Fg0)g' (9) dx = p few a)ar] 


b 


a 
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para calcular a integral definida. Esse procedimento não requer qualquer modificação nos 
limites de integração. 
Método 2 


Fazer a substituição (1) diretamente na integral definida e, então, usar a relação u = g(x) 
para substituir os limites em x, x= a e x = b pelos correspondentes limites em u, u = g(a) 
e u = g(b). Isso produz uma nova integral definida 


g(b) 
J f(u)du 
g(a) 


que está expressa inteiramente em termos de u. 


=. 2 
> Exemplo 1 Use os dois métodos acima para calcular f x(x? +1% dx. 
0 


Solução pelo Método 1 Pondo 


u=x"-+ 1, demodo que du=2xdx (2) 
obtemos 
1 4 2 1 4 
J+ dx=; faut pga +C 
2 8 8 
Assim, 


2 2 
f x(x? + 1) dx = [fre + Dºas | 
0 x=0 


CAP 6 1a 
8 wo 8 8. 


Solução pelo Método 2 Se fizermos a substituição u = x? + 1 em (2), então 


se x=0, u=1 


se x=2, u=5 


Logo, 


| 
Dm 
+. 
z 
U 
a 
= 


2 
f x(x? +1) dx = 
0 


o que está de acordo com o resultado obtido pelo Método 1. < 


O teorema a seguir estabelece as condições precisas sob as quais o Método 2 pode ser 
usado. 


5.9.1 TEOREMA Seg'for contínua em la, b] e f for contínua em um intervalo contendo 
os valores de g(x) coma < x < b, então 


g(b 


) 
Ff(u) du 


b 
| FgO)g (0) dx = 


g(a) 
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DEMONSTRAÇÃO Como f é contínua em um intervalo contendo os valores de g(x) com 
a < x < b, segue que f tem uma antiderivada F nesse intervalo. Tomando u = g(x), a regra da 
cadeia implica que 

dF du 
du dx 


d; di du 
dr (g00)) = ER u) = = SW = f(g0)g (x) 


em cada x de [a, b]. Assim, F(g(x)) é uma antiderivada de f(g(x))g'(x) em [a, b]. Portanto, 
pela Parte 1 do Teorema Fundamental do Cálculo (Teorema 5.6.1), temos 


b 


b s(b) 
f Hg0)g'0) dx = rew)| = F(8(b)) — F (8(a)) = , Fu) du E 
a a g(a 


A escolha do método para calcular uma integral definida por substituição é, geralmente, 
uma questão de gosto, mas, nos exemplos a seguir, usaremos o segundo método, por ser uma 
ideia nova. 


> Exemplo 2 Calcule 
x/8 5 
(a) I sen” 2x cos 2x dx (b) | (2x — 5)(x — 3} dx 
0 2 
Solução (a) Seja 


u=sen2x, portanto du=2cos2xdx (ou du = cos 2x dx) 


Com essa substituição, temos que 


se x=0, u= sen(0)= 0 
se x=7/8, u=sen(x/)=1/V2 
Logo, 


x/8 1 1/42 
É sen? 2x cos 2x dx = >f u° du 
0 2 Jo 
1 uw ár q 1 
= e — = 0 = 
2 a Ta | 96 


u=x— 3, portanto du= dx 


Solução (b) Seja 


Desse modo, falta resolver o fator 2x + 5 no integrando. Contudo, 
x=u+3, portanto 2x-— 5=2(u+3)—5=2u+1 


Com essa substituição, 


e então 


S 2 PA 
[ex-sa-s/ar= | Cu + Du? du = | Qu! +u’) du 
2 Al = 


o quit u" 2 o 22 20 2 | 1 
bles AC 11 10 


_ 52.233 
“i 


x~ 474,8 4 


A substituição u no Exemplo 3(a) pro- 
duz uma integral em que o limite su- 
perior em u é menor do que o limite 
inferior. Use a Definição 5.5.3(b) para 
converter essa integral em uma na 
qual o limite inferior é menor do que 
O limite superior e verifique que isso 
produz uma integral com o mesmo va- 
lor que a do exemplo. 
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> Exemplo 3 Calcule 


3/4 dx 
(a) Í : 
0 ão 6 


u=1-—x, portanto du=-—dx 


In3 
(b) Í e (1 +e)? dx 
0 


Solução (a) Seja 


Com essa substituição, temos que 


se x=0, u= 


pm | 


se x= u 


4º 
3/4 dx 1/4 du 
| =x = -f u 
1/4 1 
= —lnja]]; = [m (5) mo] =In4 


Solução (b) Fazemos a substituição u 
u=1 +e, du=edx 
e trocamos os limites de integração de x (x = 0, x = In 3) para os limites de u 


u=1+8=2, u=l+ed2=14+3=4 


Assim, 


Assim, obtemos 


In3 4 
f ea + e“)? dx = Í u? du 
0 2 


4 
2 J = 2 qr? o 23/2] = 16 — 4,/2 «4 
3 


= -u 


3 u=2 3 
VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.9 (Ver página 396 para respostas.) 
À gue 
1. Suponha que g' seja contínua em [a, b] e que f seja contínua (c) f Ri dx; u= x 
0 X 


em um intervalo que contém os valores de g(x) coma < x < b. 
Se F for uma antiderivada de f, então 


3. Calcule a integral fazendo uma substituição apropriada. 
0 


b 
f FED O) dx =— (a) sen (3x —m)dx = —— 


=m 
3 

2. Em cada parte, use a substituição para substituir a integral (b) [ 
dada por uma integral que envolva a variável u. (Não calcule É 


a integral.) 


di = 


x? —2 


x/2 
(c) f Yssen xcosxdx=————— 
0 


2 
(a) f 3x? (1 + x°) dx; u =1 +x? 
0 


2 x 
b 
o f V5— x? 


dx; u=5-—x 


2 


EXERCÍCIOS 5.9 [FY Recurso Gráfico [E] CAS 


1/2 
1-4 Expresse a integral em termos da variável u, mas não a calcule. E (c) f cos(x) dO; u = 70 
—1/2 


3 
1. (a) / (2x — 1) dx; u=2x—1 
1 


1 
(d) f & +2 (x +Ddx u=x+1 
0 


4 
(b) Í 3x/25 — x? dx; u = 25 — x? 
0 
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4 

2. (a) J (5 — 2x)? dx; u = 5— 2x 
—1 
27/3 sen x 


(b) c 
—7/3 ~ 2 + cosx 


dx, u = 2 + cosx 
n/4 
(c) f tg? x sec? x dx; u = tg x 
0 
1 
(d) f xV x2? +3dx; u =x? +3 
0 
1 
3. (a) Í e™! dx; u=2x— 1 
0 


2 
el 
(b) J L u=lnx 
2. A 
NEN, t 
4. (a) f VECE Jy u = arc tg x 
1 1+x? 


In x 


b) pr dx 
= is 
1 xy1-— (lnx)? 


5-18 Calcule a integral definida de duas formas: primeiro com uma 
substituição u na integral definida e, depois, com uma substituição 
u na integral indefinida. E 


1 2 
5. Í (2x +1% dx 6. f (4x — 29) dx 
0 1 


1 2 
7. f (2x — 1% dx 8. f (4 — 3x)? dx 
0 1 


8 0 
9. | xv1 +xdx 10. l xv1—-xdx 
0 -3 


x/2 n/6 
11. I 4 sen (x/2) dx 12. f 2 cos 3x dx 
0 0 
— x l+7 o i 
13. —— d 14. ax-—+s)d 
D Er x J. sec (ix 1) x 
In3 es In5 
15. I dx 16. f e*(3 — 4e*) dx 
iae +4 0 
3 In(2//3) -=x 
mo. 18. E 
1 vVx(x +1) n2 1 — e 


19-22 Calcule a integral definida expressando-a em termos de u e cal- 
culando a integral resultante usando uma fórmula de Geometria. EH 


5/3 


19. 25 — 9x? dx; u = 3x 


-5/3 


2 
20. | xy 16 — xt dx; u = x° 
0 
x/2 
21. J sen 0y 1 — 4 cos? 0 d0; u = 2 cos 0 
T, 


/3 


e = 2 
22. I Ea 
em X 


< y= lny 


o 


23. Uma partícula move-se em um eixo s com uma velocidade de 
v(t) = sen xt m/s. Encontre a distância percorrida pela partícu- 


la no intervalo de tempo O < t < 1. 


24. Uma partícula move-se em um eixo s com uma velocidade 
de v(t) = 3 cos 2t m/s. Encontre a distância percorrida pela 


partícula no intervalo de tempo O < t < 7/8. 


25. Encontre a área sob a curva y = 9/(x + 2)? acima do intervalo 


[-1, 1]. 


26. Encontre a área sob a curva y = 1/(3x + 1)? acima do intervalo 


[0, 1]. 


27. Encontre a área da região delimitada pelos gráficos de 


y = 1/741 — 9x?,y =0,x=0ex = H. 


Encontre a área da região delimitada pelos gráficos de 
y = arc sen x, x = 0 e y = 7/2. 


28. 


29. Encontre o valor médio de f(x) = x/(5x? + 1)? no intervalo 


[0, 2]. 


30. Encontre o valor médio de f(x) = e*/(1 + e) no intervalo 


[—(n 3)/6, 0]. 


31-50 Calcule as integrais por qualquer método. E 


S dx 2 
31. J —— 32. f 5x — ldx 
1 V2x—1 1 


33 E xeda 34 fs (cosx + 1d 
ë = . sen x(cos x X 
1 Vx? +9 z/2 
É 2 2 d 
35 f cs x % [5 
1 vx? +4x +7 1 x4= 6x +9 


n/4 
38. I vVtg x sec? x dx 
0 


x/4 
37. f 4 sen x cos x dx 
0 


4n? 


v7 1 
39. f 5x cos(x?) dx 40. — sen yx dx 
0 m We 
x/9 x/6 
41. f sec? 30 do 42. Í tg 20 do 
n/12 0 
i ad 4 
a | 9. 44. I zay 
o V4-3y -1 V5+x 
e d J2 
45. f is 46. Í xe“ dx 
o 2x+e 1 
l x à 1 
47. —— dx 48. Í —— dx 
0 y4— 3x4 1 VxvV4-—x 
1/73 1 2 x 
49. —— 50. —— d 
| 1 +9x? f 3+ xt dá 


51. (a) Use um CAS para encontrar o valor exato da integral 
x/6 
f senf x cos? x dx 
0 


(b) Confirme o valor exato calculando à mão. 
[Sugestão: Use a identidade cos? x = 1 — sen? x.] 


[6] 52. 


(a) Use um CAS para encontrar o valor exato da integral 
x/4 
J tgfxdx 
—x/4 
(b) Confirme o valor exato calculando à mão. 
[Sugestão: Use a identidade 1 + tg? x = sec? x.) 
1 4 
53. (a) Encontre f f(3x + D dx se f fl) dx =5. 
0 1 
3 9 
(b) Encontre f f(x)dx se f f(x)dx =5. 
0 0 


0 4 
(c) Encontre f x f(x?) dx se f fO)dx =1. 
2 0 


54. Dado que m e n são inteiros positivos, mostre que 


1 1 
f x”"(1—- x)" dx = Í x” (1 — x)” dx 
0 0 


fazendo uma substituição. Não tente calcular as integrais. 


55. Dado que n é um inteiro positivo, mostre que 


x/2 n/2 
1 sen” x dx = / cos” x dx 
0 0 


usando uma identidade trigonométrica e fazendo uma substi- 
tuição. Não tente calcular as integrais. 


56. Dado que n é um inteiro positivo, calcule a integral 


1 
| x(1 — x)” dx 
0 


57-60 Um medicamento pode ser ministrado a um paciente de vá- 
rias maneiras. Dado um método particular, seja c(t) a concentração 
(medida em mg/L) de medicamento na corrente sanguínea de um 
paciente t horas depois de aplicada a dose. No intervalo 0 < t < b, a 
área entre o gráfico de c = c(t) e o intervalo [0, b] indica a “dispo- 
nibilidade” do medicamento para o corpo do paciente naquele pe- 
ríodo de tempo. Em cada exercício, determine qual método oferece 
maior disponibilidade no intervalo dado. E 


57. Método 1: c(t) = 5(€ 2! — e7”, 


Método 2: c(t) = 4e 24 — e 3%; [0,4] 
58. Método 1: c(t) = 5(€ 1%! — e7”, 
Método 2: c(t) = 4e “4 — e°); [0,24] 


59. Método 1: c(t) = 5,78(e **! — e 135, 


Método 2: c(t) = 4,15(€ *4 — e 3: [0,4] 
60. Método 1: c(t) = 5,78(e 4 — e 135, 
Método 2: c(t) = 4,15(€*4 — e): [0,24] 


61. Suponha que em t = O existam 750 bactérias em um recipiente 
e que a população de bactérias y(t) cresça a uma taxa y'(?) = 
802,137e!528 bactérias por hora. Quantas bactérias haverá em 
12 horas? 


62. Suponha que uma partícula, movendo-se ao longo de um eixo, 
tenha velocidade v(t) = 25 + 10e705% pés/s. 
(a) Qual é a distância percorrida pela partícula de t = O até 
t= 102 


63. 


64. 


65. 
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(b) O termo 10e-º afeta muito a distância percorrida pela 
partícula no intervalo de tempo? Explique seu raciocínio. 


(a) A tabela abaixo mostra a fração da Lua (como vista da Ter- 
ra) que está iluminada pelo Sol à meia-noite (no horário de 
Nova York) durante a primeira semana de 2005. Encontre 
a fração média da Lua que está iluminada durante essa pri- 
meira semana de 2005. 


Fonte: Dados do Departamento de Astronomia Aplicada do Observa- 
tório Naval dos EUA. 


(b) A função f(x) = 0,5 + 0,5 sen(0,213x + 2,481) modela os 
dados para a iluminação da Lua durante os primeiros 60 
dias de 2005. Encontre o valor médio dessa função ilumi- 
nação ao longo do intervalo [0, 7]. 


Tabela Ex-63 


DIA 1 2 3 4 5 6 7 


ILUMINAÇÃO | 0,74 0,65 | 0,56 | 0,45 | 0,35 |0,25/0,16 


A eletricidade é fornecida para as casas na forma de corrente 
alternada, significando que a voltagem tem uma forma senoi- 
dal, descrita por uma equação da forma 


V= V, sen(2 v ft) 


(ver figura abaixo). Nessa equação, V, é o pico de voltagem 
ou amplitude da corrente, f é a frequência e 1/f é o período. 
As voltagens V e V, são medidas em volts (V), o tempo é me- 
dido em segundos (s) e a frequência é medida em hertz (Hz) 
(1 Hz = 1 ciclo por segundo; um ciclo é o termo elétrico para 
um período.) Os voltímetros de corrente alternada medem o 
que é chamado rms ou raiz média quadrada do valor de V. 
Por definição, isso é a raiz quadrada do valor médio de V? so- 
bre um período. 

(a) Mostre que 


[Sugestão: Calcule a média sobre o ciclo de t = 0 a t = 1/f, 
e use a identidade sen? 0 = ła — cos 26) para ajudar a cal- 
cular a integral. ] 

(b) Nos Estados Unidos, o fornecimento de energia elétrica é 
feito com uma voltagem rms de 120 V, a uma frequência 
de 60 Hz. Qual é o pico de voltagem desse fornecimento? 


V 


Vims 


~ 


Encontre um valor positivo de k tal que a área sob o gráfico de 
y = e™ no intervalo [0, k] seja 3 unidades quadradas. 


Figura Ex-64 
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466. Use um recurso gráfico para estimar o valor de k (k > 0) de 
tal modo que a região delimitada por y = 1/ (1 + kx?), y = 0, 
x= Q0 ex = 2 tenha uma área de 0,6 unidade de área. 


[e]67. (a) Encontre o limite 


2 sen(kr/n) 
n arene 2 n 


calculando uma integral definida apropriada no intervalo [0, 1]. 
(b) Verifique sua resposta em (a) calculando o limite direta- 
mente com um CAS. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


68. Seja 
1 
1 
raj — dz 
=] 1+x2 


(a) Explique por que 7 > O 
(b) Mostre que a substituição x = 1/u resulta em 


Pd 
[= j z dx = I 
q l+x 


Logo, 21 = 0, implicando 7 = 0. No entanto, isso con- 
tradiz (a). Qual é o erro? 


69. (a) Prove que, se f for uma função ímpar, então 


a 


fO)dx =0 


e dê uma explicação geométrica desse resultado. 
[Sugestão: Uma forma de provar que uma quantidade q 
é zero é mostrar que q = —q.] 

(b) Prove que, se f for uma função par, então 


a a 
fO)dx = 2 [ f(x)dx 
—a 0 

e dê uma explicação geométrica desse resultado. 
[Sugestão: Divida o intervalo de integração de —a até a 
em duas partes em 0.] 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.9 


70. Mostre que, se fe g forem funções contínuas, então 


Í Ii-a f folia) dx 


71. (a) Seja 


E fo) 
o fo) + Ha — x) 


Mostre que 1 = a/2. 
[Sugestão: Faça u = a — x e, então, observe a diferença 
entre o integrando resultante e o número 1.] 

(b) Use o resultado de (a) para encontrar 


3 ra" 


(c) Use o resultado de (a) para encontrar 


z/2 sen x 
— dx 
0 sen x + cos x 


72. Calcule 
1 

(a) f xy cos(x?) dx 
-1 


T 
(b) f sen? x cos? x dx. 
0 


[Sugestão: Use a substituição u = x — (77/2).] 


73. Texto Os dois métodos de substituição discutidos nesta seção 
dão o mesmo resultado quando usados para calcular uma inte- 
gral definida. Escreva um parágrafo curto explicando por que 
isso ocorre. 


74. Texto Em alguns casos, o segundo método para o cálculo de 
integrais definidas tem vantagens claras sobre o primeiro. Forne- 
ça alguns exemplos e escreva um parágrafo curto discutindo as 
vantagens do segundo método em cada caso. [Sugestão: para co- 
meçar, considere os resultados dos Exercícios 54 a 56, 69 e 71.] 


1. Hg(b)— Fela) 2 of `d o f d © f zea 3 (a) 2 œ) Li G) (o É 
- Hg g(a Ż Paii ET Md, . 3 as Z 


5.10 FUNÇÕES LOGARÍTMICAS E OUTRAS FUNÇÕES DEFINIDAS POR INTEGRAIS 


Na Seção 0.5, definimos a função logaritmo natural In x como sendo a inversa de e". Embora 
isso tenha sido conveniente e nos tenha permitido deduzir muitas propriedades de In x, seu 
fundamento matemático não foi muito sólido, já que aceitamos a continuidade de e e de 
todas as funções exponenciais sem demonstração. Nesta seção, mostraremos que In x pode 
ser definido como uma certa integral e utilizaremos essa nova definição para provar que 
as funções exponenciais são contínuas. Essa definição integral também é importante nas 
aplicações, pois fornece uma maneira de reconhecer quando as integrais que aparecem 
como soluções de problemas podem ser expressas como logaritmos naturais. 


(b) 


Fora de escala 


Figura 5.10.1 


Reveja o Teorema 5.5.8 e, então, ex- 
plique por que se requer x positivo na 
Definição 5.10.1. 


Nenhuma das propriedades de In x 
obtidas nesta seção deveriam ser no- 
vidade, mas agora, pela primeira vez, 
elas têm uma base matemática sólida. 
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E A CONEXÃO ENTRE LOGARITMOS NATURAIS E INTEGRAIS 


A conexão entre os logaritmos naturais e as integrais foi feita em meados do século XVII, no 
curso das pesquisas a respeito das áreas sob a curva y = 1/t. O problema era encontrar valores 
de ty, t2,..., tn;... Com os quais as áreas A, As,..., An,... na Figura 5.10.1a seriam iguais. Através 
do trabalho combinado de Isaac Newton, do padre jesuíta belga Gregory de Saint Vincent 
(1584-1667) e do estudante deste último, Alfons A. de Sarasa (1618-1667), foi mostrado que, 
escolhendo-se os pontos 


2 3 n 
DSe. DSE hS Eea dlp =E is 


cada uma das área é 1 (Figura 5.10.1b). Assim, em notação moderna de integral 


n 


e 
f -dt =n 
p t 


n 


Sa 
f — dt = ln(e”) 
i 


Comparando-se o limite superior da integral com a expressão dentro do logaritmo, é natural 
pular para o resultado mais geral 
ZT 
-dt = lnx 
1 É 


que, hoje, tomamos como a definição formal de logaritmo natural. 


a qual pode ser expressa como 


5.10.1 DEFINIÇÃO O logaritmo natural de x é denotado por In x e definido pela integral 


a] 
na = [ 7” 25 = 0) (1) 
1 


Nossa estratégia para dar um fundamento matemático sólido para as funções logarítmi- 
cas e exponenciais é usar (1) como um ponto de partida e, então, definir e" como a inversa de 
In x. Isso é o oposto exato de nossa abordagem anterior, na qual definimos In x como sendo a 
inversa de e*. Contudo, enquanto anteriormente tivemos de supor que e“ era contínua, agora 
a continuidade de e” decorrerá de nossa definição como um teorema. Nosso primeiro desafio 
é demonstrar que as propriedades de In x que resultam da Definição 5.10.1 são consistentes 
com aquelas obtidas anteriormente. Para começar, observe que a Parte 2 do Teorema Funda- 
mental do Cálculo (Teorema 5.6.3) implica que In x é diferenciável e que 


d d Nl 1 
o EE [/ at] = (x > 0) (2) 


Isso é consistente com a fórmula da derivada de In x que obtivemos anteriormente. Além dis- 
so, como diferenciabilidade implica continuidade, segue que In x é uma função contínua no 
intervalo (0, +). 

Outras propriedades de In x podem ser obtidas interpretando geometricamente a inte- 
gral em (1): no caso em que x > 1, essa integral representa a área sob a curva y = 1/t desde 
t = l até t = x (Figura 5.10.2a); no caso em que O < x < 1, a integral representa o negativo 
da área sob a curva y = 1/t desde t = x até t = 1 (Figura 5.10.2b); e no caso em que x = 1, 
a integral tem valor O porque seus limites de integração inferior e superior coincidem. Es- 
sas observações geométricas implicam que 


Inx>0 se x>1 
Inx<0 se 0O<x<l 


Inx=0 se x=1 
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AJ 


y=Inx 


Figura 5.10.3 


Figura 5.10.2 (a) (b) 


Também, como 1/x é positivo se x > 0, segue de (2) que In x é uma função crescente no inter- 
valo (0, 4º). Tudo isso é consistente com o gráfico de In x na Figura 5.10.3. 


E PROPRIEDADES ALGÉBRICAS DE In x 
Podemos usar (1) para mostrar que a Definição 5.10.1 produz as propriedades algébricas pa- 
drão dos logaritmos. 


5.10.2 TEOREMA Dados quaisquer números positivos a e c e qualquer número racional r: 


1 
(a) Inac=lIna+lnc (b) In- =-—lInc 
c 


(O) hê=ha-he (d) na'=rhna 
C 


DEMONSTRAÇÃO (a) Tratando a como uma constante, considere a função f(x) = In (ax). Então 


5 1 d 1 1 
fO)=—:— (ax) = — -a= 
ax dx ax x 


Assim, In ax e In x têm a mesma derivada em (0, +œ), de modo que, nesse intervalo, essas 
funções devem diferir por uma constante. Logo, existe uma constante k tal que 
In ax — Inx =k (3) 


em (0, +ºº). Substituindo x = 1 nessa equação, concluímos que In a = k (verifique). Assim, 
podemos escrever (3) como 
ln ax — ln x = ln a 


Tomar x = c estabelece que 
lnac—lnc=lna ou lnac=lna+lnc 


DEMONSTRAÇÕES (b) E (c) A parte (b) segue imediatamente da parte (a), substituindo a por 
1/c (verifique). Então (c) decorre de (a) e (b): 


a 1 1 
In-=Inla:--|=lha+ln-=lna-lnc 
c c c 


DEMONSTRAÇÃO (D) Inicialmente, vamos mostrar que a parte (d) é satisfeita se r for um nú- 
mero inteiro não negativo qualquer. Se r = 1, então evidentemente vale (d); se r = 0, então (d) 
segue do fato de que In 1 = 0. Vamos supor que (d) seja válida se r for igual a algum número 
inteiro n. Então, segue da parte (a) que 


Ina*!=Infaa)J=hat+Ihna”=har+nha=(n+Dlna 


De que maneira uma fileira de domi- 
nós caindo é semelhante à prova do 
Teorema 5.10.2(d) no caso em que r 
é um inteiro não negativo? (Esse ar- 
gumento “dominó” usa uma versão 
informal de uma propriedade dos in- 
teiros conhecida como princípio da 
indução matemática.) 


Tabela 5.10.1 


n= 10 

At=(b-a)ln = (2- 1)/10 = 0,1 

k t Ur 
1 1,05 0,952381 
2 1,15 0,869565 
3 1,25 0,800000 
4 135 0,740741 
3 1,45 0,689655 
6 1,55 0,645161 
7 1,65 0,606061 
8 1,75 0,571429 
9 1,85 0,540541 
10 1,95 0,512821 
6,928355 

n 
At 2 , f(t) ~ (0,1)(6,928355) 


k=l = 0,692836 
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Assim, se (d) for válida com r igual a algum inteiro n, então também será válida com 
r= n + 1l. Contudo, como sabemos que (d) é válida com r = 1, segue que (d) também é 
válida com r = 2. Isso implica, porém, que (d) é válida com r = 3, o que por sua vez im- 
plica que (d) é válida com r = 4 e assim por diante. Concluímos que (d) é satisfeita se r for 
um número inteiro não negativo qualquer. 

Em seguida, vamos supor que r = —m seja um inteiro negativo. Então 


1 
Ina” = Ina™ = In — = — lna” 


Pela parte (b) 
E 
= —mlna A parte (d) é válida com potências positivas 


=r lna 


o que mostra que (d) é válida com qualquer inteiro r negativo. Combinando esse resultado 
com nossa conclusão anterior de que (d) é satisfeita se r for um número inteiro não negativo, 
temos que (d) é válida com qualquer inteiro r. 

Por fim, vamos supor que r = m/n seja um número racional qualquer, onde m + 0 e 
n + 0 são inteiros. Então 


nlna”  ln[(a")"] 


n n 


lna” = 


A parte (d) é válida com potências inteiras 


Ina” 


= Propriedade de expoentes 
n 
= Definição de r 


Ina” 
n 
mlna 


= A parte (d) é válida com potências inteiras 
n 


m 
= — lna =r lna 
n 


o que mostra que (d) também é válida com números racionais r. EB 


E APROXIMAÇÃO NUMÉRICA DE In x 


Para valores específicos de x, o valor de ln x pode ser aproximado numericamente pela inte- 
gral definida em (1), digamos, usando a aproximação pelo ponto médio que foi discutida na 
Seção 5.4. 


> Exemplo 1 Aproxime In 2 usando a aproximação do ponto médio com n = 10. 


Solução A partir de (1), o valor exato de In 2 é representado pela integral 


21 
m2= f -dt 
1 É 


A regra do ponto médio está dada nas Fórmulas (5) e (9) da Seção 5.4. Em termos de 1, 
aquela fórmula é 


b n 
J fdi= AS fa) 
k=1 


onde At é o comprimento comum dos subintervalos e tř, t;,...,t; são os pontos médios. 
Nesse caso, temos 10 subintervalos; logo, At = (2 — 1)/10 = 0,1. Os cálculos com seis casas 
decimais estão na Tabela 5.10.1. A título de comparação, uma calculadora ajustada para dis- 
por seis casas decimais dá In 2 = 0,693147, de modo que o tamanho do erro na aproximação 
do ponto médio é de cerca de 0,000311. Maior precisão na aproximação do ponto médio pode 
ser obtida aumentando-se n. Por exemplo: com n = 100, obtém-se In 2 = 0,693144, a qual 
está correta até a quinta casa decimal. < 
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E DOMÍNIO, IMAGEM E COMPORTAMENTO DE In x NO INFINITO 


5.10.3 TEOREMA 


(a) O domínio de In x é (0, +00). 


(b) lim lnx =~% e lim lnx = +% 
x>0+ x> +% 


(c) A imagem de In x é (—%, +00). 


DEMONSTRAÇÕES (a) E (b) Já mostramos que In x está definida e é crescente no intervalo 
(O, +20). Para provar que In x—> +% quando x—>+%, devemos mostrar que, dado qualquer nú- 
mero M > 0, o valor de In x excede M para valores suficientemente grandes de x. Para mostrar 
isso, seja N um inteiro qualquer. Se x > 2”, então 


Inx>In2"=Nh?2 (4) 
pelo Teorema 5.10.2(d). Como 


241 
m2= f — dt > 0 
tł 


segue que N In 2 pode ser feito arbitrariamente grande, bastando escolher N suficientemente 
grande. Em particular, podemos escolher N de tal modo que N In 2 > M. Agora, segue de (4) 
que, se x > 2”, então In x > M, e isso prova que 


lim Inx = +% 


x> + 


Além disso, observando que v = 1/x— + quando x— 07, podemos usar o limite precedente 
e o Teorema 5.10.2(b) para concluir que 


f f 1 ; 
lim Inx = lim ln- = lim (— lnv) = —o 
x—> 0+ v — + v v — +% 


DEMONSTRAÇÃO (c) Segue da parte (a), da continuidade de In x e do Teorema do Valor In- 
termediário (2.5.7) que In x toma cada valor real quando x varia sobre o intervalo (0, +) (por 
quê?). E 


E DEFINIÇÃO DE e* 
No Capítulo 0, definimos In x como a inversa da função exponencial natural e”. Agora que 
dispomos de uma definição formal de In x em termos de uma integral, definiremos a função 
exponencial natural como a inversa de In x. 

Como In x é crescente e contínua em (0, +%), com imagem dada por (—%, +90), existe 
exatamente uma solução (positiva) da equação In x = 1. Agora definimos e como a única so- 
lução de In x = 1, de modo que 


lne=1 (5) 
Além disso, se x for um número real qualquer, existe uma única solução positiva y de 


In y = x, de modo que, com valores irracionais de x, definimos e* como sendo essa solução. 
Assim, quando x for irracional, definimos e* por 


Ine'=x (6) 


Observe que, com valores racionais de x, também temos In e* = x In e = x pelo Teorema 5.10.2(d). 
Também segue imediatamente que e!"* = x com qualquer x > 0. Assim, (6) define a função expo- 


nencial com quaisquer valores reais de x como a inversa da função logaritmo natural. 


Use a Definição 5.10.6 para provar 
que, se a > 0 e r é um número real, 
então ln a” = r ln a. 
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Podemos, agora, estabelecer a diferenciabilidade de e“ e confirmar que 


— [e] =g 


dx 


5.10.5 TEOREMA A função exponencial natural e é diferenciável, e portanto contínua, 
em (—%, +00), e sua derivada é 


É ja sá 
—[e]=e 
dx 


DEMONSTRAÇÃO Como ln x é diferenciável e 


1 
— [Inx]= —->0 
dx x 


em cada x de (0, +), segue, do Teorema 3.3.1, com f(x) = In x e f(x) = e”, que e é dife- 
renciável em (—%, +%) e que sua derivada é 


1 
e] = = e 
dx tel 1/e* a 
Jej 
FE) 


E EXPOENTES IRRACIONAIS 


Lembre que, no Teorema 5.10.2(d), vimos que, se a > 0 e se r for um número racional, então 
In a" = r ln a. Segue que a” = e" = e" "4 vale com quaisquer valores positivos de a e qual- 
quer número racional r. No entanto, essa expressão e” 1" “ faz sentido com qualquer número 
real r, tanto racional quanto irracional, de modo que é um bom candidato para dar sentido a 


a” com qualquer número real r. 


5.10.6 DEFINIÇÃO Sea > 0eréum número real, então definimos a” por 
p 


a = e” a 


Com essa definição, podemos mostrar que as propriedades algébricas padrão de expo- 
entes, como 


Pp 
aPa! = ati, = a” 4, (a?)1 — af, (aP) (bP) — (ab)? 
a 


valem com quaisquer valores reais de a, b, p e q, onde a e b são positivos. Além disso, usan- 
do (7) com um expoente real r, podemos definir a função potência x”, cujo domínio consiste 
em todos os números reais positivos; e, com uma base b positiva qualquer, podemos definir a 
função exponencial b* de base b, cujo domínio consiste em todos os números reais. 


5.10.7 TEOREMA 


(a) Dado qualquer número real r, a função potência x" é diferenciável em (0, +º%) e sua 
derivada é 
d 
— [x"] = rx"! 
FP [x] 
(b) Dado b>0€eb 1, a função exponencial b* de base b é diferenciável em (—%, +) 
e sua derivada é 


d 
—[b]=b'Inb 
dx! | i 
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DEMONSTRAÇÃO A diferenciabilidade de x” = e"'"* e de b* = e:!"b em seus domínios segue 
da diferenciabilidade de In x em (0, +%) e de e" em (—%, +): 
d d 


d 
[x"] — [e nx] — ertnx E [r In x] =x". p = rx"! 
dx x 


dx dx 


d d d 
ge] = me” = end, z" lnb] = b* Inb m 


Nas Fórmulas (7) e (8) da Seção 1.3 e na Fórmula (1) da Seção 3.2, expressamos e 
como o valor de um limite. Agora, dispomos das ferramentas matemáticas necessárias para 
provar a existência desses limites. 


5.10.8 TEOREMA 


(a) lim +)” =e (b) 


DEMONSTRAÇÃO Provaremos a parte (a); as provas das partes (b) e (c) seguem desse limite 
e são deixadas como exercício. Primeiro observamos que 


Lima + D] 


+=0 x+1 
Contudo, usando a definição da derivada, obtemos 


. In(0+h+D —In(0+ 1) 
= lim 
o h>0 h 


. 1 


l= 2i 1 
= Z UinG + 1] 


k d 


ou, equivalentemente, 
1 
lim — - In(1 + x) = 1 (8) 
x>0 x 


Assim, 


limn +) = lim elton 
X—+ 


x>0 


e! Equação (8) 


II 


E LOGARITMOS GERAIS 
Observamos que, dado b > 0 e b + 1, a função b” é injetora, portanto possui uma função inver- 
sa. Usando a definição de b”, podemos resolver y = b* em x como uma função de y: 


y =b = exind 

In y = In(er>) = x Inb 
lny 

m 

Inb 


Assim, a função inversa de b” é (In x)/(ln b). 
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5.10.9 DEFNIÇÃO Dado b > 0eb + 1, definimos a função logaritmo de base b, deno- 
tada por log, x, por 


| In x (9) 
og, x = — 
Eb In b 


Segue imediatamente dessa definição que log, x é a função inversa de b* e que satisfaz 
as propriedades da Tabela 0.5.3. Além disso, log, x é diferenciável, e portanto contínua, em 
(O, +), sendo sua derivada dada por 


d 
£n a, 
E a 


Como última observação de consistência, observamos que log, x = In x. 


E FUNÇÕES DEFINIDAS POR INTEGRAIS 
As funções que vimos até agora neste livro são denominadas funções elementares; elas in- 
cluem polinômios, funções racionais, funções potências, funções exponenciais, funções loga- 
rítmicas, funções trigonométricas e todas as outras que podem ser obtidas dessas por adição, 
subtração, multiplicação, radiciação e composição. 

Entretanto, há muitas funções importantes que não se incluem nessa categoria. Tais 
funções surgem de muitas maneiras, mas comumente aparecem no decorrer da solução de 
problemas de valor inicial da forma 


d 
z = fœ), y) = y (10) 
X 


No Exemplo 6 da Seção 5.2 e na discussão que o precede, vimos que o método básico 
para resolver (10) é integrar f(x) e, então, usar a condição inicial para determinar a constante 
de integração. Pode-se provar que, se ffor contínua, então (10) tem uma única solução, que é 
a obtida com esse procedimento. Há, porém, outra abordagem: em vez de resolver individual- 
mente cada problema de valor inicial, podemos encontrar uma fórmula geral para a solução 
de (10) e, então, aplicá-la na solução de problemas específicos. Vamos mostrar agora que 


ya) =»+ [ fO dt (11) 


é uma fórmula para a solução de (10). Para confirmar, precisamos mostrar que dy/dx = f(x) 
e que y(xo) = yo. Os cálculos são os seguintes: 


dy 


d x 
2. bo f soa] =0 += fo) 


Xo 
y (xo) =»+ f f(t) dt = yo +0 = yo 
xo 


> Exemplo 2 No Exemplo 6 da Seção 5.2, mostramos que a solução do problema de 
valor inicial 


d 
Ta cosx, y(0)=1 
dx 


é y(x) = 1 + sen x. Esse problema também pode ser resolvido aplicando-se a Fórmula (11) 
com f(x) = cos x, x) = 0 e yo = 1. Então, 


ya) =1+ [ costdt=1+[sent| ,=1+senx < 
0 


No último exemplo, fomos capazes de efetuar a integração da Fórmula (11) e de expres- 
sar a solução do problema de valor inicial como uma função elementar. Há casos, contudo, 
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Figura 5.10.4 


OBSERVAÇÃO 


nos quais isso não é possível, e então a solução do problema deve ser deixada em termos de 
uma integral “não calculada”. Por exemplo, a solução por (11) do problema do valor inicial 


dy 2 
— = =% a (0) =1 
Mm y0) 


LON 


y(x)=1 +f e" dt 
0 


Entretanto, pode ser mostrado que é impossível expressar a integral nessa solução em termos de 
funções elementares. Assim, encontramos uma nova função, que consideramos estar definida 
pela integral. Um parente próximo dessa função, conhecido como função erro, desempenha 
um papel importante em Probabilidade e Estatística; ela é denotada por erf(x) e é definida por 


erf(x) = = IA e dt (12) 


De fato, muitas das funções mais importantes nas ciências e na Engenharia estão definidas 
como integrais e têm nomes e notações especiais associados a elas. Por exemplo, as funções 


definidas por 
x 12 x 12 
s= sen ( &— \ at e cois [ cos (2) at (13-14) 
0 2 0 2 


são chamadas de funções seno e cosseno de Fresnel, respectivamente, em homenagem ao 
físico francês Augustin Fresnel (1788-1827), que primeiro as encontrou em seu estudo da 
difração das ondas de luz. 


E DETERMINAÇÃO DOS VALORES E DOS GRÁFICOS DE FUNÇÕES 
DEFINIDAS POR INTEGRAIS 

Os valores a seguir, de S (1) e C (1), foram produzidos por um CAS que tem um algoritmo 

para aproximar integrais definidas: 


1 mi? 1 miê 
S(1) = f sen (5) dt = 0,438259, cs | cos (5) dt = 0,779893 
0 0 


Para gerar os gráficos de funções definidas por integrais, os programas de computador 
escolhem um conjunto de valores de x no domínio, aproximam a integral em cada um desses 
valores e, então, fazem o gráfico com os pontos resultantes. Assim, há muito cálculo envolvido 
na geração de tais gráficos, uma vez que cada ponto requer a aproximação de uma integral. Os 
gráficos das funções de Fresnel da Figura 5.10.4 foram gerados dessa forma, usando um CAS. 


Função seno de Fresnel Função cosseno de Fresnel 


Embora as funções de Fresnel exijam uma quantidade razoável de cálculo para gerar os gráficos, as derivadas de 
S(x) e C(x) são fáceis de obter usando a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo (5.6.3); elas são 


2 2 
S' (x) = sen (5) and C'(x) = cos (=) 
2 2 (15-16) 


Essas derivadas podem ser usadas para determinar a localização dos extremos relativos e de pontos de infle- 
xão, bem como de outras propriedades de S(x) e C(x). 
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E INTEGRAIS COM FUNÇÕES COMO LIMITES DE INTEGRAÇÃO 
Várias aplicações podem levar a integrais em que um ou ambos os limites de integração são 
funções de x. Alguns exemplos são 


1 
J v sen t dt, 


sen x 


2 


vt +1dt f e 
x , In x t -—8 
Vamos completar esta seção mostrando como diferenciar integrais da forma 
gx) 

fo) dt a7) 


a 


onde a é uma constante. Derivadas de outros tipos de integrais com funções por limite de in- 
tegração serão discutidas nos exercícios. 
Para diferenciar (17), podemos considerar a integral como uma composição F(g(x)), onde 


F(x) = J ft) dt 


Aplicando, então, a regra da cadeia, obtemos 


d 8x) d 
ETF | KACO) ar| = 7 [FEO] = FEAD 0) = fag E) 


dx 
Teorema 5.6.3 


Assim, 
d 80) 
SE | fO ar| = f(g8&))g' @) (18) 
x a 
Em palavras: 


Para diferenciar uma integral com um limite inferior constante e um limite superior igual 
a uma função, substitua o limite superior no integrando e multiplique pela derivada do 
limite superior. 


> Exemplo 3 


d sen x 
A (1 = )dr | = 01 = sen? x) cosx = cosè x < 
dx 1 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.10 (Ver página 408 para respostas.) 


1/e 1 
1. | T dS e 4. A solução do problema de valor inicial 
1 
2. Dê uma estimativa de In 2 usando a Definição 5.10.1 e dy 3 
: o ; — = cosx”, y(0)=2 
(a) a aproximação pela extremidade esquerda, com n = 2. dx 


(b) a aproximação pela extremidade direita, com n = 2. 


3. n/N que é definida por uma integral é y = 


d q 
fue: f Te 
dx 0 1444 
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EXERCÍCIOS 5.10 [= Recurso Gráfico [E] CAS 


1. Esboce a curva y = 1/t e sombreie a região sob a curva cuja 
área é 


(a) In2 (b) —In 0,5 (co) 2 


2. Esboce a curva y = 1/t e sombreie duas regiões diferentes, sob 
a curva, cuja área seja ln 1,5. 


3. Dado quelna=2elnc = 5, encontre 


ac q 1/c 1 
(a) J — dt (b) f — dt 
1 É 1 t 


y f la o fila 
of 3 (d) RR 


4. Dado que In a = 9, encontre 
va] 2a ] 
(a) J — dt (b) f — dt 
1 t j t 
s 
(d) f — dt. 
2 | 


2/a 1 
(c) / — dt 
1 t 


5. Aproxime In 5 usando a regra do ponto médio com n = 10 e 
estime a magnitude do erro comparando sua resposta com a 
produzida diretamente por um recurso computacional. 


6. Aproxime In 3 usando a regra do ponto médio com n = 20 e 
estime a magnitude do erro comparando sua resposta com a 
produzida diretamente por um recurso computacional. 


7. Simplifique a expressão e obtenha os valores de x com os quais 
sua simplificação seja válida. 


(a) en (b) en” 

(e) Ine”) (d) In(1/e*) 
(e) exp(3 In x) (6 In(xe) 
(8) In (87) OE 


8. (a) Seja f(x) = e™™, Encontre o valor exato mais simples de 


FCn 3). 
(b) Seja f(x) = e + 3e™. Encontre o valor exato mais simples 
de f(In 2). 
9-10 Expresse a quantidade dada como uma potência de e. E 
9. (a) 37 (b) 22 
10. (a) m* (b) 2X, x> 0 


11-12 Encontre os limites fazendo uma substituição apropriada nos 
limites dados pelo Teorema 5.10.8. E 


11. (a) lim 


1 X 
(1 + x) (b) lim +29)! 
oo 2x x>0 


3 xX 
12. (a) lim (1 + 2) (b) lim (1 +x)”6® 
x> +0 x x>0 
13-14 Encontre g'(x) usando a Parte 2 do Teorema Fundamental 
do Cálculo e verifique sua resposta calculando a integral e depois 
diferenciando. E 


13. so) = [nd 14. go) = f (4 -cosnar 
1 x 


15-16 Encontre a derivada usando a Fórmula (18) e verifique sua 
resposta calculando a integral e depois derivando o resultado. E 


3 


d “q d In x f 
d x? d 1/x 
16. (a) Zf ~vt+1dt (b) £f sent dt 
dx Ja dx Jx 
; * sent 
17. Seja F(x) =[ zz q dd 
(a) FCO) (b) F'(0) (c) F") 
18. Seja F(x) =f y 3t? + 1 dt. Encontre 
2 
(a) FQ) (b) FO) (o) PQ) 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a equação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


l/a q a] 

9. f qar=— [ — dt,com 0 <a. 
T. if 

20. 
el 

a. f -dt = 
At 


2 lx q 
22. J E a= f dt+C 
1 +x? 1 t 


23. (a) Use a Fórmula (18) para encontrar 


=x 
a 

+ |—m 
a 

= 

II 

bI] 


e 
f — dt,com 0 <a. 
1 É 


d (é 
— tvl+tdt 
dx 1 


(b) Use um CAS para calcular a integral e diferenciar a função 
resultante. 

(c) Use o comando de simplificação do CAS, se necessário, 
para confirmar que as respostas de (a) e (b) são iguais. 


24. Mostre que 


d a 
a p foa =- f(x) 
x # 


d a 
(b) Tx | fA ar = — f(8&))8g' 09). 
xX 


gx) 


25-26 Use os resultados do Exercício 24 para encontrar a derivada. E 


d [7 d P r 
25. — dt b £f — dt 
(a) Al cos(t’) lor 


d f° 1 d f" 
26. — —— dt b) — 3 tdt 
@ =| prp "a | Bi 


27. Encontre 


escrevendo 


[ Sa [dar [a 
ua PAHI Jarti Jo E+ 


28. Use o Exercício 24(b) e a ideia do Exercício 27 para mostrar que 


Em fO dt = FEDE E) — fh E) 


29. Use o resultado obtido no Exercício 28 para efetuar as seguin- 


tes diferenciações: 
3 


(a) -f 2tdt (b) f E dt 
psd dic, 
dx Jx = dx Jx l1+t 


30. Prove que a função 


5x 1 
rx) = f 7% 


é constante no intervalo (0, +%) usando o Exercício 28 para 
encontrar F'(x). Obtenha a constante. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


31. Seja F(x) = Jo f(t) dt, onde fé a função do gráfico a seguir. 
(a) Encontre F(0), F(3), F(5), F(T) e F(10). 
(b) Em quais subintervalos de [0, 10] F é crescente e em 
quais é decrescente? 
(c) Onde F toma seu valor máximo e onde toma seu valor 
mínimo? 
(d) Esboce o gráfico de F. 


na A i a Figura Ex-31 


32. Determine o(s) ponto(s) de inflexão do gráfico de F do 
Exercício 31. 


33-34 Expresse F(x) por partes, de forma que não envolva uma 
integral. E 


x 


33. rx = f tl dt 
1 


34. F(x) = / Ff(t) dt, onde f(x) = E ) e E 


35-38 Use a Fórmula (11) para resolver o problema de valor ini- 
cial. W 
dy 2x41 x+1 


d 
yD=2 36. L7 , y) =0 
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d 
37. É = sec? x — senx, y(7/4)= 1 
dx 
dy 1 
38. = 7 =i 
dx  xlnx Ye) 


35. Suponha que, em t = 0, Po pessoas tenham a doença X, e que 
um certo modelo para a transmissão dela prediga que a taxa 
de transmissão é de r(t) pessoas por dia. Escreva uma fórmula 
para o número de pessoas que terão a doença X após x dias. 


40. Suponha que v(t) seja a função velocidade de uma partícula mo- 
vendo-se ao longo do eixo s. Escreva uma fórmula para a coorde- 
nada da partícula no tempo T, se ela estiver no ponto s; em t = 1. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41. A figura abaixo mostra os gráficos de y = f(x) e de 
y= Jo f(t) dt. Determine de qual função são os gráficos 
e explique seu raciocínio. 


Figura Ex- 41 


42. (a) Faça uma conjectura sobre o valor do limite 


b 


lim | tdt 


k>0 Ji (b i 0) 


(b) Verifique sua conjectura calculando a integral e depois 
encontrando o limite. [Sugestão: Interprete o limite como 
a definição da derivada de uma função exponencial.] 


43. Seja F(x) = dr f(t) dt, onde f é a função cujo gráfico é 
mostrado abaixo. 
(a) Onde ocorrem os mínimos relativos de F? 
(b) Onde ocorrem os máximos relativos de F? 
(c) No intervalo [0, 5], onde ocorre o máximo absoluto de F? 
(d) No intervalo [0, 5], onde ocorre o mínimo absoluto de F? 
(e) Onde F é côncava para cima e onde é côncava para 

baixo? 

(f) Esboce o gráfico de F. 


Figura Ex- 43 


o 


44. Os programas CAS têm comandos para trabalhar com a maio- 


ria das funções não elementares importantes. Verifique seu ma- 

nual para informações sobre a função erro erf(x) [veja a Fór- 

mula (12)] e, então, faça o seguinte. 

(a) Gere o gráfico de erf(x). 

(b) Use o gráfico para fazer uma conjectura sobre a existência 
e a localização de possíveis máximos e mínimos relativos 
de erf(x). 
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(c) Verifique sua conjectura em (b) usando a derivada de 
erf (x). 

(d) Use o gráfico para fazer uma conjectura sobre a existência 
e a localização de possíveis pontos de inflexão de erf(x). 

(e) Verifique sua conjectura em (d) usando a derivada segunda 
de erf(x). 

(f) Use o gráfico para fazer uma conjectura sobre a existência 
de assíntotas horizontais de erf(x). 

(g) Verifique sua conjectura em (f) usando o CAS para encon- 
trar os limites de erf(x) quando x — +%. 


45. As funções seno e cosseno de Fresnel S(x) e C(x) foram defi- 
nidas nas Fórmulas (13) e (14) e têm seus gráficos mostrados 
na Figura 5.10.4. Suas derivadas foram dadas nas Fórmulas 
(15) e (16). 

(a) Em que pontos C(x) tem mínimos relativos? E máximos 
relativos? 

(b) Onde ocorrem os pontos de inflexão de C(x)? 

(c) Confirme que suas respostas em (a) e (b) estão em confor- 
midade com o gráfico de C(x). 


46. Encontre o limite 


x+h 


1 
lim — Int dt 
h>50 h ” 


47. Encontre uma função fe um número a tais que 
xX 
4+ f ft) dt = e 
a 


48. (a) Dê um argumento geométrico para mostrar que 


1 x+l 1 1 
<f -dt < —, 
x+1 n t x 


(b) Use o resultado de (a) para provar que 


1 1 1 
<Intl+-—-)<-, 
x+1 x x 


(c) Use o resultado de (b) para provar que 


x>0 


1 É 4 
el 0tD < (1+5) <e, x>0 
x 


e, portanto, que 


(d) Use o resultado em (b) para provar que 


1 x 1 x+1 
(1+5) <e<(1+5) », x>0 
x x 


+ Use um recurso gráfico computacional para gerar o gráfico de 


efa) ae 


na janela [0, 100] x [0; 0,2]. Use esse gráfico e a parte (d) do 
Exercício 48 para fazer uma estimativa grosseira do erro na 


aproximação 
115 
gl1 = 
e ( ar 5) 


50. Prove: Se ffor contínua em um intervalo aberto e a for um pon- 
to qualquer no intervalo, então 


F(x) = f Ff(t) dt 


é contínua no intervalo. 


51. Texto Um estudante alega que a definição 


+] 
mx= f — dt 
ii 


oferece um raciocínio circular, pois para calcular o valor da 
integral precisamos conhecer o valor de In x. Escreva um pará- 
grafo curto que responda à objeção do estudante. 


52. Texto Escreva um parágrafo curto comparando a Definição 
5.10.1 com a definição da função logaritmo natural dada no 
Capítulo 0. Não esqueça de incluir as questões de continuidade 
e diferenciabilidade. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 5.10 


1. —1 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 5 [Recurso Gráfico [E 


2. a)i DB 3e 4 y=2+ f costdt 5. 
0 


e 


Ipet 


CAS 


1-8 Calcule as integrais. IB 


1. IE +45] dx 


3. fissena +2cosx]dx 


2: fiè -2u+ Nau 
4. f seen x + cosa) dx 


3 
6. [lã - sec? x| dx 
4x 


5. [ia — 5e*]dx 


1 2 
7. —— +——— | d 
[rat x 


8 f | 12 = 5] d 
; x 
xvx 1 
9. Resolva o problema de valor inicial 
dy 1 


=x 
(a) Fr J y(1)=0 


d 
(b) Ee cosx — 5e*, y(0) = 0 

dx 

d d j 
==? (d Z = xe, y0) =0 

dx dx 


. A figura abaixo mostra o campo de direções de uma equação 
diferencial dy/dx = f(x). Qual das seguintes funções tem mais 
chances de ser f(x)? 
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19. Expresse 


18 
D k(k — 3) 
k=4 


na notação com somatório, com 
(a) k= 0 como limite inferior do somatório 
(b) k = 5 como limite inferior do somatório 


Nx, senx, xf, x 20. (a) Preencha a lacuna: 
n 
Explique seu raciocínio. 
gi 143454: +Qn-D=5 
k=1 
Ay 
FASSIISALSA NA je A A EA ETEF . . . 
AAAS = t 1 = 
EEE AAN e A AS, (b) Use a parte (a) para provar que a soma dos n primeiros in 
RS E teiros ímpares consecutivos é um quadrado perfeito. 
EE SAAE EEE: 
ATA ARIA A sort d 21 Ë P b áfi d 4 2 é d P 
C E e e a a a h A efe AA E EEE E — — - 
AA E AA AET . Encontre a área sob o gráfico de f(x) = 4x — x” acima do inter 
DONE NO SUN RCE PESA AD valo [0, 4] usando a Definição 5.4.3, tomando x; como sendo a 
SILISIANLNAS STEELE EA . . . . 
DENNIS SER extremidade direita de cada subintervalo. 
PXANAIANXANAA So ALA PESIITIET 
TAREE LS u SS rir a 2 a N 
ERTEN NANANA S A AT 22. Encontre a área sob o gráfico de f(x) = 5x — x° acima do inter- 
VISITAS Sja EEE: “om 
ME ENANA A So DE III LTI valo [0, 5] usando a Definição 5.4.3, tomando x como sendo a 
LE a e M a a a a E Be a PRA EEE i é 
VIAS SSS fee 4400 extremidade esquerda de cada subintervalo. 
LESANAIASA Ss TARTE EETT 
VISA Re EEEE 
aa EE I TAAT 23-24 Use um recurso computacional para encontrar as aproxima- 
VANANINANNNNN= 22244444 4441 Fi ura Ex-10 e” . . . 24: 
8 ções pelas extremidades esquerda, direita e pelo ponto médio da 
á i — i i 5 n= 
área abaixo da curva x) acima do intervalo dado, usando n 
11. (a) Mostre que as substituições u = sec x e u = tg x produzem 10 subintervalos. E 
valores diferentes para a integral i 
23. y=lnx; [1,2] 24. y=e [0,1] 
2 ; ; ; PE 
. Ain ni 3 
sec" x tg x dx 25. A integral definida de fno intervalo [a, b] está definida como o 
limite 
(b) Explique por que ambos estão corretos. b n 
aoe Pr ; ; x)dx= lim ) x )Ax 
12. Use as duas substituições no Exercício 11 para estimar a inte- I fœ) max Ax > 0 = SOK AX 


gral definida 
Explique o significado dos vários símbolos do lado direito des- 


n/4 i 
À sec? x tg x dx sa equação. 
0 


26. Dê um argumento geométrico para calcular 
e confirme que os resultados são iguais. 


1 
13. Calcule a integral | [2x — 1| dx 
27. Suponha que 


x 
a 
ER E 


fazendo a substituição u = x? — 1. 


1 2 
f fo)dr =, J fdz =1, 
0 1 


f 3 1 
14. Calcule a integral f fœ)dx=-]1, f ge&œ)dx=2 
0 0 
—2/3 
l 1+x dx Em cada parte, use essa informação para calcular a integral 
dada, se possível. Se não houver informação suficiente para 
fazendo a substituição u = 1 + x, calcular a integral, então aponte isso. 
[e] 15-18 Calcule a miao as integrais e verifique suas respostas com um (a) f fæœ)dx ©) f f@æ)dx (c) f 5f(x)dx 
CAS, se disponível. E 0 1 2 


0 1 1 
Is cos3x | jë [Ea (d) i g(x)dx (e) f gQ2xdx ®© f [e@Œ)}P dx 
V5 + 2sen3x x 1 0 0 


a 28. Em cada parte, use a informação do Exercício 27 para calcu- 
5 ———— dx 18. x sec? (ax?) dx lar a integral dada. Se não houver informação suficiente, então 
(ax? + b)? 
aponte isso. 
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1 1 
(a) | oiee (b) f feg(o) dx 
0 


1 f) 
o 80) 


1 
(o) ix (d) I [4g 09) — 3 fG)ldx 
0 


29. Em cada parte, calcule a integral. Quando apropriado, use uma 
fórmula geométrica. 


1 
(a) J (A +vy1-—x?)dx 
=j 
3 
(b) f (vx? +1-/9-x2)dx 
0 
1 
(c) Í xy 1 —xîdx 
0 


30. Em cada parte, encontre o limite interpretando-o como o limite 
de uma soma de Riemann, na qual o intervalo [0, 1] está dividi- 
do em n subintervalos de mesmo comprimento. 


V1+/24+/3+-+ vn 


(a) lim 


n> +œ n3/2 
14498 St pas dn" 
va E 
© ss eltn + e2tm + em essi ate ertn 
n> +% n 


31-38 Calcule as integrais usando o Teorema Fundamental do Cál- 
culo e (se for necessário) propriedades da integral definida. EB 


2 
32. f x(1 + x°) dx 


0 
31. | (x? — 4x +7dx 
—3 —1 


31 
33. | x2 dx 


1 
35. Í (x — sec x tg x) dx 
0 


36. | (> -5/1 — E, dt 


x/2 
38. f |i — sen x dx 
0 


8 
34. | (5x? — 4x7?) dx 
1 


2 
37. Í 2x — 3| dx 
0 


39-42 Encontre a área sob a curva y = f(x) acima do intervalo dado. EB 


39. f(x) = x; [1,9] 40. f(x) =x"; [1,4] 


1 
41. f(x) = e*; [1,3] 42. f(x) = ~; [l, e°] 
X 
43. Encontre a área que está acima do eixo x mas abaixo da curva 
y= (1 — x)(x — 2). Faça um esboço dessa região. 


[c]44. Use um CAS para aproximar a área da região do primeiro qua- 
drante que se situa abaixo da curva y = x + x? — x° e acima do 
eixo x. 


45-46 Esboce a curva e encontre a área total entre ela e o intervalo 
dado no eixo x. E 


45. y =x? — 1; [0,3] 


46. y=Vx+1-1; [+1,1] 


47. Defina F(x) por 
ro = [ (É +ndt 
1 


(a) Use a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo para 
encontrar F'(x). 

(b) Confira o resultado de (a) primeiro integrando e depois 
derivando. 


48. Defina F(x) por 


x 1 
F = — d 
Gu I e 


(a) Use a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo para 
encontrar F'(x). 

(b) Confira o resultado de (a) primeiro integrando e depois 
derivando. 


49-54 Use a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo e 
(quando for necessário) a Fórmula (18) da Seção 5.10 para en- 
contrar as derivadas. E 


49. E f e dt so. + l a 
dx [o dx | Jo cost? 
d a d xX 

51: — f t—ldt 52. — À cos yt dt 
dx 0 dx x 
d sen x 1 d x 

53. — — dt 54. — Int)? dt 
a) 1+ | dx [ E l 


55. Enuncie as duas partes do Teorema Fundamental do Cálculo e 
explique qual o significado da frase “diferenciação e integra- 
ção são processos inversos”. 


2 


56. Seja F(x) =| 447 


(a) Encontre os intervalos nos quais F é crescente e aqueles 
nos quais é decrescente. 

(b) Encontre os intervalos abertos nos quais F é côncava para 
cima e o nos quais é côncava para baixo. 

(c) Encontre os valores de x, se houver, nos quais a função F 
tem extremos absolutos. 

(d) Use um CAS para fazer o gráfico de F e confirme que os 
resultados de (a), (b) e (c) estão de acordo com o gráfico. 


57. (a) Use derivada para provar que a função 


x 1 1/x 1 
F(x) = —— dt — dt 
(x) f FP +f E: 


é constante no intervalo (0, +00). 

(b) Determine o valor constante da função na parte (a) e, en- 
tão, interprete (a) como uma identidade envolvendo a fun- 
ção arco tangente. 


58. Qual é o domínio natural da função 


x 1 
F = dt? 
(9 J —s 


Explique seu raciocínio. 


59. 


[E] 60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


Em cada parte, determine os valores de x com os quais F(x) é 
positiva, negativa ou zero, sem efetuar a integração. Explique 
seu raciocínio. 


x 4 x 
O F= f t O F= [ Vaa 
1 =] 


t? +3 


Use um CAS para aproximar o maior e o menor valor da integral 


x 
t 
[a 
-1 V2 +t? 
com l<x<3. 


Encontre todos os valores de x* no intervalo dado cuja existên- 
cia é garantida pelo Teorema do Valor Médio para Integrais e 
explique o que esses números representam. 


(a) fœ) =x: [0,3] (b) fœ) = 1/x; [l,e] 


Um tumor de 10 g é descoberto em um rato de laboratório em 
1º de março. O tumor cresce a uma taxa de r(t) = t/7 gramas 
por semana, onde t denota o número de semanas desde 1º de 
março. Qual será a massa do tumor em 7 de junho? 


Use o gráfico de f abaixo para encontrar o valor médio de f no 
intervalo [0, 10]. 


Figura Ex-63 


Encontre o valor médio de f(x) = e" + e”* acima do intervalo 
[In 5,1n2]. 


Deduza as fórmulas para as funções posição e velocidade de 
uma partícula movendo-se ao longo de um eixo com movimen- 
to uniformemente acelerado. 


A velocidade de uma partícula movendo-se ao longo do eixo s 

é medida em intervalos de 5 segundos durante 40 segundos, e a 

função velocidade está modelada por uma curva lisa que passa 

pelos pontos dados, conforme a figura a seguir. Use esse mode- 

lo em cada parte. 

(a) A partícula tem aceleração constante? Explique seu ra- 
ciocínio. 

(b) Há algum intervalo de 15 segundos durante o qual a acele- 
ração é constante? Explique seu raciocínio. 

(c) Estime a distância percorrida pela partícula de t = 0 a t = 40. 

(d) Estime a velocidade média da partícula no período de 40 
segundos. 

(e) A partícula está diminuindo sua velocidade alguma vez 
durante os 40 segundos? Explique seu raciocínio. 

(f) Há informação suficiente para determinar a coordenada s 
da partícula em t = 10? Se houver, encontre-a. Se não, ex- 
plique qual a informação adicional necessária. 
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A v(m/s) 
8 ERR RE E 


Figura Ex-66 


67-70 Uma partícula move-se ao longo de um eixo s. Use a infor- 
mação dada para encontrar a função posição da partícula. E 


67. 
68. 
69. 
70. 


uD)=P-22+1; 
v(0) = —1, s(0) = —3 
s(D=5 

v(0) = 0, s(0)= 0 


s(0)= 1 
a(t) = 4 cos 2t; 
v(t) = 2t — 3; 


a(t) = cos t — 2t; 


71-74 Uma partícula move-se com velocidade v(t) m/s ao longo de 
um eixo s. Encontre o deslocamento e a distância percorrida por ela 
durante os intervalos de tempo dados. E 


71. 
72. 


73. 


74. 


vA =2t— 4, 0<t<6 
v) = |t- 3|; 0<t<5 


(1) 1d I<t<3 
v)=>—-; I<t< 
2 r 


3 
—; 4<t<9 


vit) = A 


75-76 Uma partícula move-se com aceleração a(t) m/s? ao longo 
de um eixo s e tem velocidade vo m/s no instante t = O. Encontre o 
deslocamento e a distância percorrida por ela durante os intervalos 
de tempo dados. E 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


al = —2; v=3; I<t<4 


a(t) = -y= 0ra 


1 
5 + 1º 
Um carro desloca-se a 72 km/h ao longo de uma estrada reta 
desacelerando a uma taxa constante de 1 m/s”. 
(a) Quanto tempo leva para a velocidade chegar a 54 km/h? 
(b) Qual a distância que o carro percorrerá até parar? 


Suponha que a função velocidade de uma partícula movendo- 
-se ao longo de um eixo s seja v(t) = 20? — 100t + 50 m/s e 
que a partícula está na origem no instante t = 0. Use um recur- 
so gráfico computacional para gerar os gráficos de s(t), v(t) e 
a(t) nos primeiros 6 segundos do movimento. 


Uma bola é jogada verticalmente para cima a partir de uma 
altura de sọ metros com velocidade inicial de vo m/s. Se ela for 
pega na altura so, determine sua velocidade média no ar usando 
o modelo de queda livre. 


Uma pedra, largada de uma altura desconhecida, bate no chão 
com uma velocidade de 24 m/s. Encontre a altura da qual ela 
foi largada. 
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81-88 Calcule as integrais fazendo uma substituição apropriada. EH 


81. | (2x +1) dx 
0 


s | = 
“do 3x+41 


85. Í sen? (xx) cos(x) dx 
0 


dx 
87. f 
o ver 


0 

82. f xv4-—xdx 
-5 

Va 

sa | x sen x? dx 
0 

s6. f a 
e xlnx 


2/3 1 
88. | ——— dx 
0 4 + 9x? 


CAPÍTULO 5 ESTABELECENDO CONEXÕES 


1. Considere a soma de Riemann 


n 
o Dis No 
k=1 


da integral de f(x) = 2x num intervalo [a, b]. 

(a) Mostre que se x; for o ponto médio do k-ésimo subinter- 
valo, então a soma de Riemann é telescópica. (Veja os 
Exercícios 57 a 60 da Seção 5.4 para outros exemplos de 
somas telescópicas.) 

(b) Use a parte (a), a Definição 5.5.1 e o Teorema 5.5.2 para 
calcular a integral definida de f(x) = 2x em [a, b]. 


A função f(x) = «/x é contínua em [0, 4] e, portanto, integrá- 
vel nesse intervalo. Calcule 


4 
1 Nx dx 
0 
usando a Definição 5.5.1. Use subintervalos de tamanhos de- 
siguais dados pela partição 
O<41P/n?<40)/nº<---<4Un—- nl <a4 
e tome x; como a extremidade direita do k-ésimo subintervalo. 


Com as modificações necessárias, repita o Exercício 2 para 
8 
f Nx dx 
0 


Dados uma função contínua f e um número real positivo m, 
denote por g a função definida pela composição g(x) = f(mx). 


89. Calcule os limites. 


1 2x 1 x 
(a) lim (1 + z) (b) lim (1 + 5) 
x>+o XxX x> +o 3x 


90. Encontre uma função fe um número a tais que 


2+ f fode 


(a) Suponha que 


X gaip Ax 


k=1 


seja uma soma de Riemann qualquer para a integral de g em 
[0, 1]. Use a correspondência ug = mxp, uy = mx; para criar 
uma soma de Riemann para a integral de f em [0, m]. Qual 
é a relação entre os valores das duas somas de Riemann? 

(b) Use a parte (a), a Definição 5.5.1 e o Teorema 5.5.2 para 
encontrar uma equação que relacione a integral de g em 
[0, 1] com a integral de fem [0, m]. 

(c) Qual é a relação entre a resposta da parte (b) e o Teorema 
SOE 


. Dada uma função contínua f, seja g a função definida por 


BE) = fP) 
(a) Suponha que 


> gop Ax 


k=1 


seja uma soma de Riemann qualquer para a integral de 
g em [2, 3], com x = (xy + xk-1)/2 sendo o ponto mé- 
dio do k-ésimo subintervalo. Use a correspondência 
Urk ~ e ur = Er para criar uma soma de Riemann 
para a integral de f em [4, 9]. Qual é a relação entre os 
valores das duas somas de Riemann? 

(b) Use a parte (a), a Definição 5.5.1 e o Teorema 5.5.2 para 
encontrar uma equação que relacione a integral de g em 
[2, 3] com a integral de fem [4, 9]. 

(c) Qual é a relação entre a resposta da parte (b) e o Teorema 
SESI 


Cortesia NASA 


O Cálculo é essencial nas contas 
que devem ser feitas para pousar 


um astronauta na Lua. 


APLICAÇÕES DA 
INTEGRAL DEFINIDA 
NA GEOMETRIA, 
NAS CIÊNCIAS E NA 
ENGENHARIA 


No capítulo anterior, introduzimos a integral definida como o limite de somas de Riemann, no 
contexto de encontrar áreas. No entanto, as somas de Riemann e as integrais definidas têm 
aplicações que se estendem muito além dos problemas de área. Neste capítulo, mostraremos 
como as somas de Riemann e as integrais definidas surgem em problemas como obter o volume e 
a superfície de um sólido ou o comprimento de uma curva plana, calcular o trabalho feito por uma 
força, encontrar o centro de gravidade de uma região plana, encontrar a pressão e a força exercidas 
por um fluido sobre um objeto submerso e encontrar as propriedades de cabos suspensos. 

Embora esses problemas sejam diversos, todos os cálculos requeridos podem ser abordados 
pelo mesmo procedimento utilizado para encontrar áreas, ou seja, quebrando os cálculos em “partes 
pequenas”, fazendo uma aproximação boa porque a parte é pequena, somando as aproximações 
das partes e obtendo uma soma de Riemann que aproxime a quantidade toda a ser calculada, para 
então tomar o limite da soma de Riemann e obter um resultado exato. 


6.1 ÁREA ENTRE DUAS CURVAS 


Ay 


fg) 


a 


Figura 6.1.1 


= 
= % 


No capítulo anterior, mostramos como encontrar a área entre uma curva y = f(x) e um 
intervalo no eixo x. Aqui, vamos mostrar como encontrar a área entre duas curvas. 


E UMA REVISÃO DE SOMAS DE RIEMANN 


Antes de considerar o problema de encontrar a área entre duas curvas, é conveniente rever os 
princípios básicos do cálculo de área como uma integral definida. Lembre que, se f for contí- 
nua e não negativa em [a, b], então a integral definida para a área A abaixo de y = f(x) e acima 
do intervalo fechado [a, b] é obtida em quatro passos (Figura 6.1.1): 


e Dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos e usá-los para dividir a região sob a curva 
y = f(x) em n faixas. 


e Supondo ser Axy a largura da k-ésima faixa, aproximar a área daquela faixa pela área 
f(x) Axy de um retângulo com largura Ax; e altura f(x), onde xý é um ponto do k-ési- 
mo intervalo. 


e Somar as áreas aproximadas das faixas para aproximar toda a área A pela soma de 
Riemann: 


Am faia 


k=1 
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n e Tomar o limite das somas de Riemann, quando o número de subintervalos crescer e suas 
ù | KH x) Ax amplitudes tenderem a zero. Isso faz com que o erro na aproximação tenda a zero e pro- 
Ei k k duza a seguinte integral definida para a área exata A: 


n b 
A= lim H? fZ) Ax = f flw) dx 
k=1 g 


max Ax > 


A Figura 6.1.2 ilustra o efeito do processo de tomar o limite sobre as várias partes da soma 


b 
Í f (9) dx de Riemann: 


O efeito do processo de limite ; p E E 7 , 
sobre a soma de Riemann e A quantidade x, na soma de Riemann torna-se a variável x na integral definida. 


Figura 6.1.2 e O comprimento de intervalo Axy na soma de Riemann torna-se o dx na integral definida. 


e O intervalo [a, b], que é a união dos subintervalos de comprimentos Axı, Axo, ..., 
Ax, não aparece explicitamente na soma de Riemann, mas é representado pelos limi- 
tes de integração inferior e superior na integral definida. 


E ÁREA ENTRE y = f(x) E y = g(x) 
Vamos considerar, agora, a seguinte extensão do problema da área. 


6.1.1 PRIMEIRO PROBLEMA DE ÁREA Suponha que fe g sejam funções contínuas em 
um interalo [a, b] e 


fOow)zg(w) se a<xx<b 


[Isso significa que a curva y = f(x) está acima da curva y = g (x) e que as duas podem 
se tocar, mas não se cruzam.) Encontre a área A da região delimitada acima por y = f(x), 
abaixo por y = g (x) e nas laterais pelas retas x = a e x = b (Figura 6.1.3a). 


y AY 
»=f0) 
A J fap- sak ) 
a b á y 
y = 80) » = 80) 
Figura 6.1.3 (a) (b) 


Para resolver esse problema, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos, o que tem 
o efeito de subdividir a região em n faixas (Figura 6.1.3h). Supondo que a largura da k-ésima 
faixa seja Axy, então a área da faixa pode ser aproximada pela do retângulo com a mesma lar- 
gura e altura f(x;) — g(x;), onde x; é um ponto qualquer do k-ésimo subintervalo. Somando 
essas aproximações, a soma de Riemann a seguir aproxima a área A: 


n 


A ~ > ISOD — g ORA 


k=1 


Tomando o limite quando n crescer e a largura dos subintervalos tender a zero, obtemos 
a seguinte integral definida para a área entre as curvas: 


n 


b 
A= dim DOD- 80DA f SO- eGoldx 


max Ax; > O 
k=1 
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y=x+6 


Figura 6.1.4 


O que representa a integral em (1) 
quando os gráficos de fe g se cruzam 
ao longo do intervalo [a, b]? Como 
deveríamos proceder, nesse caso, 
para encontrar a área entre as duas 
curvas? 


p ot Lis 
-3 -2 -1 1234 


Figura 6.1.6 


Em resumo, temos o seguinte resultado: 


6.1.2 FÓRMULA PARA A ÁREA Sefe g forem funções contínuas no intervalo [a, b] e se 
f(x) > g(x) em cada x de [a, b], então a área da região limitada acima por y = f(x), abaixo 
por y = g(x), à esquerda pela reta x = a e à direita pela reta x = b é 


b 
e / O dep (1) 


> Exemplo 1 Encontre a área da região limitada acima por y = x + 6, abaixo por y = x e 
nas laterais por x = 0e x = 2. 


Solução A região e a secção transversal estão na Figura 6.1.4. A secção transversal se 
estende de g(x) = x? na base até f(x) = x + 6 no topo. Movendo-se a secção transversal 
através da região, a posição mais à esquerda será x = 0 e a mais à direita, x = 2. Assim, 
de (1) 


G 3 372 
34 34 
A= [6:46 -uttdx =|} + 6x | 
0 2 3 


É possível os contornos superior e inferior intersectarem-se em um ou em ambos os ex- 
tremos; nesses casos, as laterais da região serão pontos em vez de segmentos de reta verticais 
(Figura 6.1.5). Quando isso ocorrer, precisamos determinar os pontos de intersecção para 
obter os limites de integração. 


y y 


y =f) y = fx) 


a arean 
>` 
Fo LE 


Ambos os lados do contorno 
se reduzem a pontos. 


| O lado esquerdo do contorno 


se reduz a um ponto. 
Figura 6.1.5 KAE 


> Exemplo 2 Encontre a área da região englobada pelas curvas y = x? e y = x +6. 


Solução O esboço da região (Figura 6.1.6) mostra que o contorno inferior é y = x? e o su- 
perior, y = x + 6. Nos extremos da região, os contornos têm as mesmas coordenadas y; assim, 
para encontrar os extremos, equacionamos 


y= 


e y=x+6 (2) 
Isso fornece 
xX=x+6 ou X-x-6=0 o «+2)x-3)=0 
a partir do que obtemos 
K==2 6 1x=3 


Embora as coordenadas y dos extremos não sejam essenciais à nossa solução, elas podem ser 
obtidas a partir de (2) substituindo x = —2 e x = 3 em qualquer uma das equações. Disso re- 
sulta y = 4 e y = 9; logo, as intersecções superior e inferior dos contornos são (—2, 4) e (3, 9). 
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A partir de (1), com f(x) = x + 6, g(x) = x7, a = —2 e b = 3, obtemos a área 


3 x? BT 27 22 125 
A= 6) — x’°]dx = 6 = = < 
[10+9 ii + IR 2 : 6 


Caso fe g sejam não negativas no intervalo [a, b], a fórmula 


b b b 
A= [ LC) - gGoldr = f saax- f 8(x) dx 


estabelece que a área A entre as curvas pode ser obtida subtraindo a área abaixo de y = g (x) 
da área abaixo de y = f (x) (Figura 6.1.7). 


v=f0) y v=f0) y y =f) 
| z | = | 
| | | 
= 809 | x = 809 | x | J=80) | x 
a b a b a b 
Área entre fe g Área abaixo de f Área abaixo de g 


Figura 6.1.7 


Figura 6.1.8 


Não é necessário fazer um esboço 
exageradamente preciso no Passo 
1; o único propósito desse esboço é 
determinar qual curva é o contorno 
superior e qual é o contorno inferior. 


> Exemplo 3 A Figura 6.1.8 mostra as curvas velocidade versus tempo para dois carros de 
corrida movendo-se em uma pista reta, partindo do repouso no mesmo instante. O que repre- 
senta a área A entre as curvas e acima do intervalo 0 < t < T? 


Solução A partir de (1) 
T T E 
A= [ 0- voar = f voar- | vi(t) dt 
0 0 0 


Como v e v são funções não negativas em [0, T], segue da Fórmula (4) da Seção 5.7 que 
a integral de vı em [0, T] é a distância percorrida pelo carro 1 durante o intervalo de tempo 
0O<t<Tea integral de v em [0, T] é a distância percorrida pelo carro 2 durante o mesmo 
intervalo de tempo. Como vi(t) < v>(t) em [0, T], o carro 2 percorre uma distância maior do 
que o carro 1 no mesmo intervalo de tempo O < t < Te a área A representa a distância que o 
carro 2 está à frente do carro 1 no instante T. < 


Algumas regiões podem dar algum trabalho para encontrar o integrando e os limites de 
integração em (1). A seguir, esboçamos um procedimento sistemático que pode ser seguido 
na obtenção dessa fórmula. 


Encontrando os Limites de Integração para a Área entre Duas Curvas 


Passo 1 Esboce a região e, então, trace um segmento de reta vertical através dela em um 
ponto x arbitrário do eixo x, ligando os contornos superior e inferior (Figura 6.1.94). 


Passo 2 A coordenada y na extremidade superior do segmento de reta esboçado no Pas- 
so 1 será f(x), na inferior será g(x), e o comprimento do segmento de reta será 
f(x) — g(x). Isso é o integrando em (1). 


Passo 3 Para determinar os limites de integração, imagine mover o segmento de reta 
para a esquerda e depois para a direita. A posição mais à esquerda em que o 
segmento de reta ainda intersecta a região é x = a, e a mais à direita é x = b 
(Figuras 6.1.9b e 6.1.9c). 
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y fœ y y 


a 

e 

> = 
a 

[a 


(a) (b) (c) 
Figura 6.1.9 


Há uma maneira bem conveniente de lembrar esse procedimento: 


Olhando para o segmento de reta vertical como uma “seção transversal” da região pelo 
ponto x, então a Fórmula (1) afirma que a área entre as curvas é obtida integrando o com- 
primento da seção transversal ao longo do intervalo [a, b]. 


E possível que os contornos superior e inferior de uma região consistam em duas ou 
mais curvas, caso em que será conveniente subdividir a região em pedaços menores e, só en- 
tão, aplicar a Fórmula (1). Isso está ilustrado no exemplo seguinte. 


>» Exemplo 4 Encontre a área da região englobada por x = y? e y = x — 2. 


Solução Para determinar os contornos apropriados da região, precisamos saber onde as 
curvas x = y? e y = x — 2 intersectam-se. No Exemplo 2, encontramos as intersecções equa- 
cionando as expressões para y. Aqui é mais fácil reescrever a última equação como x = y + 2 
e, então, equacionar as expressões para x, ou seja: 


x=y e x=y+2 (3) 
Disso resulta 
y=y+2 ou y-y-2=0 ou G+DGy-2D=0 


e obtemos y = — 1, y = 2. Substituindo esses valores em qualquer das duas equações em (3), 
vemos que os correspondentes valores de x são x = 1 e x = 4, respectivamente, de modo que 
os pontos de intersecção são (1, — 1) e (4, 2) (Figura 6.1.104). 

Para aplicar a Fórmula (1), devemos escrever, nas equações dos contornos, y explici- 
tamente em função de x. O contorno superior pode ser escrito como y = «/x (reescrevendo 
x = y? como y = +./x e escolhendo o + para a parte superior da curva). O contorno inferior 
consiste em duas partes: 


y = -yx se O<x<xl e y=x—-2 se l<x<4 


(a) (Figura 6.1.10b). Por causa dessa mudança na fórmula do contorno inferior, é necessário di- 
vidir a região em duas partes e encontrar as áreas separadamente. 
A partir de (1), com f(x) = yx, g(x) = —/x,a = 0 e b = 1, obtemos 


1 4 4 


1 1 
A = f vz =(-ymldr=2 f vias =2[ 5º] = efe 
0 0 3 0 3 3 


A partir de (1), com fl) = ~x, g(x) = x — 2, a = 1 e b = 4, obtemos 


4 4 
m= f Vz -œ-Dldx= f (VE -x+)dx 
1 1 


E T 4 (16 2 1 19 
=| $x —- -x7 +2x| =|> -8+8 2) = 
[5* "ep = a 3] 6 


Figura 6.1.10 
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Figura 6.1.11 


Ay 
FE q MR 
YF v) w(y) 
É [= = ess x 
Doo 5 


Figura 6.1.12 


A escolha entre as Fórmulas (1) e 
(4) é, geralmente, ditada pela forma 
da região e pela fórmula que requer 
a menor quantidade de subdivisões. 
Contudo, às vezes podemos esco- 
lher a fórmula que requer mais sub- 
divisões por ser mais fácil calcular a 
integral resultante. 


Logo, a área de toda a região é 


E REVERTENDO OS PAPÉIS DE x E y 
Às vezes, é possível evitar a divisão da região em partes integrando-se em relação a y em vez 
de x. Vamos mostrar agora como isso pode ser feito. 


6.1.3 SEGUNDO PROBLEMA DE ÁREA Suponha que w e v sejam funções contínuas de y 
no intervalo fechado [c, d] e que 


wy) > vy) com c<xy<d 


[Isso significa que a curva x = w(y) está à direita da curva x = v(y) e que elas podem 
se tocar, mas não se cruzam.| Encontre a área A da região limitada à esquerda por 
x = v(y), à direita por x = w(y) e acima e abaixo pelas retas y = de y = c, respectiva- 
mente (Figura 6.1.11). 


Procedendo-se como na dedução de (1), mas com os papéis de x e y trocados, somos 
levados à seguinte analogia de 6.1.2. 


6.1.4 FÓRMULA PARA A ÁREA Sew ev forem funções contínuas e w(y) > v(y) em cada 
de [c, d], então a área da região limitada à esquerda por x = v(y), à direita por x = w(y), 
acima por y = d e abaixo por y = c é 


d 
e | 0) ao le (4) 


O princípio que norteia a aplicação dessa fórmula é o mesmo que em (1): o integran- 
do em (4) pode ser visto como o comprimento de uma seção transversal horizontal em um 
ponto arbitrário do eixo y, caso em que a Fórmula (4) afirma que a área pode ser encontrada 
integrando-se o comprimento da seção transversal horizontal acima do intervalo [c, d] no eixo 
y (Figura 6.1.12). 

No Exemplo 4, dividimos a região em duas partes para facilitar a integração em relação 
a x. No exemplo seguinte, veremos que é possível evitar a divisão da região integrando em 
relação a y. 


> Exemplo 5 Encontre a área da região englobada pelas curvas x = y? e y = x — 2, inte- 
grando em relação a y. 


Solução A partir da Figura 6.1.10, vemos que o contorno esquerdo é x = y?, o direito é 

y =x — 2 e a região se estende acima do intervalo —1 < y < 2. Porém, para aplicar (4), as 

equações dos contornos devem ser dadas explicitamente como funções de y. Assim, rees- 

crevemos y = x — 2 como x = y + 2. Segue, de (4), que 

2 372 

y y 9 
+2 

2 i l -1 


2 
A= [ [0+2) = 21dy = | 


-1 


o que está de acordo com o resultado obtido no Exemplo 4. < 
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VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.1 (Ver página 421 para respostas.) 


1. Uma expressão integral para a área da região situada entre as 
curvas y = 20 — 3x? e y = e e limitada lateralmente por x = O 
ex=26 


2. Uma expressão integral para a área do paralelogramo delimita- 
do por y = 2x + 8, y = 2x — 3,x=— lex=5é 
O valor dessa integral é 


3. (a) Os pontos de intersecção do círculo x? + y? = 4 e da reta 
y =x + 2 são e 


EXERCÍCIOS 6.1 [=] Recurso Gráfico [E] CAS 


(b) Expressa como uma integral definida em relação a x, 
dá a área da região dentro do círculo x? + y? 
= 4 e acima da reta y = x + 2. 
(c) Expressa como uma integral definida em relação a y, 
dá a área da região descrita em (b). 


4. A área da região englobada pelas curvas y = 2 e y = 4x é 


1-4 Encontre a área da região sombreada. E 


5-6 Encontre a área da região sombreada integrando (a) em relação 
axe (b) em relação a y. E 


5. 


7-18 Esboce a região englobada pelas curvas e encontre a área. EH 
T.y=2,y=VX, x= jx=1 


8. y=xX£ — 4x, y=0,x=0,x=2 


9. y= cos 2x, y = 0, x = 7/4, x = m /2 


10. y= sec? x, y = 2, x = —7/4, x = 7/4 


11. x= sen y, x = 0, y = 7/4, y = 37/4 
12. x2 =y,x=y-2 


13. y= æ, y= e™%,x=0,x=ln2 


14. x= 1/y,x=0,y=1,y=e 


15. y |x| 16. y= 


“14% di 
17. y=2+|— 1 y=-—1x+7 
18. y= x, y = 4x, y= —x + 2 


19-26 Use um recurso gráfico computacional, quando necessário, 
para encontrar a área da região englobada pelas curvas. EH 


19. y=7"-44+3x,y=0 
20. y= 2 — 2x2, y = 2x — 3x 
21. y= sen x, y = cos x, x = 0, x = 27r 


22. y=7-4x,y=0 


23. x=y -y,x=0 
24. x=y — 4y + 3y, x =y? — y 


25. y = xe”, y= 2]x| 


1 
26. y= po 


x1— (nx)? a 
27-30 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. [Em cada exercício, suponha 
que fe g sejam funções contínuas distintas de [a, b] e que A denote a 
área da região delimitada pelos gráficos de y = f(x), y = g(x), x = a 
ex=b.] E 


27. Se fe g diferirem por uma constante positiva c, então A = 
c(b — a). 


28. Se 
b 
J Uoo 


então A = 3. 


29. Se 
b 
f LIC) — g)]dx =0 


então os gráficos de y = f(x) e y = g(x) se cruzam pelo menos 
uma vez em [a, b]. 


30. Se 


b 
A= f O - ecoa 


então os gráficos de y = f(x) e y = g(x) não se cruzam em [a, b]. 
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36. 


37. 


38. 


Cálculo 


. Dê uma estimativa para o valor de k (0 < k < 1), tal que a re- 


gião englobada por y = 1/1 — x?, y = x, x = 0 e x = k tenha 
uma área de 1 unidade. 


. Dê uma estimativa para a área da região do primeiro quadrante 


englobada por y = sen 2x e y = arc sen x. 
Use um CAS para encontrar a área englobada pelas curvas 


y=3-— xey =x +20- 3x +, 


Use um CAS para encontrar a área exata englobada pelas cur- 


vas y =x% — 2 — 3xey= xX. 


. Encontre uma reta horizontal y = k que divida a área englobada 


pelas curvas y = x° e y = 9 em duas partes iguais. 


Encontre uma reta vertical x = k que divida a área englobada 

pelas curvas x = „/y, x = 2 e y = 0 em duas partes iguais. 

(a) Encontre a área da região englobada pela parábola y = 2x 
— x eoeixox. 

(b) Encontre o valor de m de tal forma que a reta y = mx divi- 
da a região de (a) em duas regiões de mesma área. 


Encontre a área da região englobada pela curva y = sen x e a 
reta que passa pelos pontos (0, 0) e (57/6, 1/2) na curva. 


39-42 Use o método de Newton (Seção 4.7), quando necessário, 
para aproximar as coordenadas x das intersecções das curvas com 
pelo menos quatro casas decimais; em seguida, use isso para apro- 
ximar a área da região. E 


39. 


40. 
41. 
42. 


43. 


[€] 44. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


45. Dois carros de corrida, lado a lado em uma pista reta, mo- 


A região que está abaixo da curva y = sen x e acima da reta 
y = 0,2x, sendo x > 0. 


A região entre os gráficos de y = x? e y = cos x. 
A região englobada pelos gráficos de y = (ln x)/x e y = x — 2. 


A região englobada pelos gráficos de y = 3 — 2 cos x e 
y=2/0 +ð. 


Encontre a área da região englobada pelas curvas y = x? — 1 e 
y=2senx. 


Com referência à figura abaixo, encontre o valor de k de forma 
que as áreas sombreadas sejam iguais. 


Fonte: Este exercício é baseado no Problema Al da 54º Competição Mate- 
mática Anual William Lowell Putnam. 


Figura Ex-44 


vem-se com funções velocidade vi(t) m/s e v>(t) m/s, res- 
pectivamente. Suponha que ambos estejam alinhados no 
instante t = 60 s. Interprete o valor da integral 


60 
[ v(t) — (di 


nesse contexto. 


46. 


47. 


48. 


A figura a seguir mostra as curvas aceleração versus tempo 
para dois carros movendo-se ao longo de uma pista reta, 
começando alinhados e acelerando a partir do repouso. O 
que representa a área A entre as curvas acima do intervalo 
0 < t < T? Justifique sua resposta. 


a = a(t) Carro 2 
Carro 1 
| 
a = at) | t 
> 
T Figura Ex-46 


As curvas da figura abaixo modelam as taxas de nascimen- 
to e morte (em milhões de pessoas por ano) de um certo 
país durante um período de 50 anos. O que representa a 
área A entre as curvas acima do intervalo [1960, 2010]? 
Justifique sua resposta. 


A 
o 25H Taxa de nascimento 
E 20 DT 
N 
2 15i 
E LO F Taxa de morte 
0,5 H 


| | | | | 
1960 1970 1980 1990 2000 2010 


Ano Figura Ex-47 


A figura abaixo mostra as taxas segundo as quais um me- 
dicamento é absorvido e eliminado pela corrente sanguínea 
de um indivíduo. Ambas as taxas são dadas em unidades de 
microgramas por hora (ug/h) e exibidas num período de 8 
horas. O que representa a área A entre as curvas acima do 
intervalo [0, 8]? Justifique sua resposta. 


A 


35 
30 


Taxa de absorção 


25 
- 
3 20 
3 15 
10 Geer 
st Taxa de eliminação 
o LS N a S S 
0 2 4 6 8 
Hora Figura Ex-48 


49. Encontre a área da região envolvida pela curva x!? + y!2 = 
a 


A . 
1/2 e os eixos coordenados. 


50. Mostre que a área da elipse da figura abaixo é grab. [Sugestão: 


Use uma fórmula de Geometria.) 


Ay 


2 
X y 
= +—=1 |b 
a b? 


y= 


Figura Ex-50 
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51. Texto Suponha que fe g sejam contínuas em [a, b] e que os 52. Texto Suponha que R e S sejam duas regiões no plano xy si- 
gráficos de y = f(x) e y = g(x) se cruzem várias vezes. Des- tuadas entre duas retas L; e Lo paralelas ao eixo y. Suponha que 
creva um procedimento passo a passo para determinar a área cada reta paralela ao eixo y entre Lı e Lz intersecte R e S em 
delimitada pelos gráficos de y = f(x), y = g(x), x=aex=b. segmentos de reta de comprimentos iguais. Dê um argumento 


informal mostrando que as áreas de R e S são iguais. (Faça hi- 
póteses razoáveis sobre as fronteiras de Re S.) 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.1 


2 3 0 
1. I [(20 — 3x°) — e*] dx 2. f [(2x + 8) — (2x — 3)] dx; 66 3. (a) (a) (2, 0); (0,2) (b) / [V4 — x? — (x + 2)] dx 
0 =ł -3 


E 5 
(c) À [O-D+v4-vldy 4 
0 


6.2 VOLUMES POR FATIAMENTO; DISCOS E ARRUELAS 


Na seção anterior, mostramos que a área de uma região plana delimitada por duas curvas 
pode ser obtida integrando-se o comprimento de uma seção tranversal genérica sobre um 
intervalo apropriado. Nesta seção, veremos que o mesmo princípio básico pode ser usado 
para obter os volumes de certos sólidos tridimensionais. 


E VOLUMES POR FATIAMENTO 

Lembre que o princípio básico para encontrar a área de uma região plana é dividir a região 
em faixas finas, aproximar a área de cada faixa pela de um retângulo, somar as aproximações 
para formar uma soma de Riemann e passar ao limite para produzir uma integral para a área. 
Sob condições apropriadas, a mesma estratégia pode ser usada para encontrar o volume de 
um sólido. A ideia é dividir o sólido em fatias finas, aproximar o volume de cada fatia, somar 
as aproximações para formar uma soma de Riemann e passar ao limite para produzir uma in- 
tegral para o volume (Figura 6.2.1). 


S>- -= hi 


Esfera cortada em Pirâmide reta cortada Cone circular reto cortado Cone circular reto cortado 
fatias horizontais em fatias horizontais em fatias horizontais em fatias verticais 
Figura 6.2.1 
Po O que faz funcionar esse método é o fato de que uma fatia fina tem seções transversais que 
rans- s z à Ku 
versal não variam muito nem em tamanho nem em forma, o que, como veremos, faz com que fique fácil 


aproximar seus volumes (Figura 6.2.2). Além disso, quanto mais fina a fatia, menor a variação em 
suas seções transversais e melhor a aproximação. Assim, uma vez aproximados os volumes das 
fatias, podemos formar uma soma de Riemann cujo limite é o volume de todo o sólido. Daremos 
em breve os detalhes, mas primeiro precisamos discutir como encontrar o volume de um sólido 
cujas seções transversais não variem nem em tamanho nem em forma (isto é, sejam congruentes). 

Um dos exemplos mais simples de um sólido com seções transversais congruentes é um 
cilindro circular reto de raio r, uma vez que todas as seções transversais tomadas perpendicu- 
[ Em uma fatia fina, as Sedes ão lares ao eixo central são regiões circulares de raio r. O volume V de um cilindro circular de 

variam muito na forma e no tamanho raio r e altura h pode ser dado em termos da altura e da área de uma seção transversal como 


Figura 6.2.2 V= rh = [área de uma seção transversal] x [altura] (1) 
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Esse é um caso especial de uma fórmula mais geral que se aplica a sólidos denominados cilin- 
dros retos. Um cilindro reto é um sólido que é gerado quando uma região plana é transladada 
ao longo de uma reta ou eixo que é perpendicular a ela (Figura 6.2.3). 


Alguns cilindros retos 


Fi 7a e". z 
—— "O ás, -æ E | “ n kd w Mn 5o 
> E h é 
Quadrado transladado | | Disco transladado | | Anel transladado | | Triângulo transladado 
| ES Ss) 
Figura 6.2.3 
Área À Se um cilindro reto for gerado pela translação de uma região de área A ao longo de uma 
distância h, então dizemos que h é a altura (ou a extensão) do cilindro e o volume V deste é 
definido por 
V=A - h = [área de uma seção transversal] x [altura] (2) 
- +] 


(Figura 6.2.4). Observe que isso está de acordo com a Fórmula (1) para o volume do cilindro 
circular reto. 
Figura 6.2.4 Agora temos todas as ferramentas necessárias à resolução do seguinte problema. 


| Volume= A-h | 


Seção transversal S 6.2.1 PROBLEMA Seja S um sólido que se estende ao longo do eixo x e que é limitado 
à esquerda e à direita, respectivamente, pelos planos perpendiculares ao eixo x em x = a 


ex = b (Figura 6.2.5). Encontre o volume V do sólido, supondo que sua seção transver- 
sal tenha área A(x), conhecida em cada ponto x do intervalo [a, b]. 


a E b 
l Área da seção transversal = A)| Para resolver esse problema, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos, o que 
: : tem o efeito de dividir o sólido em n fatias, como mostra o lado esquerdo da Figura 6.2.6. 
Figura 6.2.5 Se admitimos que a espessura do k-ésimo subintervalo seja Axy, então o volume da fatia 


poderá ser aproximado pelo volume de um cilindro reto com espessura (altura) Axy e seção 
transversal com área A(x;), onde x, é um ponto qualquer do k-ésimo intervalo (ver a parte 


direita da Figura 6.2.6). 
A 
seção 
transversal 
aqui tem 
área Es 
AG). 
xX 
> 
xk 
Figura 6.2.6 —>| Axy K— 


Somando essas aproximações, obtemos a seguinte soma de Riemann que aproxima o 
volume V: 


V ~ Y` AGY) Ax 
k=l 
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Fica subentendido em nossas con- 
tas que as unidades de volume são 
o cubo das unidades de comprimento 
(por exemplo, pol? ou m°). 


A eixo y 
B(0, h) è 


h-y | 


(b) 
Figura 6.2.7 


Tomando o limite quando n cresce e as extensões dos subintervalos tendem a zero, obtemos a 
integral definida 


max Ax > 


n b 
V= lim DD tapan = | A(x)dx 


Em suma, temos o resultado seguinte. 


6.2.2 FÓRMULA PARA O VOLUME Seja S um sólido delimitado por dois planos perpen- 
diculares ao eixo xem x = a e x = b. Se, dado qualquer x em [a, b], a área da seção trans- 
versal de § perpendicular ao eixo x for A(x), então o volume do sólido será 


b 
e l aa (3) 


desde que A(x) seja integrável. 


Há um resultado análogo se a seção transversal for perpendicular ao eixo y. 


6.2.3 FÓRMULA PARA O VOLUME Seja S um sólido delimitado por dois planos perpen- 
diculares ao eixo y em y = ce y = d. Se, dado qualquer y em [c, d], a área da seção trans- 
versal a $ perpendicular ao eixo y for A(y), então o volume do sólido será 


d 
p= í Ad (4) 


desde que A(y) seja integrável. 


Em palavras, essas fórmulas afirmam: 


O volume de um sólido pode ser obtido integrando-se a área da seção transversal de um 
extremo ao outro do sólido. 


> Exemplo 1 Obtenha a fórmula para o volume de uma pirâmide reta de altura h e cuja 
base é um quadrado com lados de comprimento a. 


Solução Conforme ilustrado na Figura 6.2.7a, introduzimos um sistema retangular de co- 
ordenadas no qual o eixo y passa pelo ápice e é perpendicular à base, o eixo x passa pela base 
e é paralelo a um lado dela. 

Em qualquer ponto y de [0, h] sobre o eixo y, a seção transversal perpendicular ao eixo 
y é um quadrado. Se s for o comprimento de um lado desse quadrado, então, por semelhança 
de triângulos (Figura 6.2.7b), temos 


424 Cálculo 


e, por (4), o volume é 


h ha? 5 a? h 5 
V=] AQdy=| >h-ydy=>| (h-yřad 
l Q)dy [a yy dy aji y) dy 


af ı i a? 1 1 
=5|-=(h-y'| =5|0+>h|= ah 
a | z=) |. a | 3 | 3º 


Isto é, o volume é E da área da base vezes a altura. < 


E SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 

Um sólido de revolução é um sólido gerado pela rotação de uma região plana em torno de 
uma reta que está no mesmo plano da região; a reta é denominada eixo de revolução. Muitos 
sólidos conhecidos são desse tipo (Figura 6.2.8). 


Alguns sólidos de revolução conhecidos 
U 
vW 


A 
Eixo de revolução U U 


D 
U 


Cilindro circular 
Cilindro circular reto Esfera sólida Cone sólido reto oco 


Figura 6.2.8 (a) (b) (c) (d) 


E VOLUME POR DISCOS PERPENDICULARES AO EIXO x 
Estaremos interessados no seguinte problema geral. 


6.2.4 PROBLEMA Seja fcontínua e não negativa em [a, b] e seja R a região que é limi- 
tada acima por y = f(x), abaixo pelo eixo x e nas laterais pelas retas x = a e x = b (Figura 
6.2.9a). Encontre o volume do sólido de revolução gerado pela rotação da região R em 
torno do eixo x. 


Figura 6.2.9 
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A 


f y= nx 
AR 
“ua 


Figura 6.2.10 


Ay 
x+y =r 

A l 

= > 


S|> 


=r T 


Figura 6.2.11 


Ay 
»=f(0) 


(a) 


Figura 6.2.12 


Podemos resolver esse problema por fatiamento. Para isso, observamos que a seção 
transversal do sólido tomada perpendicularmente ao eixo x no ponto x é um disco de raio f(x) 
(Figura 6.2.9b). A área dessa região é 

AGO) = xf 


Assim, por (3), o volume de sólido é 
b 
V= / nlfQ)P dx (5) 


Como as secções transversais têm a forma de disco, a aplicação dessa fórmula é chamada de 
método dos discos. 


> Exemplo 2 Encontre o volume do sólido obtido quando a região sob a curva y = x e 
acima do intervalo [1, 4] é girada em torno do eixo x (Figura 6.2.10). 


Solução A partir de (5), o volume é 


b 4 4 
15 
v=f afo = f may = T] EE q 
a 1 1 


> Exemplo 3 Obtenha a fórmula para o volume de uma esfera de raio r. 


Solução Conforme indicado na Figura 6.2.11, uma esfera de raio r pode ser gerada giran- 
do-se o disco semicircular superior que está entre o eixo x e 


P+y=r 


em torno do eixo x. Como a metade superior desse círculo é o gráfico de y = f(x) = vr? — x2, 
segue de (5) que o volume da esfera é 


b r r 
V al nlf) dx al a(r? — x’) dx =x [> — =] =-nr? 4 


=F 


E VOLUME POR ARRUELAS PERPENDICULARES AO EIXO x 

Nem todo sólido de revolução tem interior sólido; alguns têm buracos ou canais, que criam 
superfícies interiores, como na Figura 6.2.8d. Assim, estaremos interessados em problemas 
do tipo a seguir. 


6.2.5 PROBLEMA Sejam fe g contínuas e não negativas em [a, b] e suponha que 
f(x) > g(x) em cada x de [a, b]. Seja R a região que é limitada acima por y = f(x), 


abaixo por y = g(x) e nas laterais pelas retas x = a e x = b (Figura 6.2.12a). Encontre 
o volume do sólido de revolução gerado pela rotação da região R em torno do eixo x 
(Figura 6.2.12b). 


Podemos resolver esse problema por fatiamento. Para isso, observe que a seção trans- 
versal do sólido perpendicular ao eixo x é a região anular ou “em forma de arruela” com raio 
interior g(x) e raio exterior f(x) (Figura 6.2.12b); logo, sua área é 


AG) = EOP — aA = ON — [gG)P) 


426 


Cálculo 


Assim, por (3), o volume do sólido é 


b 
V= J WF — E) dx (6) 


Como as secções transversais têm forma de arruelas, a aplicação dessa fórmula é chamada de 
método das arruelas. 


> Exemplo 4 Encontre o volume do sólido gerado quando a região entre os gráficos 
das equações f(x) = 4 + x? e g(x) = x que está acima do intervalo [0, 2] é girada em tor- 
no do eixo x. 


Solução Inicialmente, esboçamos a região (Figura 6.2.13a) e, em seguida, imaginamo-la 
girando em torno do eixo x (Figura 6.2.13b). A partir de (6), o volume é 


b 2 
V= J AFP — [g80)P) dx = Í n ([z +22]? — x°) dx 
0 


a 


f 1 4 x x 697 
= m|- +x] dx=7 + = <q 
0 4 4 5 do 10 


Ay 
5 
4 
3 
2 
1 
x 
- > 
2 
Escalas desiguais nos eixos 
A região definida O sólido de 
por feg revolução resultante 
Figura 6.2.13 (a) (b) 


E VOLUMES POR DISCOS E ARRUELAS PERPENDICULARES AO EIXO y 

O método dos discos e das arruelas tem análogos quando as regiões são giradas em torno do 
eixo y (Figuras 6.2.14 e 6.2.15). Usando o método do fatiamento e a Fórmula (4), o leitor 
não deve ter dificuldades para deduzir as seguintes fórmulas para o volume dos sólidos nas 
figuras. 


d d 
V= | r[u(Q)P dy y= | alw)? — vo) dy (1-8) 


Discos Arruelas 


y 


x=u(y) 


ys 


(a) 


Figura 6.2.14 


Figura 6.2.16 
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Ay AY 
es 
d | Eee, 
x= v(y) 
x=w0) u 
v(y) 
yo 
x E x x 
> > > 
(a) (b) 
Discos Arruelas 


Figura 6.2.15 


> Exemplo 5 Encontre o volume do sólido gerado quando a região limitada por y = x, 
y=2ex= 0 é girada em torno do eixo y. 


Solução Inicialmente, esboçamos a região e o sólido (Figura 6.2.16). As seções transversais 
perpendiculares ao eixo y são discos; logo, aplicaremos (7). No entanto, primeiramente, pre- 
cisamos reescrever y = /x como x = y?. Assim, a partir de (7), com u (y) = 2, o volume é 


d 2 542 
32 
v=[ mluG)P dy = | zy dy = z] == "A 
C 0 0 


Ay A) 


yx 


E OUTROS EIXOS DE REVOLUÇÃO 


É possível utilizar os métodos dos discos e das arruelas para encontrar o volume de um sólido 
de revolução cujo eixo de revolução não seja um dos eixos coordenados. Em vez de desen- 
volver uma nova fórmula para cada situação, vamos usar as Fórmulas (3) e (4) e integrar uma 
área transversal apropriada para encontrar o volume. 


> Exemplo 6 Encontre o volume do sólido gerado quando a região abaixo da curva y = x? 
acima do intervalo [0, 2] for girada em torno da reta y = —1. 


Solução Inicialmente, esboçamos a região e o eixo de revolução e, em seguida, imagina- 
mos a região girando em torno desse eixo (Figura 6.2.17). Em cada x do intervalo O < x < 2, 
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a seção transversal do sólido perpendicular ao eixo y = —1 é uma arruela de raio exterior 
x? + 1 e raio interior 1. Como a área dessa arruela é 


A(O) = a(x? + 1P — 12) = rot + 22) 


segue, de (3), que o volume do sólido é 


2 2 
pal Agoda = | m (xt +2x°)dx =x =X) + =X 


/ 
/ 
á / 
> o 
A | 
vo | 
N 
N 
Figura 6.2.17 
VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.2 (Ver página 431 para respostas.) 
1. Um sólido S se estende ao longo do eixo x de x = 1 até x = 3. (a) Dado x entre e , a área da seção 


Dado x entre 1 e 3, a área da seção transversal de S perpendicu- 
lar ao eixo x é 3x2. Uma expressão integral para o volume de S 


é . O valor dessa integral é 


2. Um sólido S é gerado fazendo girar em torno do eixo x a região 
delimitada pelo eixo x e pela curva y = sen x (0 < x < 7). 
(a) Dado x entre O e x, a área da seção transversal de $ em x, 
perpendicular ao eixo x, é A(x) = 
(b) Uma expressão integral para o volume de S é 
(c) O valor da integral em (b) é 


3. Um sólido S é gerado fazendo girar em torno do eixo x a região 
delimitada pela reta y = 2x + 1 e a curva y = x° + 1. 


EXERCÍCIOS 6.2 [elcas 


transversal de § em x, perpendicular ao eixo x, é A(x) = 


(b) Uma expressão integral para o volume de S é 


. Um sólido S é gerado fazendo girar em torno do eixo y a região 


delimitada pela reta y = x + 1 e a curva y = xX? + 1. 
(a) Dado y entre e , a área da seção 
transversal de § em y, perpendicular ao eixo y, é A(y) = 


(b) Uma expressão integral para o volume de S é 


1-4 Encontre o volume do sólido que resulta quando a região som- 
breada gira em torno do eixo indicado. E 


4 Ay 
ZD 
2 | 
y=1/x x 
A a oO 
2 


10. 
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Encontre o volume do sólido cuja base é a região delimitada 
pela curva y = x? e o eixo x de x = 0 até x = 2 e cujas seções 
transversais, tomadas perpendicularmente ao eixo x, são qua- 
drados. 


Encontre o volume do sólido cuja base é a região delimitada 
pela curva y = sec x e o eixo x de x = 7/4 até x = 7/3 e cujas 
seções transversais, tomadas perpendicularmente ao eixo x, são 
quadrados. 


11-18 Encontre o volume do sólido que resulta quando a região de- 
limitada pelas curvas dadas gira em torno do eixo x. EH 


11. 
12. 
14. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


y =425 — x?, y=3 


y=9-x2,y=0 13. x = Jy, x = y/4 
y=senx, y=cosx, x=0, x= 7/4. 
[Sugestão: Use a identidade cos 2x = cos? x — sen? x.] 
y=e, y=0, x=0, y=m3 
y=e*, y=0, x=0, x=1 

1 
y= p= a2 y=0 

V4 +x? 
ex 
x=0, x=1, y=0 


y= , 

V1 +e“ 
Encontre o volume do sólido cuja base é a região delimitada 
pela curva y = x° e o eixo y de y = O até y = 1 e cujas seções 
transversais, tomadas perpendicularmente ao eixo y, são qua- 
drados. 


Encontre o volume do sólido cuja base é a região delimitada 
pela curva x = | — y? e o eixo y e cujas seções transversais, 
tomadas perpendicularmente ao eixo y, são quadrados. 


21-26 Encontre o volume do sólido que resulta quando a região de- 
limitada pelas curvas dadas gira em torno do eixo y. E 


21. 
22. 


x= cossec y, y=7/4, y=37/4, x=0 


y=, x=y 23. x=y, x=y+2 


24. 
25. 


26. 


27-30 Verdadeiro/Falso 
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x=1-y, x=2+y, y=-1, y=1 


y=lInx, x=0, y=0, y=1 
TE: 

y=/—— (>0), 1=0, )=0, y=2 
x 


Determine se a afirmação dada é verda- 


deira ou falsa. Explique sua resposta. [Nestes exercícios, suponha 
que um sólido S de volume V seja delimitado por dois planos para- 
lelos perpendiculares ao eixo x em x = a ex = b e que, dado qual- 
quer x em [a, b], a área da seção transversal de $ perpendicular ao 


eixo 


27. 


28. 


29. 


30. 
31. 


32. 


33. 


34. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


35. 


36. 


x seja A(x).] E 


Se cada seção transversal de S perpendicular ao eixo x for um 
quadrado, então $ é um paralelepípedo retangular (ou seja, tem 
um formato de caixa). 


Se cada seção transversal de S for um disco ou uma arruela, 
então S é um sólido de revolução. 


Se x for dado em centímetros, então A(x) deve ser uma fun- 
ção quadrática de x, pois as unidades de A(x) serão centímetros 
quadrados. 


O valor médio de A(x) no intervalo [a, b] é dado por V/(b — a). 


Encontre o volume do sólido que resulta quando a região acima 
do eixo x e abaixo da elipse 


2 2 
psi 


Fra (a > 0,b > 0) 
a 


gira em torno do eixo x. 


Seja V o volume do sólido que resulta quando a região deli- 
mitada por y = 1/x, y = 0, x = 2 e x = b (0 < b < 2) gira em 
torno do eixo x. Encontre o valor de b para o qual V = 3. 


Encontre o volume do sólido gerado quando a região delimita- 
da por y = yx + 1, y = v 2x e y = O gira em torno do eixo x. 
[Sugestão: Divida o sólido em duas partes.] 


Encontre o volume do sólido gerado quando a região delimi- 
tada por y = x,y = 6 — x e y = O gira em torno do eixo x. 
[Sugestão: Divida o sólido em duas partes.] 


Suponha que f seja uma função contínua em [a, b] e seja 
R a região delimitada pela curva y = f(x) e a reta y = k de 
x = a até x = b. Usando o método dos discos, deduza e 
explique uma fórmula para o volume do sólido que resul- 
ta quando a região R é feita girar em torno da reta y = k. 
Enuncie e explique as hipóteses adicionais sobre f, se as 
houver, que são necessárias para a validade da fórmula 
obtida. 


Suponha que v e w sejam funções contínuas em [c, d] e seja 
R a região delimitada pelas curvas x = v(y) e x = w(y) de 
y = c até y = d. Usando o método das arruelas, deduza e 
explique uma fórmula para o volume do sólido que resul- 
ta quando a região R é feita girar em torno da reta x = k. 
Enuncie e explique as hipóteses adicionais sobre v e w, se 
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as houver, que são necessárias para a validade da fórmula 
obtida. 


37. Considere o sólido que resulta quando a região sombreada 

do Exercício 1 gira em torno da reta y = 2. 

(a) Faça uma conjectura sobre qual é maior: o volume des- 
se sólido ou o volume do sólido do Exercício 1. Expli- 
que seu raciocínio. 

(b) Confira sua conjectura calculando esse volume e com- 


parando-o com o volume obtido no Exercício 1. 


38. Considere o sólido que resulta quando a região sombreada 

do Exercício 4 gira em torno da reta x = 2,5. 

(a) Faça uma conjectura sobre qual é maior: o volume des- 
se sólido ou o volume do sólido do Exercício 4. Expli- 
que seu raciocínio. 

(b) Confira sua conjectura calculando esse volume e com- 


parando-o com o volume obtido no Exercício 4. 


39. Encontre o volume do sólido que resulta quando a região 
delimitada por y = x,y = 0 e x = 9 gira em torno da reta 
= 9, 


40. Encontre o volume do sólido que resulta quando a região do 


Exercício 35 gira em torno da reta y = 3. 


41. Encontre o volume do sólido que resulta quando a região deli- 
mitada por x = y? e x = y gira em torno da reta y = —1. 


42. Encontre o volume do sólido que resulta quando a região do 


Exercício 41 gira em torno da reta x = —1. 


43. Encontre o volume do sólido que resulta quando a região deli- 


mitada por y = x? e y = x for girada em torno da reta x = 1. 


44. Encontre o volume do sólido que resulta quando a região do 


Exercício 43 for girada em torno da reta y = —1. 


45. A ponta cônica de reentrada de um veículo espacial é desenha- 
da de tal forma que uma seção transversal tomada x pés da pon- 
ta e perpendicular ao eixo de simetria é um círculo com raio de 
lx? pés. Encontre o volume da ponta cônica sabendo que seu 
comprimento é de 20 pés. 


46. Um certo sólido tem uma altura de 1 m e uma seção transver- 
sal, tomada x metros acima da base do sólido, é uma região 
anular de raio interno x? m e raio externo „/x m. Encontre o 


volume do sólido. 


47. Encontre o volume do sólido cuja base é a região delimitada 
pelas curvas y = x e y = x° cujas seções transversais perpendi- 


culares ao eixo x são quadrados. 


48. A base de um certo sólido é a região delimitada por y = x, 
y = 0 e x = 4. Cada seção transversal perpendicular ao eixo x 
é um semicírculo, com diâmetro de um lado a outro da base. 


Encontre o volume do sólido. 


o 


49. Nas partes (a) a (c), encontre o volume do sólido cuja base é o 

interior do círculo x? + y? = 1 e cujas seções transversais to- 

madas perpendicularmente à base são 

(a) semicírculos (b) quadrados 

(c) triângulos equiláteros 
(b) 


(a) (e) 


e, "a ES) : a 


50. Conforme a figura abaixo, a cúpula de uma catedral foi proje- 
tada com três suportes semicirculares de raio r, de modo que 
cada seção transversal horizontal é um hexágono regular. Mos- 
tre que o volume dessa cúpula é 1? 3. 


Figura Ex-50 


51-54 Use um CAS para estimar o volume do sólido que resulta 
quando a região delimitada pela curva gira em torno do eixo indi- 
cado. E 


51. y=senfx, y=2x/7, x=0, x=7/2; eixox 
52. y= m sen xcosx, y=4%, x=0, x=7/4; eixox 
53. vy=€&, x=1, y= 1; eixo y 


54. y=xvarctgx, y =x; eixo x 


A figura abaixo mostra uma calota esférica de raio p e altura 
h cortada de uma esfera de raio r. Mostre que o volume V da 
calota pode ser expresso como 

(a) V=4mh2Gr-h) (b) V=imh(302+h). 


55. 


Figura Ex-55 
56. Se um fluido entra em um tanque semiesférico com raio de 3 
m, a uma taxa de 0,5 m? /min, com que velocidade estará su- 
bindo quando a profundidade for de 1,5 m? [Sugestão: Veja o 
Exercício 55.] 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.2 
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A figura a seguir mostra as dimensões de uma pequena lâmpa- 

da em 10 pontos igualmente espaçados. 

(a) Use fórmulas de Geometria para fazer uma primeira estima- 
tiva do volume englobado pela parte de vidro da lâmpada. 

(b) Use a média das aproximações pelas extremidades à es- 
querda e à direita para aproximar o volume. 


Ay 


Figura Ex-57 


Use o resultado do Exercíco 55 para encontrar o volume do 
sólido que sobra quando um buraco de raio r/2 é feito através 
do centro de uma esfera de raio r e verifique sua resposta por 
integração. 


Conforme a figura abaixo, um copo de coquetel com a forma 
de um hemisfério com diâmetro de 8 cm contém uma cere- 
ja com 2 cm de diâmetro. Se o copo for preenchido até uma 
profundidade de h cm, que volume de líquido ele conterá? 
[Sugestão: Considere primeiro o caso em que a cereja está 
parcialmente submersa e, depois, quando ela está totalmente 
submersa. ] 


T, 
=” 


JL Figura Ex-59 


Encontre o volume do toro que resulta quando a região inte- 
rior ao círculo de raio r com centro em um ponto (h, 0), h > r, 
gira em torno do eixo y. [Sugestão: Use fórmulas apropriadas 
de Geometria plana para ajudar no cálculo da integral definida.] 


Uma cunha é cortada de um cilindro circular reto de raio r por 
dois planos: um perpendicular ao eixo do cilindro e o outro 
fazendo um ângulo 8 com o primeiro. Encontre o volume da 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 
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fatia por fatiamento perpendicular ao eixo y, conforme a figura 
abaixo. 


Figura Ex-61 


Encontre o volume da cunha descrita no Exercício 61 por fatia- 
mento perpendicular ao eixo x. 


Dois cilindros circulares retos de raio r têm eixos que se inter- 
sectam em ângulos retos. Encontre o volume do sólido comum 
a ambos. [Sugestão: Um oitavo do sólido está esboçado na Fi- 
gura Ex-63.] 


Em 1635, Bonaventura Cavalieri, um aluno de Galileu, esta- 
beleceu o seguinte resultado, chamado princípio de Cavalieri: 
Se dois sólidos tiverem a mesma altura, e se as áreas de suas 
seções transversais, tomadas paralelas e a iguais distâncias de 
suas bases, forem sempre iguais, então os sólidos têm o mes- 
mo volume. Use esse resultado para obter o volume do cilindro 
oblíquo da Figura Ex-64. (Veja Exercício 52 da Seção 6.1 para 
uma versão planar do Princípio de Cavalieri.) 


Figura Ex-63 Figura Ex-64 


Texto Use os resultados desta seção para deduzir o Princípio 
de Cavalieri (Exercício 64). 


Texto Escreva um parágrafo curto explicando como as Fór- 
mulas (4) a (8) podem ser vistas como consequências da Fór- 
mula (3). 


3 x 
1. f 3x? dx: 26 2. (a) msenx (b) f xsenxdx (c) 27 3. (a) 0; 2; a[2x HIP + 17] = nx + 2x2 + 4x] 
1 0 


2 2 
©) f atta ada AW kzat- b-p- sda O) f ni-y? +3y-—2]dy 
0 1 
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6.3 VOLUMES POR CAMADAS CILÍNDRICAS 


n- e 


Figura 6.3.2 


Os métodos para os cálculos de volume discutidos até o momento dependem de nossa 
habilidade em computar a área da seção transversal de um sólido e integrá-la através dele. 
Nesta seção, vamos desenvolver outro método para encontrar volumes que pode ser aplicado 
quando a área da seção transversal não puder ser encontrada ou a integração for muito 


difícil. 


E CAMADAS CILÍNDRICAS 
Nesta seção, estaremos interessados no seguinte problema: 


6.3.1 PROBLEMA Sejam f contínua e não negativa em [a, b] (0 < a < b) e R a região 
limitada acima por y = f(x), abaixo pelo eixo x e nas laterais pelas retas x = a e x = b. 


Encontre o volume V do sólido de revolução S gerado pela rotação da região R em torno 
do eixo y (Figura 6.3.1). 


A) 


y=fx) 


y= 


Figura 6.3.1 


Às vezes, problemas desse tipo podem ser resolvidos pelos métodos dos discos ou das 
arruelas perpendiculares ao eixo y, mas quando tais métodos não são aplicáveis ou a integral 
for difícil, o método das camadas cilíndricas, também denominado método das cascas, que 
discutiremos a seguir, frequentemente funciona. 

Uma camada cilíndrica é um sólido envolvido por dois cilindros retos concêntricos 
(Figura 6.3.2). O volume V de uma camada cilíndrica com raio interno r, raio externo rz € 
altura h pode ser escrito como 


V = [área da seção transversal] - [altura] 
= (ar? — nrDh 
= (ro + ri)(ro — rh 
= 2r. [i +r] h r-ri) 


No entanto, (ri + r2) é o raio médio da camada e r2 — r, sua espessura; assim, 
V = 27 - [raio médio] - [altura] - [espessura] (1) 


Vamos mostrar agora como essa fórmula pode ser usada para resolver o Problema 6.3.1. 
A ideia subjacente é dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos e, desse modo, subdividir a 
região R em n faixas, Rj, R2,..., Rn (Figura 6.3.34). Quando a região R gira em torno do eixo y, 
essas faixas geram os sólidos $1, $5,..., S, em “forma de tubo”, alinhados um dentro do outro, 
e que, juntos, formam todo o sólido S (Figura 6.3.3hb). Assim, o volume V do sólido pode ser 
obtido somando os volumes dos tubos; isto é, 


V=VSD+VOSD)+--- + VS) 


Figura 6.3.5 
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A) 


| 
Figura 6.3.3 (a) (b) 


Como regra, os tubos terão superfícies superiores curvas; portanto, não haverá uma fór- 
mula simples para seus volumes. Porém, se as faixas forem finas, podemos aproximar cada 
uma por um retângulo (Figura 6.3.4a). Esses retângulos, quando giram em torno do eixo y, 
produzem camadas cilíndricas cujos volumes se aproximam bastante dos volumes gerados 
pelas faixas originais (Figura 6.3.4h). Vamos mostrar que, somando os volumes das camadas 
cilíndricas, podemos obter uma soma de Riemann que aproxima o volume V e, tomando o 
limite das somas de Riemann, podemos obter uma integral para o volume exato V. 


A) y 
Z> 
dIe 
Ry Sk 
; o: 
Xk-1 Xk 


Retângulo aproximando 
a k-ésima faixa. 


Camada cilíndrica 
gerada pelo retângulo. 


Figura 6.3.4 (a) (b) 


Para implementar essa ideia, vamos supor que a k-ésima faixa se estenda do ponto xp. 
ao ponto xy e que a extensão dessa faixa seja 


AX = Xk — Xe 
Se x; for o ponto médio do intervalo [x,-1, xXx] e se construirmos um retângulo de altura f(x) 
acima desse intervalo, então, fazendo esse retângulo girar em torno do eixo y, obtemos uma 


camada cilíndrica de altura f(x;), raio médio x; e espessura Axy (Figura 6.3.5). A partir de (1), 
o volume V; dessa camada cilíndrica é 


Ve = 27x; FO) Axk 


Somando os volumes das n camadas cilíndricas, obtemos a seguinte soma de Riemann que 
aproxima o volume V: 


Vax > mz Fl) Az 
k=1 


Tomando o limite quando n cresce e a extensão dos subintervalos tende a zero, obtemos a 
integral definida 


max Ax > ü 


n b 
V= lim pl TDA = J 2nxf(x) dx 


Em suma, temos o seguinte resultado: 
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PE 


Visão em corte do sólido 


Figura 6.3.6 


(b) 


Figura 6.3.7 


6.3.2 VOLUME POR CAMADAS CILÍNDRICAS EM TORNO DO EIXO y Sejam f uma função 
contínua não negativa em [a, b] (0 < a < b) e R a região limitada acima por y = f(x), abaixo 
pelo eixo x e nas laterais pelas retas x = a e x = b. Então, o volume V do sólido de revolução 
gerado pela rotação da região R em torno do eixo y é dado por 


b 
V =| 27xf(x) dx (2) 


> Exemplo 1 Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido gerado pela 
rotação em torno do eixo y da região envolvida por y = x,x=1,x=4€eoeixox. 


Solução Inicialmente, esboçamos a região (Figura 6.3.6); em seguida, imaginamo-la giran- 
do em torno do eixo y (Figura 6.3.6h). Como f(x) = x,a = 1 e b = 4, a Fórmula (2) fornece 


4 4 2 4 4 124 
V =] 21xx/x dx = 2x | x dx = [pr ad = = 32 1] = — 
1 1 1 


E VARIAÇÕES DO MÉTODO DAS CAMADAS CILÍNDRICAS 

O método da camada cilíndrica é aplicável em várias situações que não preenchem as condições 
requeridas pela Fórmula (2). Por exemplo, a região pode estar limitada entre duas curvas, ou o 
eixo de revolução pode ser uma outra reta que não o eixo y. Porém, em vez de desenvolver uma 
fórmula separada para cada situação possível, vamos considerar uma maneira geral de pensar no 
método das camadas cilíndricas, que pode ser adaptada a cada nova situação que surgir. 

Com esse propósito, precisaremos reexaminar o integrando na Fórmula (2): em cada 
ponto x no intervalo [a, b], o segmento de reta vertical do eixo x até a curva y = f(x) pode 
ser visto como a seção transversal da região R em x (Figura 6.3.7a). Quando a região R gira 
em torno do eixo y, a seção transversal em x varre a superfície de um cilindro circular reto de 
altura f(x) e raio x (Figura 6.3.7b). A área dessa superfície é 


2nxf(x) 


(Figura 6.3.7c), que é o integrando em (2). Assim, a Fórmula (2) pode ser vista informalmen- 
te da seguinte maneira. 


6.3.3 UM PONTO DE VISTA INFORMAL SOBRE CAMADAS CILÍNDRICAS O volume V de um 
sólido de revolução gerado pela rotação de uma região R em torno de um eixo pode ser 
obtido integrando-se a área da superfície gerada por uma seção transversal arbitrária de R 
tomada paralelamente ao eixo de revolução. 
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Os seguintes exemplos ilustram como aplicar esse resultado nas situações em que a 
Fórmula (2) não for aplicável. 


> Exemplo 2 Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido gerado pela ro- 
tação em torno do eixo y da região R delimitada por y = x e y = x? do primeiro quadrante 
(Figura 6.3.84). 


Solução Conforme a parte (b) da Figura 6.3.8, em cada x de [0, 1] a seção transversal de R 
paralela ao eixo y gera uma superfície cilíndrica de altura x — x° e raio x. Como a área dessa 
superfície é 


2nx(x — xX) 


o volume do sólido é 


1 1 
v=[ 27x — x) dx = 2m f (x? — x’)dx 
0 0 
3 47! 
1 1 
pi A =2r|---|=2 < 
3 4 Jo 3 4 6 


a, 1) 4,1) 


Figura 6.3.8 


Observe que o volume encontrado no 
Exemplo 3 coincide com o volume do 
mesmo sólido encontrado pelo mé- 
todo das arruelas no Exemplo 6 da 
Seção 6.2. Confirme que o volume 
obtido no Exemplo 2 pelo método das 
camadas cilíndricas também pode ser 
obtido pelo método das arruelas. 


yx 


Este sólido parece uma bacia com 
um interior em forma de cone 


(a) (b) 


> Exemplo 3 Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido gerado pela rota- 
~ mo . Fa . . 
ção em torno da reta y = — 1 da região R abaixo de y = x° e acima do intervalo [0, 2]. 


Solução Inicialmente, esboçamos o eixo de revolução e, em seguida, imaginamos a região 
grande em torno desse eixo (Figura 6.3.9a). Conforme ilustrado na Figura 6.3.9b, em cada y 
no intervalo O < y < 4, a seção transversal de R paralela ao eixo x gera uma superfície cilín- 
drica de altura 2 — /y e raio y + 1. Como a área dessa superfície é 


27(y + DO — Vy) 


segue que o volume do sólido é 


4 4 
Í 20+ 12-45) dy =2m | Qy- y2 +2- y" dy 
E 0 


2 2 4 176m 
com) ão E E a 4 
aly zI taya E 
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(a) 


Figura 6.3.9 


s> 


“a 
k— 


N 
Sea 


(b) 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.3 (Ver página 438 para respostas.) 


1. Seja R a região entre o eixo x e a curva y = 1 +/x, com 

l<x<a. 

(a) Dado x entre 1 e 4, a área da superfície cilíndrica gerada 
pela rotação em torno do eixo y da seção transversal verti- 
cal de Rem x é E 

(b) Usando camadas cilíndricas, uma expressão integral para o 
volume do sólido gerado pela rotação da região R em torno 
do eixo y é 


2. Seja R a região descrita no Exercício 1. 
(a) Dado x entre 1 e 4, a área da superfície cilíndrica gerada 
pela rotação em torno da reta x = 5 da seção transversal 
vertical de R em x é 


EXERCÍCIOS 6.3 [E] CAs 


(b) Usando camadas cilíndricas, uma expressão integral para o 
volume do sólido gerado pela rotação da região R em torno 
da reta x = 5 é 


3. Um sólido S é gerado pela rotação em torno do eixo x da re- 
gião englobada pelas curvas x = (y — 2)? e x = 4. Usando 
camadas cilíndricas, uma expressão integral para o volume 
de Sé 


1-4 Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido que 
resulta quando a região sombreada gira em torno do eixo indicado. EH 


2. 


5-12 Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido 
que resulta quando a região englobada pelas curvas gira em torno 
do eixo y. E 


5. y=%, x=1, y=0 


6. y=vx, x=4, x=9, y=0 

Te y=1/x 9-0, 2=1, x=3 

8. y= cos(x), x=0, x=1 m, y=0 
9. y=2X-1, y=-2U+3, x=2 
10. y=2x- x, y=0 

y= 5 x=0, x=1, y=0 
12. y=€, x=1; x=3, y=0 


13-16 Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido 
que resulta quando a região englobada pelas curvas gira em torno 
do eixo x. E 


13. 
14. 
15. 
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y =x, y=1, x=0 


x=2y, y=2, y=3,x=0 


16. xy=4, 


y=%, x=1, y=0 x+y=5 


17-20 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


17. 


18. 


19. 


20. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


24. Sejam R, e R, regiões com a forma mostrada abaixo. Use 


O volume de uma camada cilíndrica é igual ao produto da es- 
pessura da camada com a área de superfície do cilindro cuja al- 
tura é a da camada e cujo raio é igual à média dos raios exterior 
e interior da camada. 


O método das camadas cilíndricas é um caso especial do mé- 
todo de integração de áreas de seções transversais discutido na 
Seção 6.2. 


No método das camadas cilíndricas, a integração é efetuada 
num intervalo do eixo de coordenadas que é perpendicular ao 
eixo de revolução do sólido. 


A aproximação das somas de Riemann 


Vx% a 21x; f (x%)Axk (onde G= 3 


Xk + aa) 
k=1 


para o volume de um sólido de revolução é exata se f for uma 
função constante. 


. Use um CAS para encontrar o volume do sólido gerado quando 


a região delimitada por y = e" e y = 0 para 1 < x < 2 gira em 
torno do eixo y. 


. Use um CAS para encontrar o volume do sólido gerado 


quando a região delimitada por y = cos x, y = 0 e x = 0 com 
0 < x < 7/2 gira em torno do eixo y. 


. Considere a região situada à direita do eixo y, à esquerda da 


reta vertical x = k (0 < k < 7) e entre a curva y = sen x e o eixo 
x. Use um CAS para estimar o valor de k para o qual o sólido 
que resulta quando essa região gira em torno do eixo y tem um 
volume igual a 8 unidades cúbicas. 


camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido que 
resulta quando 

(a) a região R, gira em torno do eixo y 

(b) a região Rz gira em torno do eixo x 


Figura Ex-24 


Ay Ay 
v=f09) gaa 
x = fO) 
l y=ga) | dE 
| Los x 
E b > > 


25. 


26. 
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(a) Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do 
sólido que é gerado quando a região sob a curva 


y=7-3%0+2x 


e acima de [0, 1] gira em torno do eixo y. 

(b) Para esse problema, o método das camadas cilíndricas 
é mais fácil ou mais difícil do que o método do fatia- 
mento discutido na última seção? Explique. 


Sejam f uma função contínua e não negativa em [a, b] e R 
a região delimitada por y = f(x) e y = O para a < x < b. 
Usando o método das camadas cilíndricas, deduza e expli- 
que uma fórmula para o volume do sólido que resulta quan- 
do a região R gira em torno da reta x = k, sendo k < a. 


27-28 Usando o método das camadas cilíndricas, monte uma inte- 


gral 


(mas não a calcule) para o volume do sólido gerado quando a 


região R é girada em torno (a) da reta x = 1 e (b) da reta y = —1. E 


27. 
28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


R é a região delimitada pelos gráficos y = x, y= 0e x= 1. 


R é a região do primeiro quadrante delimitada pelos gráficos de 
y=v1I-x2,y=0ex=0. 


Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido que 
é gerado quando a região envolvida por y = 1/x, x = 1, x= 2 
e y = 0 gira em torno da reta x = —1. 


Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do sólido que 
é gerado quando a região envolvida por y = x, y= 1 ex= 0 
gira em torno da reta y = 1. 


Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do cone gera- 
do quando o triângulo com vértices (0, 0), (0, r) e (h, 0), sendo 
r > 0e h > 0, gira em torno do eixo x. 


A região entre a curva y? = kx e a reta x = Ík gira em torno da 
reta x = $k. Use camadas cilíndricas para encontrar o volume 
do sólido resultante. (Suponha k > 0.) 


Conforme a figura a seguir, um buraco cilíndrico é feito pas- 
sando pelo centro de uma esfera. Mostre que o volume do sóli- 
do remanescente depende somente do comprimento L do bura- 
co e não do tamanho da esfera. 


Pa s 
(BT 
f À 
| RE 
| 
< E. 


Figura Ex-33 


Use camadas cilíndricas para encontrar o volume do toro obti- 
do fazendo girar o círculo x? + y? = a? em torno da reta x = b, 
sendo b > a > 0. [Sugestão: Pode ajudar na integração imagi- 
nar que a integral é uma área.) 
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35. Sejam V, e Vy os volumes dos sólidos resultantes quando a re- 37. Texto Diante da tarefa de calcular o volume de um sólido de 
gião limitada por y = 1/x, y = 0, x = le x=b (b > 5) gira em revolução, qual seria o seu procedimento para decidir o méto- 
torno dos eixos x e y, respectivamente. Há algum valor de b do utilizado, se o dos discos, o das arruelas ou o das camadas 
para o qual V, = V,? cilíndricas? 

36. (a) Encontre o volume V do sólido que resulta quando a região 38. Texto Com ambos os métodos dos discos /arruelas e o das 


delimitada por y = 1/(1 + x^, y =0,x=1ex=b(b> 1) 
gira em torno do eixo y. 


“4 


camadas cilíndricas, integramos uma “área” para obter o vo- 
lume de um sólido de revolução. Contudo, essas duas aborda- 
gens são bastante diferentes. Escreva um parágrafo curto dis- 


(b) Encontre lim V. 
Eu cutindo essas diferenças. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.3 


4 4 
1. (a) 27x(14 42x) (b) f 2rx(1 + x) dx 2. 27(5 — x)(1 4 x) (b) f 27(5 — x)(1 + vx) dx 
1 1 


4 
3. f 2ry[4 — (y — 27] dy 
0 


6.4 COMPRIMENTO DE UMA CURVA PLANA 


Nesta seção, utilizaremos as ferramentas do Cálculo para estudar o problema de encontrar 
o comprimento de uma curva plana. 


E COMPRIMENTO DE ARCO 
Nosso primeiro objetivo é definir o que se entende por comprimento de arco, ou simples- 
mente comprimento, de uma curva plana y = f(x) acima de um intervalo [a, b] (Figura 6.4.1). 
Uma vez alcançado isso, poderemos nos concentrar no problema de calcular comprimentos 
A) de arco. Para evitar complicações desnecessárias, impomos a exigência de que f’ seja contí- 
y =f0) nua em [a, b], caso em que dizemos que y = f(x) é uma curva lisa em [a, b], ou então que fé 
uma função lisa, ou suave, em [a, b]. Assim, passamos a nos ocupar do problema seguinte. 


6.4.1 PROBLEMA DO COMPRIMENTO DE ARCO Suponha que y = f(x) seja uma curva lisa 


no intervalo [a, b]. Defina e obtenha uma fórmula para o comprimento de arco L da curva 


y+ 


a b 


y = f(x) acima do intervalo [a, b]. 


Figura 6.4.1 


Para definir o comprimento de arco de uma curva, começamos quebrando a curva em 
segmentos pequenos. Então, aproximamos esses segmentos da curva por segmentos de reta 
e somamos os comprimentos dos segmentos de reta para formar uma soma de Riemann. A 
Figura 6.4.2 ilustra como tais segmentos de reta tendem a se tornar aproximações cada vez 
melhores da curva, à medida que aumenta o número de segmentos utilizados. Quando o nú- 
mero de segmentos aumenta, as somas de Riemann correspondentes tendem a uma integral 
definida cujo valor será tomado como sendo o comprimento de arco L da curva. 

Para implementar nossa ideia de resolução do Problema 6.4.1, dividimos o intervalo 
[a, b] em n subintervalos inserindo os pontos x1, X2, . .., Xn—1 entre a = xo € b = Xn. Como 
mostra a Figura 6.4.3a, sejam Po, P,,..., Pa os pontos da curva com coordenadas x iguais 


Intuitivamente, podemos pensar no 
comprimento de arco de uma curva 
como o número obtido alinhando um 
pedaço de barbante com a curva e, 
então, medindo o comprimento do 
barbante depois de espichado. 
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Explique por que a aproximação em 
(2) não pode ser maior do que L. 


MMA 


Segmentos de reta mais curtos 
aproximam melhor a reta. 


Figura 6.4.2 
Ay 
Fap 
Ffar) 
X x 
Ls RR RR RR 
| XX X osi i ; Em 
a = xo b=x, 
Figura 6.4.3 (a) (b) 
a a = Xp, X1, X2, - - - , Xn—1, b = Xn; agora, liguemos esses pontos por segmentos de reta. Es- 


ses segmentos de reta formam um caminho poligonal que pode ser considerado como uma 
aproximação da curva y = f(x). Como indica a Figura 6.4.3b, o comprimento Ly do k-ésimo 
segmento do caminho poligonal é 


Lg = V (AXE)? + (Ay)? = (Axo)? + Lf) — Far) (1) 


Agora, se somarmos os comprimentos desses segmentos de reta, obteremos a seguinte apro- 
ximação do comprimento L da curva 


Lx 5 Le =5 (Axo)? HSO) -fo (2) 


k=1 k=1 


Para colocar isso na forma de uma soma de Riemann, vamos aplicar o Teorema do Valor Mé- 
dio (4.8.2). Esse teorema implica que existe um ponto x, entre x; € xy tal que 


FO) — FO) 


Xk — Xk-1 


= f'a ou fa) far) = f'a) Ax 


e, portanto, podemos reescrever (2) como 


LES (A APCD? = X y1 +ODP Are 
k=1 k=1 


Assim, tomando o limite quando n cresce e as extensões dos subintervalos tendem a zero, 
obtemos a integral seguinte que define o comprimento de arco L: 


7 b 
L= io LV HIPGDP An = f VIFO dx 


Em suma, temos a seguinte definição. 
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Figura 6.4.4 


6.4.2 DEFINIÇÃO Sey= f(x) for uma curva lisa no intervalo [a, b], então o comprimen- 
to de arco L dessa curva sobre [a, b] será definido por 


b 
L = VI +IFCOP dx (3) 


Esse resultado fornece tanto uma definição quanto uma fórmula para o cálculo do com- 
primento de arcos. Quando for conveniente, (3) pode ser expressa como 


b p | 2 
n= | VIGOR da = | + (2) dx (4) 


Além disso, para uma curva expressa na forma x = g(y), em que g' é contínua em [c, d], o 
comprimento de arco L de y = c até y = d pode ser expresso como 


d d d 2 
L= f V1+[g'Q)P dy = l ld (5) dy 6) 


> Exemplo 1 Encontre o comprimento de arco da curva y = x’ de (1, 1) até (2, 2/2) 
(Figura 6.4.4) de duas formas: (a) usando a Fórmula (4) e (b) usando a Fórmula (5). 


Solução (a) Uma vez que 
d 
dy a ii 
dx 2 


e como a curva se estende de x = 1 a x = 2, usando (4) obtemos 


2 7 2 
L= [ V1+ (5x!) da= f Vl+ixdx 


Para calcular essa integral, fazemos a substituição u 
2 9 = 
u = 1+ 3x, du = qdx 


e, então, mudando os limites x de integração (x = 1, x = 2) para os limites u correspondentes 


(u= eu 8) 


22/4 3/2 3/2 
= é [Putas o Fah] 8 (5) ($) 
9 Ji3/4 21 13/4 27 4 4 
22422 — 13v 13 


>> >>> z209 
27 


Solução (b) Para aplicar a Fórmula (5), precisamos primeiro reescrever a equação y = xº/2 
de tal forma que x seja expresso como uma função de y. Isso fornece x = y?º e 


dx = 2 —1/3 


dy 3 


Como a curva se estende de y = 1 até y = 2/2, usando (5) obtemos 


242 1 242 
pel Vitia f y! 9y? +4dy 
1 1 
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Para calcular essa integral, fazemos a substituição u 
u=9y +4, du=6 12 dy 


e mudamos os limites y de integração (y = 1, y = 2/2) para os correspondentes limites u 
(u = 13, u = 22). Isso dá 


O arco desde o ponto (1, 1) ao pon- 


to (2, 2/2) na Figura 6.4.4 é quase 1 22 1 2 1 294/22 — 13/13 

reto, de modo que o comprimento de Las | ul? du = z” = —[(22)?2 — (13)? T A A 

arco deveria ser somente um pouco 18 Jis 27 Bo 27 27 

maior do que a distância em linha reta 

entres esses dois pontos. Mostre que Esse resultado está de acordo com a parte (a); porém, a integração aqui é mais enfadonha. 
isso realmente ocorre. Nos problemas em que houver uma escolha entre (4) ou (5), é usual o caso em que uma das 


fórmulas leva a cálculos mais simples do que a outra. <4 


E ENCONTRANDO O COMPRIMENTO DE ARCO POR MÉTODOS NUMÉRICOS 


No próximo capítulo, desenvolveremos algumas técnicas de integração que nos permiti- 
rão encontrar valores exatos de outras integrais encontráveis no cálculo de comprimento 
de arco; contudo, falando vagamente, a maioria dessas integrais é impossível de ser calcu- 
lada em termos de funções elementares. Nesses casos, geralmente aproximamos a integral 
utilizando algum método numérico, como a aproximação pelo ponto médio discutida na 
Seção 5.4. 


DOMINIO DA TECNOLOGIA > Exemplo 2 A partir de (4), o comprimento de arco de y = sen x de x = 0 a x = 7 é dado 


pela integral 


Se seu recurso computacional dispu- 
ser de um comando para integração 


m 
numérica, use-o para confirmar que L= I v1 + (cos x)? dx 
0 


o comprimento de arco L no Exemplo 


2 é, aproximadamente, L = 3,8202. . E E ; 
Essa integral não pode ser calculada em termos de funções elementares; porém, usando 


um recurso computacional capaz de fazer integração numérica, obtemos a aproximação 
L 7X 3,8202. «4 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.4 (Ver página 443 para respostas.) 


1. Dizemos que uma função é lisa, ou suave, em [a, b] se f’ for 4. Seja Lo comprimento da curva y = In x de (1,0) a (e, 1). 
em [a, b]. (a) Integrando em relação a x, uma expressão integral para L 


2. S função f for li [a, b], entã imento d E EEEE 
o unao EAE A de a (b) Integrando em relação a y, uma expressão integral para L 
curva y = f(x) acima de [a, b] é E é 


3. A distância entre os pontos (1, 0) e (e, 1) é 


EXERCÍCIOS 6.4 [elcas 


1. Use o Teorema de Pitágoras para encontrar o comprimento do 3. y= 3x —-Idex=Oatéx=] 
segmento de reta de y = 2x entre (1, 2) e (2, 4) e confirme que -ixa 3/2 Bu 
o valor está de acordo com o comprimento calculado usando a: d TO Ab DS a =] 
(a) Fórmula (4) (b) Fórmula (5) 5. y= x dex=latéx=8 

2. Use o Teorema de Pitágoras para encontrar o comprimento do 6. y=(º+8)/(160) dex=2atéx=3 
segmento de reta de y = 5x entre (0, 0) e (1, 5) confirme que o “4 o Ba 
valor está de acordo com o comprimento calculado usando a de a Ee a 
(a) Fórmula (4) (b) Fórmula (5) 8. x= tyt E ly? de y= 1 até y = 4 

3-8 Encontre o comprimento de arco exato das curvas acima dos 9-12 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 


intervalos dados. E deira ou falsa. Explique sua resposta. Ei 


442 


10. 


11. 


12. 


o 


Cálculo 


. O gráfico de y = y 1 — x? é uma curva lisa em [—1, 1]. 


A aproximação 


Lx YO (Am) HSE fa 


k=1 


do comprimento de arco não está dada como uma soma de 
Riemann. 
A aproximação 


n 


LES J1+IOOP Ax 


k=1 
do comprimento de arco é exata quando f for uma função linear 
de x. 


Na nossa definição de comprimento de arco do gráfico de 
y = f(x), é necessário que f'(x) seja uma função contínua para 
que f satisfaça as hipóteses do Teorema do Valor Médio (4.8.2). 


[c] 13-14 Expresse o comprimento de arco exato da curva acima do in- 


tervalo dado como uma integral que tenha sido simplificada para eli- 
minar o radical; em seguida, calcule a integral usando um CAS. E 


13. 
14. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15 


. Considere a curva y = x?⁄%. 
(a) Esboce a parte da curva entre x = —1 e x = 8. 
(b) Explique por que a Fórmula (4) não pode ser usada 
para encontrar o comprimento de arco da curva esbo- 
çada em (a). 
(c) Encontre o comprimento de arco da curva esboçada 
em (a). 


16. 


17. 


y = In(sec x) de x = 0 até x = 7/4 


y = ln(sen x) de x = 7/4 até x = 7/2 


O segmento curvilíneo y = x° de x = 1 até x = 2 pode tam- 
bém ser expresso como o gráfico de x = /y de y = 1 até 
y = 4. Monte duas integrais que deem o comprimento de 
arco desse segmento, uma usando integração em relação a x 
e a outra usando integração em y. Obtenha uma substituição 
que mostre que essas duas integrais são iguais. 


Considere os segmentos de curva y = x° de x = 5 até x = 2 
e o segmento de curva y = x de x = I até x = 4. 

(a) Faça o gráfico dos dois segmentos de curva e utilize- 
-os para explicar por que os comprimentos desses dois 
segmentos deveriam ser iguais. 

Monte integrais que deem os comprimentos de arco 
dos dois segmentos de curva, com integração em re- 
lação a x. Demonstre com uma substituição que essas 
duas integrais são iguais. 

Monte integrais que deem os comprimentos de arco 
dos dois segmentos de curva, com integração em rela- 
ção a y. 

Aproxime o comprimento de arco de cada segmento de 
curva usando a Fórmula (2) com n = 10 subintervalos 
iguais. 

Qual das duas aproximações em (d) é mais precisa? 
Explique. 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


18. 


19. 


20. 


21. 


(f) Use a aproximação pelo ponto médio com n = 10 su- 
bintervalos para aproximar cada integral de compri- 
mento de arco em (d). 

(g) Use uma calculadora com integração numérica para 
aproximar cada integral de comprimento de arco em (b) 
até quatro casas decimais. 


Siga as instruções do Exercício 17 para os segmentos de 
curva y = xº de x = 107° até x = 1 e para o segmento de 
curva y = x*8 de x = 10°% até x = 1. 


Siga as instruções do Exercício 17 para os segmentos de 
curva y = tg x de x = 0 até x = 7/3 e para o segmento de 
curva y = arc tg x de x = 0 até x = v3. 


Seja y = f(x) uma curva lisa no intervalo fechado [a, b]. 
Prove que, se m e M são números não negativos, tais que 
m<|f'()| <M para cada x em [a, b], então o comprimen- 
to de arco L de y = f(x) acima do intervalo [a, b] satisfaz as 
desigualdades 


(b —a)y1 +m? < L < (b — a)y 1 + M? 


Use o resultado do Exercício 20 para mostrar que o 
comprimento de arco L de y = sec x acima do intervalo 
0 < x < 7/3 satisfaz 


x T 
= < L< -7413 
30 23 


o 


22. 


23. 


Um jogador de basquete converte uma cesta. Suponha que a 
trajetória da bola a partir do momento em que é lançada até 
entrar no arco seja descrita por 


y = 2,15 + 2,09x — 0,41x, 0<x< 4,6 


onde x é a distância horizontal (em metros) desde o ponto em 
que é lançada e y é a distância vertical (em metros) acima do 
chão. Use um CAS ou uma calculadora científica com integra- 
ção numérica para aproximar a distância percorrida pela bola 
desde o momento em que é lançada até entrar no arco. Arre- 
donde o resultado para duas casas decimais. 


O vão central da ponte Golden Gate (na Califórnia, Estados 
Unidos) mede 4.200 pés e está suspenso por cabos que sobem 
500 pés acima da rodovia em torres de ambos os lados. Apro- 
ximadamente, qual é o comprimento da parte do cabo que liga 
as duas torres dos dois lados? [Sugestão: Como indica a figura 
abaixo, suponha que o cabo seja modelado por uma parábola 
y = ax? que passa pelo ponto (2.100, 500). Use um CAS ou 
uma calculadora com capacidade de integração numérica para 
aproximar o comprimento do cabo. Arredonde sua resposta até 
o pé mais próximo.] 


(2.100, 500) 


Figura Ex-23 


[5] 25. 
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[0]24. Conforme a figura abaixo, uma viga horizontal com dimensões 


2 pol x 6 pol x 16 pés (12 pol = 1 pé) fixada nos dois extre- 
mos é sujeita a uma carga uniformemente distribuída de 120 
Ib/pé. Como resultado da carga, a linha central da viga sofre 
uma deflexão, que é descrita por 


y= — 1,67 x 1084 — 2184 L?) 


(0 < x < 192), onde L = 192 pol é o comprimento da viga sem 

carga, x é a distância horizontal ao longo da viga, medida em 

polegadas, a partir do extremo esquerdo, e y é a deflexão da 

linha central em polegadas. 

(a) Faça o gráfico de y versus x com O < x < 192. 

(b) Encontre a deflexão máxima da linha central. 

(c) Use um CAS ou uma calculadora com integração numé- 
rica para encontrar o comprimento da linha central da 
viga carregada. Arredonde sua resposta para duas casas 


decimais. 
Ay 
x 
| > 
E a 
x=0 x=192 Figura Ex-24 


Um golfista dá uma tacada com sucesso. Suponha que a tra- 
Jetória da bola do momento da tacada até atingir a grama seja 
descrita por 


y = 12,54x — 0,41x? 


onde x é a distância horizontal em jardas (1 jarda = 0,91 m) 
desde o ponto onde a bola é atingida, e y é a distância verti- 
cal em jardas acima da parte plana do campo de golfe entre 
os buracos. Use um CAS ou uma calculadora com integração 
numérica para encontrar a distância percorrida pela bola desde 
o momento da tacada até atingir a grama. Suponha que a parte 
plana do campo entre os buracos e a grama está no mesmo ní- 
vel e arredonde sua resposta para duas casas decimais. 


26-34 Nestes exercícios, estamos supondo alguma familiaridade 
com os conceitos básicos de curvas paramétricas. EB 


[0] 26. 


Suponha que nenhum segmento da curva 


x=x(t), y=y(), (a<t<b) 


seja percorrido mais de uma vez quando f cresce de a até b. 
Divida o intervalo [a, b] em n subintervalos inserindo pontos 
to bo... tryentrea = tọ e b = t; Seja Lo comprimento 
de arco da curva. Dê um argumento informal para justificar a 
aproximação 


Lx Y vit) — x DP + DE — y- 


k=1 
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Se dx/dt e dy/dt forem funções contínuas de a < t < b, então 
pode ser mostrado que, quando At;— 0, essa soma converge a 


27-32 Use a fórmula do comprimento de arco do Exercício 26 para 
encontrar o comprimento de arco da curva. HH 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.4 


x=}, y=4f (0<t<1) 


x=0+9, y=0+0® (0<t<1) 

x=cos2t, y=sen2t (O<t<g7m/2) 
x=cost+tsent, y=sent—tcost (O<t<g7) 
x=e'cost, y=e'sent (O<t<7/2) 
x=e'(sent+cost), y=e'(cost— sent) (I<t<4) 


(a) Mostre que o comprimento de arco total da elipse 


x=2cost, y=sent (O<t<27) 


é dado por 


n/2 
af V1+3sen?tdt 
0 


(b) Use um CAS ou uma calculadora científica com integra- 
ção numérica para aproximar o comprimento de arco de 
(a). Arredonde sua resposta para duas casas decimais. 

Suponha que as equações paramétricas de (a) descrevam a tra- 
Jetória de uma partícula movendo-se no plano xy, onde t está 
em segundos e x e y, em centímetros. Use um CAS ou uma 
calculadora científica com integração numérica para apro- 
ximar a distância percorrida pela partícula de t = 1,5 s até 


t = 4,8 s. Arredonde sua resposta para duas casas decimais. 


(c) 


Mostre que o comprimento de arco total da elipse x = a cos t, 
y=bsent,0<t<27,coma>b> 0, é dado por 


x/2 
sa f y 1 -— k? cos? t dt 
0 
onde k = a? — b?/a. 


Texto Na nossa discussão do Problema do Comprimento de 
Arco 6.4.1, deduzimos a aproximação 


LS Y J14 ODP Axr 
k=1 


Discuta o significado geométrico dessa aproximação. (Não es- 
queça de abordar a aparência da derivada f".) 


Texto Dê exemplos nos quais a Fórmula (4) do comprimen- 
to de arco não possa ser aplicada diretamente e descreva seu 
procedimento para encontrar o comprimento de arco em cada 
caso. (Discuta o uso de fórmulas alternativas e o uso de méto- 
dos numéricos.) 


b e 1 
1. contínua 2, f V1 +I[f' x) dx 3. y (e—1)} +1 4. (a) f V1+(1/x)2 dx (b) Í y1 +e? dy 
a 1 0 
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6.5 ÁREA DE UMA SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 


Figura 6.5.1 
y 
y=f(x) | 
| 
| | 
| 
ARES 
a b U x 
S 


Figura 6.5.2 


Nesta seção, consideraremos o problema de encontrar a área de uma superfície gerada pela 
rotação de uma curva plana em torno de uma reta. 


E ÁREA DE SUPERFÍCIE 


Uma superfície de revolução é uma superfície gerada pela rotação de uma curva plana em 
torno de um eixo que se situa no mesmo plano da curva. Por exemplo, a superfície de uma es- 
fera pode ser gerada ao se fazer girar um semicírculo em torno de seu diâmetro, e a superfície 
lateral de um cilindro circular reto pode ser gerada pela rotação de um segmento de reta em 
torno de um eixo paralelo a ele (Figura 6.5.1). 


Algumas superfícies de revolução 


cof mas 


Nesta seção, abordaremos o problema seguinte. 


6.5.1 PROBLEMA DA ÁREA DE SUPERFÍCIE Suponha que f seja uma função lisa e não 
negativa em [a, b] e que uma superfície de revolução seja gerada pela rotação da parte da 


curva y = f (x) entre x = a e x = b em torno do eixo x (Figura 6.5.2). Defina o que podemos 
entender por área S da superfície e encontre uma fórmula para calculá-la. 


Para motivar uma definição apropriada de área S de uma superfície de revolução, vamos 
decompor a superfície em pequenas seções cujas áreas possam ser aproximadas por fórmulas 
elementares. Somando as aproximações das áreas das seções, obteremos uma soma de Rie- 
mann que aproxima S, e tomando o limite da soma de Riemann, obteremos uma integral para 
o valor exato de S. 

Para implementar essa ideia, vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos, inse- 
rindo os pontos x1, X2,..., X„—1 entre a = xo € b = x,. Conforme ilustrado na Figura 6.5.3a, os 
pontos correspondentes do gráfico de f definem um caminho poligonal que aproxima a curva 
y = f(x) acima do intervalo [a, b]. Quando esse caminho poligonal gira em torno do eixo x, 
gera uma superfície que consiste em n partes, cada uma delas sendo um tronco de cone circu- 
lar reto (Figura 6.5.3h). Assim, a área de cada parte da superfície aproximante pode ser obtida 
pela fórmula 


S= g(ry + rol (1) 


para a área lateral S de um tronco de cone de altura inclinada l e raios das bases r; e r2 (Figu- 
ra 6.5.4). Conforme sugerido pela Figura 6.5.5, o k-ésimo tronco de cone tem raios f (x-1) e 


f(xy) e altura Axz. Sua altura inclinada é o comprimento L do k-ésimo segmento de reta da 


poligonal, o qual, pela Fórmula (1) da Seção 6.4, é 
Ly = V (A)? + [fE — fOr) 


Capítulo 6 / Aplicações da integral definida na Geometria, nas Ciências e na Engenharia 445 


y=f(x) 


es 


I= 
& 
>= 
Ro 
a) 
1 
[=| e 


e— Ns 


(a) (b) | Um tronco de cone | 


Figura 6.5.3 Figura 6.5.4 


Assim, a área lateral S do k-ésimo tronco de cone é 


Sk = fu) + FADI (Axo)? + LFG) — far 


Se somarmos essas áreas, vamos obter a seguinte aproximação da área S da superfície inteira: 


S x 5 fu) + FGV (A)? + LFG) foa 2) 


k=1 


Para colocar isso na forma de uma soma de Riemann, vamos aplicar o Teorema do Valor Mé- 
dio (4.8.2). Esse teorema implica a existência de um ponto x, entre x, € xy, tal que 


FO) — fk) 


Xk — Xk-1 


= 1) ou flw) — fo) = fi) Ax 


Figura 6.5.5 : 
e, assim, podemos reescrever (2) como 


SE S df) + FADI Ax + LF QOPM)? 
k=1 


=> fu) + FGV 1+ LF GDP Ax (3) 
k=1 


No entanto, isso ainda não é uma soma de Riemann, pois envolve as variáveis x. € xp. Para 
eliminar essas variáveis da expressão, observe que o valor médio dos números f(x, 1) e f(x) 
está entre esses números. Dessa forma, a continuidade de fe o Teorema do Valor Intermediá- 
rio (1.5.7) implicam a existência de um ponto x;* entre x, , € xy, de tal modo que 


fun) + fo] = fg) 


Assim, (2) pode ser expressa como 


Sa X2x FOEN 1 + POP Axe 
k=1 


Embora essa expressão esteja próxima à forma de uma soma de Riemann, ela não é uma soma 
de Riemann verdadeira, pois envolve duas variáveis x, e x,*, em vez de somente xý. Entretan- 
to, prova-se, em Cálculo avançado, que isso não tem nenhum efeito sobre o limite, devido à 
continuidade de f. Desse modo, podemos supor que x;* = x; ao tomar o limite, o que sugere 
que S possa ser definida como 


n b 
S= lim Domo) + ELED Alg J 2r fx 1 ++ [F dx 
k=1 m 


max Axp > O 


Em suma, temos a seguinte definição: 
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A) 


4,1) 


E E 
Figura 6.5.6 
Ay 
CS 
r (2,4) 
y= 
E, 
E (1,1) 
x 
E e E E a 
1 2 


Figura 6.5.7 


6.5.2 DEFINIÇÃO Se ffor uma função lisa e não negativa em [a, b], então a área da su- 
perfície de revolução gerada pela rotação da parte da curva y = f(x) entre x = a e x = bem 
torno do eixo x será definida por 


b 
S = 2nf0)v1 +F P dx 


Esse resultado fornece tanto uma definição quanto uma fórmula para o cálculo de áreas de 
superfícies. Quando for conveniente, essa fórmula também pode ser expressa como 


b b dy 2 
s= 2x f(x) IHIPGP ar = f 27y 1+(2) dx (4) 


Além disso, se g for não negativa e x = g(y) for uma curva lisa em [c, d], então a área da su- 
perfície gerada quando a parte da curva x = g(y) entre y = ce y = d gira em torno do eixo y 
pode ser expressa como 


d d d E 
s= l 27801 + Ig O) dy = / 27x 1+ (5) dy (5) 


> Exemplo 1 Encontre a área da superfície gerada pela rotação da parte da curva y = x° 


entre x = 0 e x = 1 em torno do eixo x. 


Solução Inicialmente, esboçamos a curva e, em seguida, imaginamo-la girando em torno do 
eixo x (Figura 6.5.6). Como y = x°, temos dy/dx = 3x? e, portanto, a partir de (4), a área S da 


superfície é 
1 dy 2 
S = 2ry,/ 1+ {— | dx 
0 dx 


1 
= | 2m0ºV1+ (3x2)? dx 


0 


1 
= 2x | xA + 9x912 dx 
0 


10 
21 ul? du u=1+9x 
36 Jı du = 36x) dx 


10 
=T yr] =Eg3?-D=356 4 
27 


u=1 


> Exemplo 2 Encontre a área da superfície gerada pela rotação da parte da curva y = xº 


entre x = 1 e x = 2 em torno do eixo y. 


Solução Inicialmente, esboçamos a curva e, em seguida, imaginamo-la girando em torno 
do eixo y (Figura 6.5.7). Como a curva gira em torno do eixo y, vamos aplicar a Fórmula 
(5). Com essa finalidade, vamos reescrever y = x? como x = n/Y e observar que os valo- 


Capítulo 6 / Aplicações da integral definida na Geometria, nas Ciências e na Engenharia 447 


res de y correspondentes ax = 1 e x = 2 são y = 1 e y = 4. Uma vez que x = ./y, temos 
dx/dy = 1/(2,/))e, portanto, a partir de (5), a área da superfície é 


s= axia (F 


J avs z = a 


4 
af V4y+1dy 
1 


17 
T = 
ul du u=4y+1 
4 5 du = 4dy 


17 
. qu = =ar” = 53/2) a 30,85 <4 


II 


II 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.5 (Ver página 449 para respostas.) 


1. Se ffor uma função lisa e não negativa em [a, b], então a área 3. Uma expressão integral para a área da superfície que é gerada 
de superfície S da superfície de revolução que é gerada quando quando o segmento de reta que liga (3, 1) a (6, 2) gira em torno 
a parte da curva y = f(x) entre x = a e x = b gira em torno do do eixo x é 
RES 4. Uma expressão integral para a área da superfície que é gerada 
2. A área lateral do tronco de cone de altura inclinada 10 e raios quando o segmento de reta que liga (3, 1) a (6, 2) gira em torno 
de base rı = 1 er =2 é E do eixo y é 


EXERCÍCIOS 6.5 [E] cas 


1-4 Encontre a área da superfície gerada quando a curva dada gira 11. 8xy?=2yf +1,1 <y<2; eixoy 
t do eixo x. E ; 
EA SORES 12. x= 416 -— y, 0< y < 15; eixoy 


c|13-16 Use um CAS, ou uma calculadora com integração numérica, 


1. y=7x, 0O<xx<l 


2. y=vx, I<xx<4 para aproximar a área da superfície gerada quando a curva dada 
pese «lema gira em torno do eixo dado. Arredonde sua resposta para duas casas 


decimais. EE 


=3 

da= yy Les 13. y=senx, 0<x<m, eixox 
5-8 Encontre a área da superfície gerada quando a curva dada gira lide dessa eixo} 
em torno do eixo y. E E 
5. x=9%+1, 0<y<2 15. y=, 0<x<l1l; eixox 


16. y=, l<y<e, eixoy 


6. x=y, 0O<y<l 


1 —s 17-20 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
T. x=y9- yt, -2<y<2 deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 
8. x=2yl1-y, —1I$y<0 17. A área de superfície lateral $ de um cone circular reto de altura 
[c] 9-12 Use um CAS para encontrar a área exata da superfície gerada h e raio debaseréS = xrv'r? + h2. 


uando a curva dada gira em torno do eixo dado. EH j p ; 
q 8 18. A área de superfície lateral de um tronco de cone de altura in- 


9. y=vVx— 4x 2 1<x<3; eixox clinada / e raios de base r; e r é igual à área de superfície late- 
saai ral de um cilindro circular reto de altura / e raio de base igual à 
10. y= 30 tar lI<x<2; eixox média de rı e rə. 
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19. A aproximação 


Sx Y f1 ++I GDP Axr 
k=1 


da área de superfície é exata se f for uma função constante 
positiva. 


20. A expressão 


NO 2af 1+ GDP Axr 
k=1 


não é uma verdadeira soma de Riemann de 


b 
| 2af) 1 +f œP dx 


a 


21-22 Aproxime a área da superfície usando a Fórmula (2) com 
n = 20 subintervalos de mesmo comprimento. Arredonde sua res- 
posta para duas casas decimais. E 


21. A superfície do Exercício 13. 


22. A superfície do Exercício 16. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


23. Suponha que y = f(x) seja uma curva suave no intervalo 
[a, b] e que f(x) > 0 para cada a < x < b. Deduza uma fórmu- 
la para a área da superfície gerada quando a curva y = f(x), 
a < x < b, gira em torno da reta y = —k (k > 0). 


24. Será um raciocínio circular usar a Definição 6.5.2 para en- 
contrar a área de superfície de um tronco de um cone circu- 
lar reto? Explique sua resposta. 


25. Mostre que a área da superfície de uma esfera de raio r é 47r”. 
[Sugestão: Gire o semicírculo y = yr? — x? em torno do 
eixo x.] 


26. A figura abaixo mostra uma calota esférica de altura A, cortada 
de uma esfera de raio r. Mostre que a área da superfície S da 
calota é S = 2xrh. [Sugestão: Faça uma parte apropriada do 
círculo x? + y? = r° girar em torno do eixo y.] 


Figura Ex-26 


27. A parte da esfera cortada por dois planos paralelos é chamada 
de zona. Use o resultado do Exercício 26 para mostrar que a 
área da superfície de uma zona depende do raio da esfera e da 
distância entre os planos, mas não da localização da zona. 


28. Seja y = f(x) uma curva lisa no intervalo [a, b] e suponha 
que f(x) > O coma < x < b. Pelo Teorema do Valor Extremo 
(4.4.2), a função f tem um valor máximo K e um valor mínimo 
k em [a, b]. Prove: Se L for o comprimento de curva da curva 
y = f(x) entre x = a e x = b, e se S for a área da superfície ge- 
rada quando essa curva gira em torno do eixo x, então 


2nkL<S<27KL 


29. Use os resultados do Exercício 28 e do Exercício 21 da Seção 
6.4 para mostrar que a área § da superfície gerada quando a 
curva y = sec x, 0 < x < 7/3 gira em torno do eixo x satisfaz 


30. Seja y = f(x) uma curva suave em [a, b] e suponha que f(x) > O 
coma < x < b. Sejam A a área sob a curva y = f(x) entre x = a 
e x = b e S a área da superfície gerada quando essa seção da 
curva gira em torno do eixo x. 
(a) Prove que 27A < S. 
(b) Para quais funções fé 274 = S? 


31-37 Nestes exercícios, estamos separando alguma familiaridade 
com os conceitos básicos de curvas paramétricas. EB 


31-32 Nestes exercícios, divida o intervalo [a, b] em n subintervalos 
inserindo os pontos ty, t2,..., tn-1 entre a = tọ e b = t, e suponha que 
x'(t) e y' (t) sejam funções contínuas tais que nenhuma parte da curva 


x=x(), y=) (a<t<b) 
seja percorrida mais de uma vez. E 


31. Seja S a área da superfície gerada quando a curva x = x(t), 
y = y(t) (a < t < b) gira em torno do eixo x. Explique como 
S pode ser aproximada por 


sm Daly) + 3(H)] 


k=1 


x veto) — x (tr-1)]? + Dto) — y (tk-1)1? ) 


Usando resultados do Cálculo avançado, pode ser mostrado 
que, quando At;— 0, essa soma converge a 


b 
S= f 27y(D)v [x (DP + [y (DP dt (A) 


32. Seja S a área da superfície gerada quando a curva x = x(t), 
y = y(t) (a < t < b) gira em torno do eixo y. Explique como 
S pode ser aproximada por 


Sx Die) + x(t] 
k=1 


x Et) — xt DP + Ito) — ye DP) 


Usando resultados do Cálculo avançado, pode ser mostrado 
que, quando Aty— 0, essa soma converge a 


b 
S z. 2ax (OV KOP + yO dt (B) 
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33-37 Use as Fórmulas (A) e (B) dos Exercícios 31 e 32. E 37. Fazendo girar o semicírculo 


33. Encontre a área da superfície gerada quando a curva paramétri- x=rcost, y=rsent (O<t<agm) 


cax=f, y= 2t (0 < t < 4) gira em torno do eixo x. . 7 Ea 
em torno do eixo x, mostre que a área da superfície de uma es- 


[0]34. Use um CAS para encontrar a área da superfície gerada quando fera de raio r é 477º. 
a curva paramétrica 


38. Texto Compare a dedução da Definição 6.5.2 com a da De- 
x=costt, y=5sent (O<t<r/2) finição 6.4.2. Discuta as características geométricas que resul- 


; i doei tam nas semelhanças das duas definições. 
gira em torno do eixo x. 


39. Texto Discuta o que dá errado se substituirmos os troncos de 
cones circulares retos por cilindros circulares retos na dedução 
da Definição 6.5.2. 


35. Encontre a área da superfície gerada quando a curva paramétri- 
cax=t,y= 2" (0<t< 1) gira em torno do eixo y. 


36. Encontre a área da superfície gerada quando as equações 
x = cos? t, y = sen? t (0 < t < 7/2) giram em torno do eixo y. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.5 


b 6 6 2 
if fO FO dx 2. 3VT0r 3 f Qr) Gya f ir, q; 4. f CG) IO dy 
3 3 1 


a 


6.6 TRABALHO 


Nesta seção, usaremos as ferramentas de integração desenvolvidas no capítulo precedente 
para estudar alguns dos princípios básicos do “trabalho”, um dos conceitos fundamentais 
da Física e da Engenharia. 


E O PAPEL DO TRABALHO NA FÍSICA E NA ENGENHARIA 

Nesta seção, estaremos interessados em dois conceitos relacionados, trabalho e energia. Em 
um cenário familiar, quando empurramos um carro que não pega por uma certa distância, es- 
tamos realizando trabalho; e o efeito desse trabalho é fazer o carro se movimentar. A energia 
do movimento causada pelo trabalho é a energia cinética do carro. A relação exata entre tra- 
balho e energia cinética é governada por um princípio da Física, a relação trabalho-energia. 
No que segue, tocaremos nessa ideia, mas um estudo detalhado da relação entre trabalho e 
energia será deixado para os cursos de Física e de Engenharia. Nossa meta principal aqui será 
explicar o papel da integração no estudo do trabalho. 


E TRABALHO FEITO POR UMA FORÇA CONSTANTE APLICADA NA DIREÇÃO 
E NO SENTIDO DO MOVIMENTO 

Quando um carro é empurrado, a velocidade atingida por ele depende da força F com a qual 

é empurrado e da distância d durante a qual a força é aplicada (Figura 6.6.1). Assim, força e 

distância são os ingredientes do trabalho na definição seguinte. 


Figura 6.6.1 
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Se empurrarmos um objeto que não 
se move (p. ex., uma parede de tijo- 
los), podemos ficar cansados, mas 
não realizamos trabalho. Por quê? 


Stephen Sutton/DUOMO Archive /PCN 
Photography Inc. 

Vasili Alexeev quebrando o recorde 
de levantamento de peso, com 562 lb, 
na Olimpíada de 1976. Durante oito 
anos seguidos, ele ganhou medalhas 
de ouro olímpicas, venceu seis campe- 
onatos mundiais e quebrou 80 recor- 
des. Em 1999, ele foi homenageado na 
Grécia como o melhor esportista do 
século XX. 


6.6.1 DEFINIÇÃO Se uma força constante de magnitude F for aplicada na direção e no 
sentido do movimento de um objeto, e se esse objeto se mover por uma distância d, então 
definimos o trabalho W realizado pela força sobre o objeto como sendo 


W=F.d (1) 


Unidades comuns de medida de força são newtons (N) no sistema MKS (metro, quilo e 
segundo), dina (din) no sistema CGS (centímetro, grama e segundo) e libras (lb) no sistema 
Britânico de Engenharia (BE). Um newton é a força necessária para dar a uma massa de 1 
kg uma aceleração de 1 m/s?; um dina é a força necessária para dar a uma massa de 1 g uma 
aceleração de 1 cm/s?; e uma libra de força é a força necessária para dar a uma massa de 1 
libra (1b) uma aceleração de 32 pés/s?. 

Tem-se, a partir da Definição 6.6.1, que o trabalho tem unidades de força vezes distância. 
As unidades mais comuns de trabalho são o newton-metro (N-m), o dina-centímetro (din - cm) 
e o pé-libra (pé - 1b). Conforme indicado na Tabela 6.6.1, um newton-metro é também chama- 
do de joule (J) e um dina-centímetro, de erg. Já 1 pé-libra equivale aproximadamente a 1,36 J. 


Tabela 6.6.1 
SISTEMA FORÇA x DISTÂNCIA = TRABALHO 
MKS newton (N) metro (m) joule (J) 
CGS dina (din) centímetro (cm) erg 
BE libra (1b) pé (ft) pé-libra (pé - 1b) 
FATORES DE CONVERSÃO 
1 N = 10 din = 0,225 lb 11b = 4,45 N 


1J = 10” erg = 0,738 pé-lb 1 pé -1b = 1,36 J = 1,36 x 10” erg 


> Exemplo 1 Um objeto move-se 5 pés ao longo de uma reta, enquanto sujeito a uma for- 
ça constante de 100 lb no sentido de seu movimento. O trabalho realizado é 


W=F-d=100-5= 500 pés - lb 


Um objeto move-se 25 m ao longo de uma reta, enquanto sujeito a uma força constante de 
4 N, no sentido de seu movimento. O trabalho realizado é 


W=F.d=4.25=100Nm= 100J « 


> Exemplo 2 Na Olimpíada de 1976, Vasili Alexeev espantou o mundo levantando 562 lb a 
cerca de 2 m desde o chão até acima de sua cabeça, quebrando um recorde. Igualmente espantoso 
foi o feito de Paul Anderson, que, em 1957, de bruços no chão e usando as costas, levantou 6.270 
lb de chumbo e de peças de automóvel por uma altura de 1 cm. Quem realizou mais trabalho? 


Solução Para levantar um objeto, é necessário aplicar uma força suficiente para vencer a 
força gravitacional exercida pela Terra. A força que a Terra exerce no objeto é o seu peso; des- 
sa forma, Alexeev aplicou uma força de 562 lb por uma distância de 2 m, enquanto Anderson 
aplicou uma força de 6.270 lb por uma distância de 1 cm. Como libras são unidades do siste- 
ma BE, metros são unidades do MKS e centímetros são unidades do CGS, precisamos decidir 
em qual sistema vamos trabalhar. Vamos usar o sistema MKS e, portanto, expressar em joules 
o trabalho dos dois homens. Usando a Tabela 6.6.1, obteremos 


562 lb = 562 lb x 4,45 N/lb = 2.500 N 
6.270 lb = 6.270 lb x 4,45 N/lb = 27.900 N 
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Posição natural 


/ 
VVN | 


(a) 


Força deve ser exercida 
para mover o bloco 


Figura 6.6.2 


(b) 


Usando esses valores e o fato de que 1 cm = 0,01 m, obtemos 
trabalho de Alexeev = (2.500 N) x (2 m) = 5.000 J 
trabalho de Anderson = (27.900 N) x (0,01 m) = 279 J 


Logo, muito embora o levantamento de Anderson tenha exigido uma enorme força para cima, 
ela foi aplicada por tão pouca distância que Alexeev realizou mais trabalho. < 


E TRABALHO FEITO POR UMA FORÇA VARIÁVEL APLICADA NA DIREÇÃO E 
NO SENTIDO DO MOVIMENTO 


Muitos problemas importantes tratam de encontrar o trabalho realizado por uma força variá- 
vel aplicada na direção e no sentido do movimento. Por exemplo, a Figura 6.6.2a mostra uma 
mola em seu estado natural (nem comprimida, nem esticada). Se quisermos puxar o bloco ho- 
rizontalmente (Figura 6.6.2h), então teremos de aplicar uma força cada vez maior para vencer 
a força crescente da mola esticada. Assim, nosso próximo objetivo é definir o que entende- 
mos por trabalho realizado por uma força variável e encontrar uma fórmula para calculá-lo. 
Isso irá requerer Cálculo. 


6.6.2 PROBLEMA Suponha que um objeto se mova no sentido positivo, ao longo de um 
eixo coordenado, sujeito a uma força variável F(x) que é aplicada no sentido do movimen- 


to. Defina o que entendemos por trabalho W realizado pela força sobre o objeto, quando 
este se move de x = a até x = b, e encontre uma fórmula para calculá-lo. 


A ideia básica para resolver esse problema é dividir o intervalo [a, b] em subintervalos sufi- 
cientemente pequenos para que a força não varie muito em cada intervalo. Isso nos permitirá 
tratar a força como constante em cada intervalo e, em cada um deles, aproximar o trabalho 
usando a Fórmula (1). Somando as aproximações do trabalho nos subintervalos, iremos obter 
uma soma de Riemann, que aproxima o trabalho W em todo intervalo; tomando o limite das 
somas de Riemann, iremos obter uma integral para W. 

Para implementar essa ideia, vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos, in- 
serindo os pontos x1, x2,..., Xn—1 entre a = xo e b = x,. Podemos usar a Fórmula (1) para 
aproximar o trabalho W; realizado no k-ésimo subintervalo, escolhendo um ponto qualquer 
x; nesse intervalo e considerando a força como tendo um valor constante F(x;) em todo o 
intervalo. Uma vez que o comprimento do k-ésimo subintervalo é x — x;-1 = Axy, obtemos 
a aproximação 


W; = F(xD) Axk 


Somando essas aproximações, obtemos a seguinte soma de Riemann, que aproxima o traba- 
lho W realizado em todo o intervalo: 


W x Y FOX) Ax 
k=1 


Tomando o limite quando n cresce e as extensões dos subintervalos tendem a zero, obtemos 
a integral definida 


n b 
W= lim E rapas= f F(x) dx 
k=1 a 


max Axp > O 


Em suma, temos o seguinte resultado: 
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Posição natural 


da mola 
NANA E 
0 1,8 g 
Figura 6.6.3 


NASA Marshall Space Flight Center 
Collection 

A Estação Espacial Internacional 
tem tido ocupação humana contínua 
desde 2 de novembro de 2000 e é um 
esforço cooperativo de EUA, Rússia, 
Europa, Japão e Canadá. 


6.6.3 DEFINIÇÃO Suponha que um objeto se mova no sentido positivo ao longo de um 
eixo coordenado pelo intervalo [a, b], enquanto sujeito a uma força variável F(x) que é 
aplicada no sentido do movimento. Então, definimos o trabalho W realizado pela força 
sobre o objeto por 


b 
w= | rd 2) 


A lei de Hooke [Robert Hooke (1635-1703), físico inglês] afirma que, sob condições 
apropriadas, uma mola esticada x unidades além de seu comprimento natural puxa de volta 
com uma força 


F(x) = kx 


onde k é uma constante (chamada de constante da mola ou rigidez da mola). O valor de k 
depende de fatores como a espessura da mola e o material usado em sua composição. Como 
k = F(x) /x, a constante k tem unidades de força por unidade de comprimento. 


> Exemplo 3 Uma mola exerce uma força de 5 N quando esticada 1 m além de seu com- 
primento natural. 


(a) Encontre a constante k da mola. 
(b) Quanto trabalho é necessário para esticar a mola 1,8 m além de seu comprimento natural? 
Solução (a) A partir da lei de Hooke, 
F(x) = kx 


A partir dos dados, F(x) = 5 N quando x = 1 m, logo 5 = k - 1. Assim, a constante da mola é 
k = 5 newtons por metro (N/m). Isso significa que a força F(x) necessária para esticar a mola 
em x metros é 


Fœ) = 5x (3) 


Solução (b) Coloquemos a mola ao longo de um eixo coordenado, conforme a Figura 
6.6.3. Queremos encontrar o trabalho Wnecessário para esticar a mola pelo intervalo de x = O 
ax = 1,8. A partir de (2) e (3), o trabalho necessário é 


b 1,8 5% 
w=] Fœax= | Su da = 2] =81] « 
a 0 2 0 


> Exemplo 4 O peso de um astronauta (ou, mais precisamente, seu peso terrestre) é a for- 
ça exercida sobre ele pela gravidade da Terra. À medida que o astronauta se move para cima 
no espaço, a atração gravitacional da Terra decresce e, portanto, o mesmo acontece com seu 
peso. Iremos mostrar, mais adiante, que, se supusermos que a Terra seja uma esfera com um 
raio de 4.000 milhas (cerca de 6.400 km), então um astronauta que pesa 150 libras (cerca de 
68 kg) na Terra terá um peso de 


2.400.000.000 
wa) = “Db, x >4.000 


x2 
a uma distância de x milhas do centro da Terra (Exercício 25). Use essa fórmula para determi- 
nar o trabalho em pés-libras necessário para elevar o astronauta até a Estação Espacial Inter- 
nacional que está a 220 milhas acima da superfície da Terra. 


Solução Como a Terra tem um raio de 4.000 milhas, o astronauta será elevado para um 
ponto a 4.220 milhas do centro da Terra. Assim, a partir de (2), e lembrando que 1 milha = 
5.280 pés, o trabalho necessário para elevá-lo é 
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42202 400.000.000 


4.000 x 
o 2.400.000.000] 
Ed 4000 


= —568.720 + 600.000 


= 31.280 milhas-libras 
= (31.280 milhas - 1b) x (5.280 pés /milhas) 
x 1,65 x 10º péslb < 


E CALCULANDO TRABALHO A PARTIR DE PRINCÍPIOS BÁSICOS 

Alguns problemas não podem ser resolvidos pela substituição mecânica de dados em fórmu- 
las, sendo preciso recorrer a princípios básicos para obter as soluções. Isso está ilustrado no 
exemplo a seguir. 


> Exemplo 5 Um tanque de água cônico tem um raio de 10 pés e altura de 30 pés, estan- 
do cheio até uma profundidade de 15 pés (Figura 6.6.4a). Qual é o trabalho necessário para 
bombear para fora toda a água através de um orifício no topo do tanque”? 


Solução Nossa estratégia será dividir a água em camadas finas, aproximar o trabalho ne- 
cessário para mover cada camada até o topo do tanque, somar as aproximações das camadas 
para obter uma soma de Riemann que aproxime o trabalho total e, então, tomar o limite das 
somas de Riemann para obter uma integral do trabalho total. 

Para implementar essa ideia, introduzimos um eixo x, como mostra a Figura 6.6.4a, e 
dividimos a água em n camadas, denotando a espessura da k-ésima camada por Axy. Essa 
divisão induz uma partição do intervalo [15, 30] em n subintervalos. Embora as superfícies 
superior e inferior da k-ésima camada estejam a distâncias diferentes do topo, essa diferença 
será pequena se a camada for fina, e é razoável supor que a camada inteira esteja concentrada 
em um único ponto x; (Figura 6.6.4a). Assim, o trabalho W; necessário para mover a k-ésima 
camada até o topo do tanque é, aproximadamente, 


W; ~ Fxg (4) 


onde F; é a força necessária para elevar a k-ésima camada. No entanto, a força requerida para 
elevar a k-ésima camada é a força necessária para vencer a gravidade, e essa é a mesma que o 
peso da camada. Se a camada for muito fina, podemos aproximar o volume da k-ésima cama- 
da pelo volume de um cilindro de altura Ax, e raio rg, onde (por semelhança de triângulos) 


Tk 10 1 


x, 30 3 
ou, equivalentemente, r = Mo 3 (Figura 6.6.4b). Portanto, o volume da k-ésima camada de 
água é, aproximadamente, 


T 
nr Axe = n(xž/3) Axy = g CD Axy 


Como a densidade de peso da água é 62,4 lb/pé °, segue que 


62,47 
9 


Fi ~ (AX 


Assim, por (4), 


62,47 9 = 6247/43 
W; = “o O) Ax | Xp = 9 (xk) A xp 
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e, portanto, o trabalho W requerido para mover todas as n camadas tem a aproximação 


n 


” 6247. 
W= > We = > 5 Z? Axk 
k=1 k=1 


Para encontrar o valore exato do trabalho, tomamos o limite quando Ax,— 0. Isso fornece 


” 62,47 30 62,47 
W= lim (x7)? Am = | Dx dx 
max Axe > O = 9 15 9 


62,47 [x NT 
= OT (E | =1.316.2507 = 4.135.000 pés-lb < 
9 4 ) Jis 
; 0r y z3 
i o a 15 } 30 
7 WE L 
15 pés A A "rT A 
Lo WEL 
< | + E 
10 


Figura 6.6.4 (a) (b) 


E A RELAÇÃO TRABALHO-ENERGIA 


Quando vemos um objeto em movimento, podemos ter certeza de que algum trabalho foi rea- 
lizado para criar esse movimento. Por exemplo, quando largamos uma pedra de um prédio, 
a pedra ganha velocidade escalar porque a força da gravidade terrestre realiza trabalho sobre 
ela; quando um jogador de hóquei no gelo golpeia o disco com seu bastão, o trabalho reali- 
zado no disco durante o breve instante de tempo em que está em contato com o bastão cria a 
enorme velocidade escalar do disco deslizando sobre o gelo. Contudo, a experiência mostra 
que a velocidade escalar obtida por um objeto depende não só da quantidade de trabalho rea- 
lizada, mas também da massa do objeto. Por exemplo, o trabalho necessário para lançar uma 
bola de beisebol de 150 gramas a 80 km/h aceleraria uma bola de boliche de 5 kg a menos 
de 14 km/h. 

Usando o método da substituição para integrais definidas, obteremos uma equação sim- 
ples que relaciona o trabalho realizado sobre um objeto com a velocidade e a massa do mes- 
mo. Além disso, essa equação nos permitirá motivar uma definição apropriada da “energia 
do movimento” de um objeto. Como na Definição 6.6.3, vamos supor que um objeto move- 
-se no sentido positivo ao longo de uma reta coordenada no intervalo [a, b] enquanto sujeito 
a uma força F(x) aplicada no sentido do movimento. Sejam m a massa do objeto e x = x(t), 
v=u)=x(t)ea = a(t) = v'(t) a posição, a velocidade e a aceleração do objeto no instante 
de tempo ż, respectivamente. Vamos precisar do importante resultado de Física a seguir, que 
relaciona a força que atua em um objeto com a massa e a aceleração do objeto. 


Mike Brinson/Getty Images 
O trabalho realizado pelo bastão do 6.6.4 SEGUNDA LEI DO MOVIMENTO DE NEWTON Se um objeto de massa m for submeti- 
Jogador num breve instante de tempo do a uma força F, então o objeto adquire uma aceleração a que satisfaz a equação 


F=ma (5) 


produz a enorme velocidade do disco. 


Segue da Segunda Lei de Newton do Movimento, que 


F(x) = ma(t) = mv' (t) 
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Suponha que 
x(t) =a e x(t)=b 
com 
vto) =v; e ui)=v 
sendo as velocidades inicial e final do objeto, respectivamente. Então 


b x(t) 
w=f roda = f F(x) dx 
a x(to) 


ti 
= J F(x(O)x' (t) dt Pelo Teorema 5.9.1 com x = x(t), dx = x' (fdt 


to 


= | mwovodi= f mwovoa 


to to 
v(t) 
— l mv dv Pelo Teorema 5.9.1 com v = v0), dv = v'()dt | Teorema 5.9.1 com v = v(t), dv = v'(t)dt 
v 


(o) 


vz 
v 
=| mvdv = amvl|! = ym — im? 
L 
vi 


Vemos, a partir da equação 


W = jmv — imu? (6) 


que o trabalho realizado no objeto é igual à variação na quantidade tm? de seu valor inicial para 


o valor final. Dizemos que a Equação (6) expressa a relação trabalho-energia. Se definirmos a 
“energia do movimento” ou, mais precisamente, a energia cinética de nosso objeto como sendo 


K = įm? (7) 


então a Equação (6) nos diz que o trabalho realizado em um objeto é igual à variação da ener- 
gia cinética do objeto. Falando informalmente, podemos dizer que o trabalho realizado em um 
objeto é “transformado” na sua energia cinética. As unidades de energia cinética são as mesmas 
unidades do trabalho. Por exemplo, no sistema MKS, a energia cinética é medida em joules (J). 


> Exemplo 6 Uma sonda espacial com massa m = 5,00 x 10? kg viaja no espaço exterior, 
sujeita somente à força de seu próprio mecanismo. Começando pelo instante em que sua ve- 
locidade é v = 1,10 x 10? m/s, o mecanismo é acionado continuamente por uma distância de 
2,50 x 10º m, com uma força constante de 4,00 x 10º N na direção e sentido do movimento. 
Qual é a velocidade final da sonda? 


Solução Como a força aplicada pelo mecanismo é constante e na direção e sentido do mo- 
vimento, o trabalho W realizado pelo mecanismo da sonda é 


W = força x distância = (4,00 x 10º N) x (2,50 x 10º m) = 1,00 x 10!2J 


A partir de (6), a energia cinética final Ky = mvb da sonda pode ser expressa em termos 


do trabalho W e da energia cinética inicial K; = im?, como sendo 


K=W+K; 
Assim, conhecidas a massa e a velocidade inicial, temos que 


K; = (1,00 x 102 J) + }(5,00 x 10º kg)(1,10 x 10! m/s)? = 4,025 x 10/23 


A energia cinética final é K , = mus: logo, a velocidade final da sonda é 


IKs [24,025 x109 |, gm 
vy = — xX XxX m/s 
IEN m 5,00 x 104 hs 
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VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.6 (Ver página 458 para respostas.) 


1. Se uma força constante de 5 lb mover um objeto por 10 pés, en- lizado no objeto por uma força variável F(x) aplicada no senti- 
tão o trabalho realizado por ela no objeto será de : do do movimento é W = 

2. Um newton-metro é também chamado de . Um 4. Uma força de F(x) = 10 — 2x N aplicada no sentido x positivo 
dina-centímetro é também chamado de ; move um objeto por 3 m de x = 2 até x = 5. O trabalho reali- 


; ; e do pela fi bjeto é 
3. Suponha que um objeto move-se no sentido positivo ao longo ai dn dd aa 


de um eixo coordenado sobre o intervalo [a, b]. O trabalho rea- 


EXERCÍCIOS 6.6 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Na figura abaixo, aparece o gráfico de uma força variável T 5 
F(x) no sentido x positivo. Encontre o trabalho realizado 8 4 
pela força numa partícula que se move de x = 0 até x = 3. E 3 
22 
E 
a aa 
Z 3 So 
E o 
g 2 a 
o 1 Tempo + (s) Figura Ex-5 
£ 
0 
Posição x (m) Figura Ex-1 6. Uma mola exerce uma força de 6 N quando é esticada de seu 


comprimento natural de 4 m para um comprimento de 4,5 m. 
Encontre o trabalho realizado para esticar a mola de seu com- 


2. Uma força variável F(x), no sentido positivo do eixo x, primento natural para um comprimento de 6 m. 


tem seu gráfico mostrado abaixo. Encontre o trabalho 
realizado pela força sobre uma partícula que se move de 7. Uma mola exerce uma força de 100 N quando esticada por 0,2 m 
x=0ax=5. além de seu comprimento natural. Qual é o trabalho necessário 
para esticar a mola 0,8 m além de seu comprimento natural? 


8. Uma mola cujo tamanho natural é de 15 cm exerce uma força 
de 45 N quando esticada até um comprimento de 20 cm. 
(a) Encontre a constante da mola (em N/m). 
(b) Encontre o trabalho realizado ao esticar a mola 3 cm além 
de seu tamanho natural. 
(c) Encontre o trabalho realizado ao esticar a mola de 20 para 


Força F (N) 


Posição x (m) Figura Ex-2 


25 cm. 

3. Para a força variável F(x) do Exercício 2, considere a dis- 9. Suponha que um trabalho de 10 pés-lb seja necessário para es- 
tância d para a qual o trabalho realizado pela força sobre a ticar uma mola 1 pé além de seu comprimento natural. Qual é a 
partícula quando esta se move de x = 0 até x = d é a metade constante da mola? 
do trabalho realizado quando a partícula se move de x = O 10-13 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 


até x = 5. Examinando o gráfico de F, decida se d é maior 
ou menor do que 2,5. Explique seu raciocínio e, então, ob- 
tenha o valor exato de d. 10. Para poder suportar o peso de um carro estacionado, a super- 
fície de uma rodovia deve realizar trabalho contra a força de 
gravidade no carro. 


deira ou falsa. Explique sua resposta. Ei 


4. Suponha que uma força variável F(x) seja aplicada no sen- 
tido positivo do eixo x, de tal forma que um objeto seja mo- 


vido de x = a até x = b. Relacione o trabalho realizado pela 11. Uma força de 10 N na direção do movimento de um objeto que 
força sobre o objeto com o valor médio de F sobre [a, b] e se move 5 m em 2 s faz seis vezes o trabalho de uma força de 
ilustre essa relação graficamente. 10 N na direção do movimento de um objeto que se move 5 m 
em 12s. 
5. Uma força constante de 10 1b no sentido positivo do eixo 
x é aplicada a uma partícula cuja curva velocidade versus 12. Segue da Lei de Hooke que precisamos quadruplicar o trabalho 
tempo está dada na figura a seguir. Encontre o trabalho para duplicar a distância na qual esticamos uma mola além de 
realizado pela força sobre a partícula do instante t = O até seu comprimento natural. 
Ra 13. O trabalho e a energia cinética têm as mesmas unidades no sis- 


tema MKS. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Um tanque cilíndrico com raio de 5 pés e altura de 9 pés tem 
2/3 cheios de água. Encontre o trabalho necessário para bom- 
bear toda água por cima da borda superior do tanque. 


Resolva o Exercício 14 supondo que o tanque de água esteja 
cheio até a metade. 


Um reservatório de água, com a forma de um cone, tem 6 m de 
diâmetro no topo e 4,5 m de profundidade. Se ele estiver cheio 
até uma profundidade de 3 m, qual é o trabalho necessário para 
bombear toda água até o topo do reservatório? 


O tanque na Figura Ex-17 tem água até uma profundidade de 
2 m. Encontre o trabalho necessário para bombear toda a água 
até o topo do tanque. [Use 9.810 N/mº como a densidade do 
peso da água.] 


Um tanque cilíndrico, mostrado na Figura Ex-18, está cheio 
com um líquido pesando 50 Ib/pé. Encontre o trabalho neces- 
sário para bombear todo o líquido a um nível de 1 pé acima do 
topo do tanque. 


| DÁ 


Figura Ex-17 Figura Ex-18 


Uma piscina é construída na forma de um paralelepípedo re- 
tangular com 3 m de profundidade, 4,5 m de largura e 6 m de 
comprimento. 

(a) Se ela for preenchida até 30 cm abaixo do topo, qual é o 
trabalho necessário para bombear toda água para dentro de 
um ralo em sua beirada? 

(b) Um motor de 1 cavalo de potência pode realizar 748 J/s. 
Qual é a potência necessária para um motor esvaziar a pis- 
cina em 1 h? 


Quanto trabalho é necessário para encher a piscina do Exercí- 
cio 19 até o nível de 30 cm abaixo do topo, se a água for bom- 
beada para dentro através de uma abertura localizada no fundo 
da piscina? 


Uma corrente de aço com 100 pés de comprimento e pesando 
15 Ib/pé está pendente por uma polia. Qual é o trabalho neces- 
sário para içar a corrente pela polia? 


Um balde de 1,5 kg contendo 10 kg de água está pendurado 
na ponta de uma corda de 7 m que pesa 50 g/m. A outra ex- 
tremidade da corda está presa em uma roldana. Qual é o tra- 
balho requerido para içar toda a corda para cima, enrolando- 
-a na roldana, se a corda for içada a uma taxa de 0,7 m/s e se, 
enquanto o balde for içado, a água vaza do balde a uma taxa 
de 250 g/s? 


Um foguete pesando 3 toneladas carrega 40 toneladas de com- 
bustível líquido. No início do voo, o combustível é queimado a 
uma taxa constante de 2 toneladas para cada 1.000 pés de altu- 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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ra vertical. Qual é o trabalho feito para elevar o foguete a uma 
altura de 3.000 pés? 


Segue da Lei de Coulomb da Física, que duas cargas eletros- 
táticas iguais repelem-se entre si com uma força inversamente 
proporcional ao quadrado da distância entre elas. Suponha que 
duas cargas A e B repelem-se com uma força de k N, quando 
localizadas nos pontos A (—a, 0) e B (a, 0), onde a está medi- 
do em metros. Encontre o trabalho W necessário para mover a 
carga A ao longo do eixo x até a origem se a carga B ficar onde 
está. 


Segue da Lei de Gravitação Universal de Newton que a força 
gravitacional exercida pela Terra sobre um objeto varia com o 
inverso do quadrado de sua distância ao centro da Terra. As- 
sim, o peso w(x) de um objeto está relacionado com sua distân- 
cia x do centro da Terra por uma fórmula do tipo 


k 

w(x) = a 

onde k é uma constante de proporcionalidade que depende da 
massa do objeto. 

(a) Use esse fato e a hipótese de que a Terra seja uma esfera 
com um raio de 4.000 milhas para obter a fórmula w(x) 
usada no Exemplo 4. 

(b) Encontre uma fórmula para peso w(x) de um satélite que 
está a x milhas da superfície da Terra, se seu peso na Terra 
for de 6.000 lb. 

(c) Qual é o trabalho necessário para elevar o satélite da su- 
perfície da Terra até uma posição orbital a 1.000 milhas de 
altura? 


(a) A fórmula w(x) = k/xº do Exercício 25 é aplicável a to- 
dos os corpos celestes. Supondo que a Lua seja uma esfe- 
ra com um raio de 1.080 milhas, encontre a força que ela 
exerce sobre um astronauta que está x milhas acima de sua 
superfície se seu peso na superfície da Lua for de 20 1b. 

(b) Qual é o trabalho necessário para elevar o astronauta até 
um ponto a 10,8 milhas acima da superfíce da Lua? 


O MAGLEV, o primeiro trem comercial magnético de alta 
velocidade do mundo, começou suas atividades normais em 
2003, em um projeto de linha dupla de 30 km ligando Xangai, 
na China, ao Aeroporto Internacional de Pudong. Suponha que 
o MAGLEV tenha uma massa de m = 4,00 x 10º kg e que, 
começando no instante em que o trem desenvolve uma veloci- 
dade de 20 m/s, o motor aplique uma força de 6,40 x 10º N 
no sentido do movimento ao longo de uma distância de 3,00 x 
10º m. Use a relação energia-trabalho (6) para obter a veloci- 
dade final do trem. 


Suponha que uma sonda para Marte de massa m = 2,00 x 10?kg 
esteja sujeita apenas à força de seu próprio mecanismo. A par- 
tir do instante em que sua velocidade é v = 1,00 x 10º m/s, 
o mecanismo é acionado continuamente por uma distância de 
1,50 x 10º m, com uma força constante de 2,00 x 10º N no 
sentido do movimento. Use a relação energia-trabalho para en- 
contrar a velocidade final da sonda. 


Em 10 de agosto de 1972, um meteorito com uma massa esti- 
mada de 4 x 10ºkg e uma velocidade de aproximadamente 15 
km/s cruzou a atmosfera acima dos Estados Unidos e do Cana- 
dá, mas felizmente não atingiu a Terra. 
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(a) Supondo que ele tivesse atingido a Terra com uma veloci- bear”. Descreva essas categorias em suas próprias palavras 
dade de 15 km/s, qual seria sua variação de energia cinéti- e discuta os métodos utilizados para resolver cada tipo. Dê 


ca em joules (J)? 


exemplos para mostrar que essas categorias não são mutua- 


(b) Expresse a energia como um múltiplo da energia explosiva mente exclusivas. 


de 1 megaton de TNT, que é de 4,2 x 1055], 

(c) A energia associada à bomba atômica de Hiroshima foi de 
13 kilotons de TNT. A quantas bombas como essa equiva- 
leria o impacto do meteorito? 


31. Texto Como poderemos reconhecer um problema que pode 
ser resolvido por meio da relação trabalho-energia? Ou seja, 
quais são as “pistas” e as “incógnitas” que poderiam sugerir tal 
solução”? Discuta dois ou três exemplos. 


30. Texto Depois de ler os Exemplos 3 a 5, um estudante classi- 
ficou os problemas de trabalho em “empurrar /puxar” e “bom- 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.6 


b 
1. 50 pés-lb 2. joule; erg 3. J F(x)dx 4. 9J 


6.7 MOMENTOS, CENTROS DE GRAVIDADE E CENTROIDES 


A espessura de uma 


lâmina é desprezível. 


Figura 6.7.1 


As unidades na Equação (1) são con- 
sistentes, pois massa = (massa/área) 


x área. 


(0, 1) 


(0, 0) 
Figura 6.7.2 


(1,0) 


Suponha que um corpo físico rígido sofra a ação de um campo gravitacional. Como o 
corpo é composto de muitas partículas, cada uma das quais sendo afetada pela gravidade, 
a ação de um campo gravitacional sobre o corpo consiste em um grande número de forças 
distribuídas por todo o corpo. Contudo, é um fato da Física que essas forças individuais 
podem ser substituídas por uma única força atuando num ponto denominado centro de 
gravidade do corpo. Nesta seção, vamos mostrar como as integrais podem ser usadas para 
localizar centros de gravidade. 


E DENSIDADE E MASSA DE UMA LÂMINA 


Consideremos um objeto achatado idealizado suficientemente fino para ser imaginado como 
sendo uma região plana bidimensional (Figura 6.7.1). Dizemos que tal objeto é uma lâmina. 
Dizemos que uma lâmina é homogênea se sua composição for inteiramente uniforme e, caso 
contrário, dizemos que é não homogênea. Nesta seção, consideraremos lâminas homogê- 
neas, sendo que lâminas não homogêneas serão discutidas no Capítulo 14. A densidade de 
uma lâmina homogênea é definida como sendo sua massa por unidade de área. Assim, a den- 
sidade ô de uma lâmina homogênea de massa M e área A é dada por é = M/A. Observe que a 
massa M de uma lâmina homogênea pode ser dada por 


M= ôA (1) 


> Exemplo 1 Encontre a massa de uma lâmina triangular de vértices (0,0), (0, 1) e (1, 0) 
com densidade ô = 3. 


Solução Usando (1) e a Figura 6.7.2, a massa M da lâmina é 


1 3 
M =A =3. 5 (unidades de massa) «4 


E CENTRO DE GRAVIDADE DE UMA LÂMINA 

Suponha que a aceleração devida à força da gravidade seja constante, agindo verticalmente 
para baixo, e suponha que uma lâmina ocupe uma região R num plano xy horizontal. Pode ser 
mostrado que existe um único ponto (x, y) (que pode ou não pertencer a R) tal que o efeito 
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da gravidade sobre a lâmina é “equivalente” ao de uma só força agindo no ponto (x, y). Esse 
ponto é denominado centro de gravidade da lâmina e, se estiver em R, então a lâmina estará 
horizontalmente equilibrada num ponto de apoio colocado em (x, y). Por exemplo, o centro 
de gravidade de um disco homogêneo está no centro do disco, e o centro de gravidade de uma 
região retangular homogênea está no centro do retângulo. Para localizar o centro de gravidade 
de uma lâmina homogênea de formato irregular, precisamos do Cálculo. 


6.7.1 PROBLEMA Seja fuma função contínua positiva do intervalo [a, b]. Suponha que 
uma lâmina homogênea de densidade constante ô ocupe uma região R de um plano hori- 


zontal xy delimitado pelos gráficos de y = f(x), y = 0, x = a e x = b. Encontre as coorde- 
nadas (x, y) do centro de gravidade da lâmina. 


Para motivar a solução, considere o que acontece se tentarmos equilibrar a lâmina no 
fio de uma faca paralelo ao eixo x. Suponha que a lâmina da Figura 6.7.3 seja colocada no 
fio de uma faca ao longo da reta y = c que não passa pelo centro de gravidade. Já que a lâ- 
mina comporta-se como se toda a sua massa estivesse concentrada no centro de gravidade 
(x, y), a lâmina está rotacionalmente instável, e a força de gravidade causará uma rotação 
em torno de y = c. De maneira análoga, a lâmina sofre uma rotação se for colocada no fio 
da faca ao longo de y = d. No entanto, se o fio da faca estiver ao longo da reta y = y que 
passa pelo centro de gravidade, a lâmina ficará perfeitamente balanceada. Similarmente, a 
lâmina ficará perfeitamente balanceada no fio de faca, ao longo da reta x = x que passa pelo 
centro de gravidade. Isto sugere que o centro de gravidade da lâmina possa ser determinado 
como a interseção de duas retas de equilíbrio, uma paralela ao eixo x e a outra paralela ao 
eixo y. A fim de determinar essas retas de equilíbrio, precisamos de algumas noções ele- 
mentares sobre rotações. 


y= 


Ação da força de gravidade no 


Figura 6.7.3 centro de gravidade da lâmina 


Numa gangorra, as crianças aprendem por experiência própria que uma criança mais 
leve pode equilibrar outra mais pesada sentando-se mais afastada do fulcro, ou ponto de apoio 
da gangorra. Isso ocorre porque a tendência de um objeto produzir rotação é proporcional 
não somente à sua massa mas também à distância entre o objeto e o fulcro. Para tornar essa 
noção mais precisa, considere um eixo x, que imaginamos como uma viga sem peso. Se uma 
massa pontual m estiver localizada no ponto x do eixo, então a tendência de a massa produzir 
rotação da viga em torno do ponto a do eixo é medida pela seguinte quantidade, chamada 
momento de m em torno de x = a: 


momento de m 
=m(x—a) 
em torno de a 
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LO 


ae 


— X 


Momento positivo 


E 
=a > 


em torno de a (rotação 


no sentido horário) 


m 


xX 
fes 


Momento negativo 


=q 


em torno de a (rotação 
no sentido anti-horário) 


Figura 6.7.4 


y=c 


Figura 6.7.6 


Ay 


-ch 


fa — 


s 


Fi y) 


»=f0) 


Ay 


Gi vb = (ck IFD) 


v= 


Figura 6.7.7 


(b) 


O número x — a é chamado de braço de alavanca. Dependendo da localização da massa à 
direita ou à esquerda de a, o braço de alavanca é ou a distância entre x e a ou o valor negativo 
dessa distância (Figura 6.7.4). Os braços de alavanca positivos resultam em momentos po- 
sitivos e rotações no sentido horário, enquanto os braços de alavanca negativos resultam em 
momentos negativos e rotações no sentido anti-horário. 

Suponha que as massas m, m2,..., M, estejam localizadas nos pontos x1, x2,..., Xn de um 
eixo de coordenadas, e um fulcro esteja localizado no ponto a (Figura 6.7.5). Dependendo de 
a soma dos momentos em torno de a 


Dom — a) = m @1 — a) + m2 — a) +- + ma On — a) 
k=1 


ser positiva, negativa ou nula, uma viga sem peso ao longo do eixo gira em torno de a no sen- 
tido horário, ou no sentido anti-horário, ou fica perfeitamente balanceada. Nesse último caso, 
diz-se que o sistema de massas está em equilíbrio. 


Figura 6.7.5 Fulcro 


Essas ideias podem ser estendidas para massas distribuídas no espaço bidimensional. Se 
imaginarmos o plano xy como uma chapa sem peso suportando uma massa pontual m locali- 
zada num ponto (x, y), então a tendência de a massa produzir uma rotação da chapa em torno 
da reta x = a é m(x — a), chamada de momento de m em torno de x = a, e a tendência de a 
massa produzir uma rotação em torno da reta y = c é m(y — c), chamada de momento de m 
em torno de y = c (Figura 6.7.6). Em resumo, 


momento de m momento de m 
emtornoda |=m(x-—a) e em torno da | = m(y — c) (2-3) 
linha x = a linha y = c 


Se uma certa quantidade de massas estiver distribuída pelo plano xy, então o plano (conside- 
rado como uma chapa sem peso) fica em equilíbrio num fio de faca ao longo da reta x = a se 
a soma dos momentos em torno da reta for nula. De maneira similar para a reta y = c. 

Agora estamos prontos para resolver o Problema 6.7.1. A ideia básica para resolver 
esse problema é dividir a lâmina em faixas verticais cujas áreas possam ser aproximadas 
por áreas de retângulos. Essas aproximações, junto às Fórmulas (2) e (3), vão nos per- 
mitir criar uma aproximação de somas de Riemann que aproxime o momento da lâmina 
em torno de um eixo horizontal ou vertical. Tomando o limite das somas de Riemann 
obteremos, então, uma integral para o momento de uma lâmina em torno de uma reta 
horizontal ou vertical. Observe que, como a lâmina fica equilibrada nas retas x = x e 
y = y,o momento da lâmina em torno dessas retas deveria ser zero. Essa observação nos 
permitirá calcular x e y. 

Para implementar essa ideia, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos inserindo 
os pontos x1, X2, ..., Xn-| entre a = xo € b = Xn, O que tem o efeito de dividir a lâmina R em n 
faixas Rj, R2, . . . , Ra (Figura 6.7.7a). Suponha que a k-ésima faixa se estenda de xy, até xy e 
que a largura dessa faixa seja 


AX = Xk — Xe 


Denotemos por x; o ponto médio do k-ésimo subintervalo e aproximemos a faixa Ry 
por um retângulo de largura Axx e altura f(x). Por (1), a massa AM; desse retângulo é 
AM, = ôf(x;) Axx e vamos supor que o retângulo se comporta como se toda a sua massa 
estivesse concentrada em seu centro (xý, y) = (Xp, } F(x;)) (Figura 6.7.7b). Então, segue de 
(2) e (3) que os momentos de R; em torno das retas x = xe y = y podem ser aproximados 
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por (xý — X)A M; e (yý — Y) A Ms, respectivamente. Somando essas aproximações, obtemos 
a soma de Riemann que aproxima o momento de toda a lâmina em torno das retas x = x e 
y = y, a saber: 


Ya -IAM = X ak — aif) Ax 


k=1 k=1 
n . _ o n FO) e . 
Li — DAM, = 2 - 5) f (x7) Axk 


Tomando os limites com n crescente e as larguras de todos os intervalos tendendo a zero, ob- 
temos as integrais definidas 


b b 
J -Dafod e | (2-5) araras 


que representam o momento da lâmina em torno das retas x = x e y = y. Como a lâmina se 
equilibra nessas retas, os momentos da lâmina em torno dessas retas deveria ser nulo: 


b b 
(x — x)ôf (x) dx =f (Œ — 5) ôf(x)dx =0 


a 


Como x e y são constantes, essas equações podem ser reescritas como 
b b 
J ôxf(x) dx =x f ôf(x)dx 
a a 


b 1 b 
J UPA =3 | sf) dx 


a 


a partir das quais obtemos as seguintes fórmulas do centro de gravidade da lâmina: 


Centro de Gravidade (x, y) de uma Lâmina 


b b 1 
í ôxf(x)dx / 55 FOD? dx 
x= ʻa y == b (4-5) 
| tax f| tax 


Observe que, em ambas as fórmulas, o denominador é a massa M da lâmina. O numerador na 
fórmula de x é denotado por M, e é denominado primeiro momento da lâmina em torno do 
eixo y, o numerador na fórmula de y é denotado por M, e é denominado primeiro momento 
da lâmina em torno do eixo x. Assim, podemos escrever (4) e (5) como 


Fórmulas Alternativas para o Centro de Gravidade (x, y) de uma Lâmina 


-Mh 1 É 
= = ô d 6 
j M massa de R / altos (6) 
Mx 1 


© fl 
= | z? UED d (7) 


M = massa de R 


> Exemplo 2 Encontre o centro de gravidade da lâmina triangular de vértices (0, 0), (0, 1) 
e (1, 0) e densidade ô = 3. 


Solução A lâmina é mostrada na Figura 6.7.2. No Exemplo 1, calculamos que a massa da 
lâmina é 


3 
M = — 
2 
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Como o fator da densidade foi cance- 
lado, podemos interpretar o centroide 
como uma propriedade geométrica 
da região, o que o distingue do centro 
de gravidade, que é uma proprieda- 
de física de um objeto idealizado que 
ocupa essa região. 


Figura 6.7.8 


O momento da lâmina em torno do eixo y é 


1 1 
M; = I ôxf(x) dx = f 3x(—x + Ddx 
0 0 


i 3 : 3 
= f (3x? +3x)dx = (=+* + 5º)| zejt 
0 2 0 2 


e o momento da lâmina em torno do eixo x é 


11 ã 13 ã 
M, = =5(f(0)) dx= [ (x +12dx 
o 2 o 2 


-f3 sra edad = 
E Es X a 3" X X 2 


Por (6) e (7), 


portanto, o centro de gravidade é (5, 5). 


No caso de uma lâmina homogênea ocupando uma região R, o centro de gravidade da lâmina 
é denominado centroide da região R. Como a lâmina é homogênea, ô é constante. O fator ô 
em (4) e (5) pode ser movido para fora dos sinais de integração (e cancelado), e (4) e (5) po- 
dem ser expressas como 


Centroide de uma Região R 


b 
[ara i b 
= T “= xf(0) dx (8) 
X X 
o ii 
[atoa F 
Jo n E / (Fœ)? dx (9) 
y E ja áreadeR Ja 2 
X X 


> Exemplo 3 Encontre o centroide da região semicircular na Figura 6.7.8. 


Solução Por simetria, temos x = 0, pois o eixo y é claramente uma reta de equilíbrio. Para 
encontrar y, observe inicialmente que a equação do semicírculo é y = f(x) = va? — x2.A 


partir de (9), 


te 


f i00 a= ! fie 3a 
áreade R Ja 2 r "= Tra y2 ada 


1 1 E 
O aeri 
qa! 


de modo que o centroide é (0, 4a/3x7). 4 


Gp) = (ui 


Ay 
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SC +80) 


y=f0) 


yx 


Figura 6.7.9 


» = 80) 


Figura 6.7.10 


E OUTROSTIPOS DE REGIÕES 
A estratégia utilizada para encontrar o centro de gravidade da região do Problema 6.7.1 pode 
ser utilizada para encontrar o centro de gravidade de regiões que não são daquela forma. 
Considere uma lâmina homogênea que ocupe uma região R delimitada por duas fun- 
ções contínuas f(x) e g(x) acima do intervalo [a, b], sendo f(x) > g(x) sea < x < b. Para en- 
contrar o centro de gravidade dessa lâmina, podemos subdividir a lâmina em n faixas usando 
retas paralelas ao eixo y. Se x; for o ponto médio da k-ésima faixa, essa faixa pode ser aproxi- 
mada por um retângulo de largura Ax; e altura f(x) — g(x;). Vamos supor que toda a massa 
do k-ésimo retângulo esteja concentrada em seu centro (x, y;) = (xý, HF G7) + g(x,))) 
(Figura 6.7.9). Continuando o argumento como na solução do Problema 6.7.1, obtemos que 
o centro de gravidade da lâmina é 


b 
J sT- eda 


b 
o [x Ed TERÃO) RP (10) 
x) — g(x)) dx 
E 
J 5 (LICOP — [gG)P) dx , 
E a 2 1 1 , 
o — área E 2 (LICOP — Lg GP) dx (1) 


b 
jl (O =etojd 


Note que a densidade da lâmina não aparece nas Equações (10) e (11). Esse fato reflete 
que o centroide é uma propriedade geométrica de R. 


> Exemplo 4 Encontre o centroide da região R delimitada pelas curvas y = x° e y = x + 6. 


Solução Inicialmente, observe que as duas curvas se intersectam quando x = —2 e x = 3 e 
que x + 6 > x? nesse intervalo (Figura 6.7.10). A área de R é 


3 
f 1+9- = 
E 6 


De (10) e (11), obtemos 


3 


1 
E. 6) —-x!]d 
* IER | e+ B 
6 /1 1 3 
Za e Lx? 43x? — rt 
125 À3 4 E 
o6 125 1 
“125 12 2 


— 1 “i 2; 22 
j= J +0- 03) da 


área de R J2 
Ee TER +36-x9)d 
= 125 ya” X x x 

6 -1Iflẹ po ENT 
= — . - ( =x? + 6x? + 36x — — 

125 (5+6 E 
6 250 
= — — = 4 

125 3 


de modo que o centroide de R é (4, 4). «4 
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Gb = (Gu. vi) 
y 


x= w(y) 


Figura 6.7.11 


Ay 


y= 


y= 


Figura 6.7.12 


Suponha que w seja uma função contínua de y num intervalo [c, d] com w(y) > O se c < y < d. 
Considere uma lâmina que ocupe uma região R limitada acima por y = d, abaixo por y = c, à 
esquerda pelo eixo y e à direita por x = w(y) (Figura 6.7.11). Para encontrar o centro de gra- 
vidade dessa lâmina, observamos que os papéis de x e y no Problema 6.7.1 foram trocados. 
Agora, imaginemos a lâmina subdividida em n faixas usando retas paralelas ao eixo x. Seja y; 
o ponto médio do k-ésimo subintervalo, e aproximemos a faixa por um retângulo de largura 
Ay € altura w(y;). Vamos supor que toda a massa do k-ésimo retângulo esteja concentrada 
em seu centro (xý, y;) = GuOD, yý) (Figura 6.7.11). Continuando o argumento como na 
solução do Problema 6.7.1, obtemos que o centro de gravidade da lâmina é 


d] 

f f z (O dy r i 

ii d = área de R / 2 CEY ady (12) 
J w(y) dy 


d 
f wow 1 d 
j= de E | yord (13) 


d área de R 
J w(y)dy 
È 


Mais uma vez, a ausência da densidade nas Equações (12) e (13) reflete a natureza geométri- 
ca do centroide. 


> Exemplo 5 Encontre o centroide da região R delimitada pelas curvas y = x,y = 1, 
y = 2 e o eixo y (Figura 6.7.12). 


Solução Note que x = w(y) = y? e que a área de R é 


De (12) e (13), obtemos 


1 o 3 Ta 3 31 9 
t= — — E dr asp | = Suns 
E El 29) dy =5 | 7 10 70 

1 2 a 3 14 3 15 45 
= — — dyze cv | EE, 
i arr | 20) = 7” | 7 4738 


de modo que o centroide de R é (93/70, 45/28) = (1,329, 1.607). < 


E TEOREMA DE PAPPUS 


O seguinte teorema, devido ao matemático grego Pappus, dá uma relação importante entre 
o centroide uma região plana R e o volume do sólido gerado pela revolução dessa região em 
torno de uma reta. 


6.7.2 TEOREMA (Teorema de Pappus) Se R for uma região plana limitada e L uma 
reta pertencente ao plano de R, mas tal que R está inteiramente de um lado de L, então o 
volume do sólido gerado pela revolução de R em torno de L será dado por 


volume = (área de R) - ( 


distância percorrida 
pelo centroide 


O centroide percorre 
uma distância 27a. 


Figura 6.7.13 
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DEMONSTRAÇÃO Vamos provar esse teorema no caso especial em que L é o eixo y, a região 
R está no primeiro quadrante e é da forma dada no Problema 6.7.1. (Uma prova menos geral 
será indicada nos exercícios da Seção 14.8.) Nesse caso, o volume V do sólido obtido girando 
R em torno de L pode ser encontrado pelo método das camadas cilíndricas (Seção 6.3), sendo 
dado por 


b 
V= 2n | xf(x)dx 


Assim, segue de (8) que 
V = 2rx[área de R] 


Isso completa a demonstração, uma vez que 277X é a distância percorrida pelo centroide quan- 
do R gira em torno do eixo y. E 


> Exemplo 6 Use o Teorema de Pappus para calcular o volume V do toro gerado pela re- 
volução de uma região circular de raio b em torno de uma reta a uma distância a (maior do 
que b) do centro do círculo (Figura 6.7.13). 


Solução Por simetria, o centroide de uma região circular é seu centro. Então, a distância 
percorrida pelo centroide é 27a. Como a área de um círculo de raio b é nb”, segue, do Teo- 
rema de Pappus, que o volume do toro é 


V = (Qraab?) = 2mºab? 4 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.7 (Ver página 467 para respostas.) 


1. A massa total de uma lâmina homogênea de área A e densidade 
ô é 


2. Uma lâmina homogênea de massa M e densidade ô ocupa uma 
região do plano xy delimitada pelos gráficos de y = f(x), y = 0, 
x=aex= b, sendo fuma função contínua não negativa defini- 
da num intervalo [a, b]. A coordenada x do centro de gravidade 
da lâmina é M,/M, em que M, é denominado o e 
é dado pela integral 


EXERCÍCIOS 6.7 [E] CAs 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Conforme indica a figura ao lado, as massas mı = 5, m = 10 

e m3 = 20 estão posicionadas numa certa viga sem peso. 

(a) Suponha que o fulcro esteja posicionado em x = 5. Sem 
calcular a soma dos momentos em relação a 5, determi- 
ne se essa soma é positiva, zero ou negativa. Explique. 

(b) Onde deve se colocado o fulcro para que a viga fique 
equilibrada? 


Pappus de Alexandria (século IV d.C.) Matemático grego. 
Pappus viveu no início da era cristã, quando a atividade matemática 
estava num período de declínio. Suas principais contribuições apa- 
receram numa série de oito livros chamados A Coleção (escritos 
cerca de 340 d.C.). Esse trabalho, que foi preservado apenas só par- 
cialmente, continha alguns resultados originais, mas era mais dedi- 


3. Seja R a região compreendida pelos gráficos de y = x? e 


y=2-xpara0<x< 1. A área de R é Ze o centroide de R 
é 


4. Se a região R do Exercício 3 for usada para gerar um sólido G 
pela rotação de R em torno de uma reta horizontal a 6 unidades 
acima de seu centroide, então o volume de G é 


m m ma 
Q E) 
A 
I I ] I > 
0 5 x 10 


Figura Ex-1 


cado a deduções, aperfeiçoamentos e demonstrações de resultados 
de matemáticos anteriores. O teorema de Pappus, sem demonstra- 
ção no Livro VII de A Coleção, provavelmente era conhecido e foi 
demonstrado anteriormente. Esse resultado é chamado, às vezes, 
de Teorema de Guldin, como reconhecimento ao matemático suíço 
Paul Guldin (1577 - 1643), que o redescobriu independentemente. 
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2. Conforme indica a figura abaixo, as massas mı = 10, 
m = 3, m, = 4 e m estão posicionadas numa certa viga sem 
peso com um fulcro colocado no ponto 4. 

(a) Suponha que m = 14. Sem calcular a soma dos mo- 
mentos em relação a 4, determine se essa soma é posi- 
tiva, zero ou negativa. Explique. 

(b) Para qual valor de m a viga fique equilibrada? 

my 


ii, 


0 2 3 4 6 


m 


Figura Ex-2 


3-6 Faça uma conjectura sobre as coordenadas do centroide da 
região e confirme-a por integração. E 


3. y 4. Ay 
(1,1) 1 
X 
> 
1 
x 
5 Ay 6. Ay 
1 
1 (2,1) rá 
1 
xX 
2 


7-20 Encontre o centroide da região. E 


7. Ay 8. Ay 


11. O triângulo de vértices (0, 0), (2, 0) e (0, 1). 
12. O triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2, 0). 
13. A região delimitada pelos gráficos de y = x ex + y = 6. 


14. A região delimitada à esquerda pelo eixo y, à direita pela 
reta x = 2, abaixo pela parábola y = x? e acima pela reta 
y=x+6. 


15. A região delimitada pelos gráficos de y = x? e y = x + 2. 
16. A região delimitada pelos gráficos de y = x e y= 1. 
17. A região delimitada pelos gráficos de y = „/x e y = x. 


18. A região delimitada pelos gráficos de x = 1/y, x = 0,y= 1e 
y=2. 


19. A região delimitada pelos gráficos de y = x, x = 1/y? e y = 2. 
20. A região delimitada pelos gráficos de xy = 4 e x + y = 5. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


21. Use considerações de simetria para argumentar que o cen- 
troide de um triângulo isósceles fica na mediana da base do 
triângulo. 


22. Use considerações de simetria para argumentar que o cen- 
troide de uma elipse fica na interseção dos semieixos da 
elipse. 


23-26 Encontre a massa e o centro de gravidade da lâmina dada de 
densidade ô. E 


23. A lâmina delimitada pelo eixo x, a reta x = 1 e a curva y = x; 
ô=2. 


24. A lâmina delimitada pelo gráfico de x = yf e a reta x = 1; 
ô=15. 


25. A lâmina delimitada pelo gráfico de y = |x| careta y = 1; 
3=3. 


26. A lâmina delimitada pelo eixo x e o gráfico da equação y = 
1-x2;8=3. 


c|27-30 Use um CAS par encontrar a massa e o centro de gravidade 


da lâmina dada de densidade ô. E 


27. A lâmina delimitada por y = sen x, y = 0, x = 0 e x = 7; 


ô= 4. 

28. A lâmina delimitada por y = e", y = 0, x = 0 e x = 1; ô = 
1/(e — 1). 

29. A lâmina delimitada pelo gráfico de y = In x, o eixo x e a reta 
q=20=1: 


30. A lâmina delimitada pelos gráficos de y = cos x, y = sen x, 
x=0,x=7/4,;6=1 + 2. 


31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. [No Exercício 34, suponha 
que o quadrado girado fique no plano xy à direita do eixo y.] E 


31. 
32. 
33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.7 
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O centroide de um retângulo é a interseção das diagonais do 
retângulo. 


O centroide de um losango é a interseção das diagonais do lo- 
sango. 


O centroide de um triangulo equilátero é a interseção das me- 
dianas do triângulo. 


Girando um quadrado em torno de seu centro, é possível mudar 
o volume do sólido de revolução obtido girando o quadrado em 
torno do eixo y. 


Encontre o centroide do triângulo de vértices (0, 0), (a, b) e 


(a, —b). 


Prove que o centroide de um triângulo é o ponto de interseção 
das três medianas do triângulo. [Sugestão: Escolha as coorde- 
nadas de tal modo que os vértices do triângulo estejam locali- 
zados em (0, —a), (0, a) e (b, c).] 


Encontre o centroide do trapézio de vértices (—a, 0), (a, 0), 
(—b, c) e (b, c). 


Prove que o centroide de um paralelogramo é o ponto de in- 
terseção das diagonais do paralelogramo. [Sugestão: Escolha 
as coordenadas de tal modo que os vértices do paralelogramo 
estejam localizados em (0, 0), (0, a), (b, c) e (b, a + c).] 


Use o Teorema de Pappus e o fato de que o volume de uma 


esfera de raio a é V = ima para mostrar que o centroide da 


lâmina limitada pelo eixo x e o semicírculo y = a? — x? é 
(0, 4a/(37)). (Esse problema foi resolvido diretamente no 
Exemplo 3.) 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
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Use o Teorema de Pappus e o resultado do Exercício 39 para 
calcular o volume do sólido gerado quando a região limitada 
pelo eixo x e o semicírculo y = ~va? — x? gira em torno da 
(a) retay=— a (b) retay=x—a 


Use o Teorema de Pappus e o fato de que a área de uma elipse 
com semieixos a e b é xab para calcular o volume do toro elíp- 
tico gerado pela revolução da elipse 


«= y 


a? b2 =1 


em torno do eixo y. Suponha que k > a. 


Use o Teorema de Pappus para calcular o volume do sólido ge- 
rado quando a região envolvida por y = x? e y = 8 — x° é girada 
em torno do eixo x. 


Use o Teorema de Pappus para calcular o centroide da região 
triangular com vértices (0, 0), (a, 0) e (0, b), onde a > 0 e 
b > 0. [Sugestão: Gire a região em torno do eixo dos x para 
obter y e em torno do eixo dos y para obter x. ] 


Texto Suponha que uma região R do plano seja decomposta 
em duas regiões, Rı e R2, cujas áreas sejam A, e A2, respecti- 
vamente, e cujos centroides sejam (X1, Y1) e (X2, y2), respecti- 
vamente. Investigue o problema de expressar o centroide de R 
em termos de Ai, As, (X1, Y1) € (X2, Y2). Escreva um relatório 
curto sobre suas investigações e apoie suas conclusões com ar- 
gumento plausíveis. Podemos estender esses resultados a de- 
composições de R em mais do que duas regiões? 


Texto Como podemos reconhecer se um problema pode ser 
resolvido utilizando o Teorema de Pappus? Ou seja, quais são 
as “pistas” e as “incógnitas” que poderiam sugerir uma tal so- 
lução? Discuta dois ou três exemplos. 


b 
1. ôA 2. primeiro momento em torno do eixo y; i ôxf(x)dx 3; ( 
a 


6.8 PRESSÃO E FORÇA DE FLUIDOS 


5 32 
—,— 4. 14x 
14 35 


Nesta seção, usaremos as ferramentas de integração desenvolvidas no capítulo precedente 
para o estudo de pressões e de forças exercidas por fluidos sobre objetos submersos. 


E O QUE É UM FLUIDO? 


Um fluido é uma substância que se ajusta aos contornos de qualquer recipiente no qual for 
colocada. O termo fluido inclui líquidos, como água, petróleo e mercúrio, bem como gases, 
como hélio, oxigênio e ar. O estudo dos fluidos se enquadra em duas categorias: estática dos 
fluidos (estudo dos fluidos em repouso) e dinâmica dos fluidos (estudo dos fluidos em mo- 
vimento). Nesta seção, trataremos somente de estática dos fluidos; posteriormente, perto do 
final do livro, investigaremos problemas de dinâmica dos fluidos. 
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E O CONCEITO DE PRESSÃO 


O efeito de uma força sobre um objeto depende de como ela se espalha sobre a superfície dele. 
Por exemplo, andando na neve com botas, o peso de nosso corpo esmaga a neve e nós afun- 
damos. Porém, se pusermos um par de sapatos de neve, nosso peso se espalhará em uma área 
de superfície maior e seremos capazes de deslizar sobre a superfície. O conceito que leva em 
conta tanto a magnitude da força quanto a área sobre a qual é aplicada é chamado de pressão. 


6.8.1 DEFINIÇÃO Se uma força de magnitude F for aplicada a uma superfície de área A, 
então definimos a pressão P exercida pela força sobre a superfície como sendo 


(1) 


Brand X Pictures /Getty Images, Inc. 

Os sapatos de neve impedem que a 
mulher afunde na neve por espalhar 
seu peso numa área maior para redu- 
zir sua pressão sobre a neve. 


Segue dessa definição que as unidades de pressão são força por unidade de área. As 
unidades mais comuns de pressão são newtons por metro quadrado (N/m?) e libras por po- 
legada quadrada (Ib/pol?) ou libras por pé quadrado (Ib/pé?) no sistema BE. Conforme indi- 
cado na Tabela 6.8.1, 1 newton por metro quadrado é chamado de pascal (Pa). Uma pressão 
de 1 Pa é bem pequena (1 Pa = 1,45 x 1074 Ib/pol?); portanto, é comum usar kilo-pascal 
(kPa), que equivale a 1.000 Pa. 


Tabela 6.8.1 
UNIDADES DE FORÇA E PRESSÃO 
SISTEMA FORÇA + ÁREA = PRESSÃO 
MKS newton (N) metro quadrado (m?) pascal (Pa) 
BE libra (1b) pé quadrado (pé?) Ib/pé? 


BE libra (1b) polegada quadrada (pol?) Ib/pol? (psi) 


FATORES DE CONVERSÃO: 
1 Pa = 1,45 x 10-*Ib/poê = 2,09 x 107 Ib/pé? 
1 Ib/pol? = 6,89 x 10º Pa 1 b/pé? = 47,9 Pa 


Nesta seção, estudaremos forças e pressões sobre objetos submersos em fluidos. As 
pressões em si não têm nenhuma característica direcional; porém, as forças que elas criam 
agem sempre perpendicularmente à superfície do objeto submerso. Assim, na Figura 6.8.1, a 


Blaise Pascal (1623-1662) Matemático e cientista fran- 
cês. A mãe de Pascal morreu quando ele tinha três anos de 
idade e seu pai, um magistrado altamente instruído, cui- 
dou pessoalmente dos estudos iniciais do rapaz. Embora 
| Pascal mostrasse uma inclinação para a Ciência e a Mate- 
mática, seu pai recusou-se a ensiná-lo essas matérias até 


As contribuições de Pascal para a Física incluem a des- 
coberta de que a pressão do ar decresce com a altitude e o prin- 
cípio da pressão dos fluidos que leva seu nome. No entanto, a 
originalidade de seu trabalho é questionada por alguns histo- 
riadores. Pascal deu grandes contribuições ao ramo da Mate- 
mática chamado de Geometria Projetiva, e ajudou a desenvol- 


que dominasse latim e grego. A irmã de Pascal, sua principal bió- 
grafa, afirma que ele descobriu sozinho as 32 primeiras proposi- 
ções de Euclides, sem jamais ter lido um livro de Geometria. (Po- 
rém, é geralmente aceito que tal história é apócrifa.) Não obstante, 
o precoce Pascal publicou um ensaio altamente respeitável sobre 
seções cônicas quando tinha 16 anos de idade. Descartes, lendo o 
ensaio, considerou-o tão brilhante que não podia acreditar ter sido 
escrito por um rapaz tão jovem. Quando tinha 18 anos, sua saúde 
começou a esvair-se e, até a morte, sofreu de dores constantes. 
Porém, sua criatividade nunca foi afetada. 


ver a teoria de Probabilidades através de uma série de cartas 
trocadas com Fermat. 

Em 1646, os problemas de saúde de Pascal causaram-lhe 
uma profunda crise emocional que o levou a tornar-se cada vez 
mais interessado em assuntos religiosos. Embora católico de nas- 
cimento, converteu-se a uma doutrina religiosa chamada janse- 
nismo e gastou a maior parte de seus últimos anos escrevendo 
sobre religião e filosofia. 


[Imagem: http: //commons.wikimedia.org /wiki/File:Blaise pascal. jpg] 
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As forças de um fluido sempre 
agem perpendicularmente à 
superfície do objeto submerso. 


Figura 6.8.1 


Tabela 6.8.2 


DENSIDADE DE PESO 


MKS N/m? 
Óleo de máquina 4.708 
Gasolina 6.602 
Água pura 9.810 
Água do mar 10.045 
Mercúrio 133.416 
BE Ib/pé 
Óleo de máquina 30,0 
Gasolina 42,0 
Água pura 62,4 
Água do mar 64,0 
Mercúrio 849,0 


Todas as densidades são afetadas por 
variações na temperatura e na pressão. 
Os pesos específicos também são afe- 
tados por variações de g. 


Figura 6.8.2 
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pressão da água cria forças horizontais sobre os lados do tanque, forças verticais sobre o fun- 
do do tanque e, sobre as diferentes partes do corpo da nadadora, forças que variam em direção 
e sentido, de forma a serem sempre perpendiculares ao corpo. 


> Exemplo 1 Referindo-se à Figura 6.8.1, suponha que as costas da mão da nadadora têm 
uma área de superfície de 8,4 x 10) m° e que a pressão agindo sobre ela seja de 5,1 x 10? 
Pa (um valor realista próximo do fundo de uma piscina). Encontre a força que age sobre a 
mão da nadadora. 


Solução A partir de (1), a força F é 
F=PA=(5,1x10!N/m?)(8,4 x 10 mô ~ 4,3 x 102N 


Isso é um valor bem grande para uma força (cerca de 100 Ib no sistema BE). < 


E DENSIDADE DE FLUIDO 

Os mergulhadores sabem que, quanto mais fundo estiverem, maiores são a pressão e a força 
que sentem sobre seus corpos. Essa sensação de pressão e de força é causada pelo peso da 
água e do ar sobre eles — quanto mais fundo mergulharem, maior será o peso da água e, por- 
tanto, maior a pressão. 

Para calcular as pressões e as forças sobre objetos submersos, precisamos saber alguma 
coisa sobre as características dos fluidos nos quais eles estão submersos. Para simplificar, 
vamos supor que os fluidos considerados são homogêneos, significando que duas amostras 
com o mesmo volume têm a mesma massa. Segue dessa hipótese que a massa por unidade de 
volume é uma constante ô, a qual depende das características do fluido, mas não do tamanho 
e da localização da amostra; chamamos 


= (2) 


m 
V 
de densidade de massa do fluido. As vezes, é mais conveniente trabalhar com o peso por uni- 
dade de volume. Assim, definimos a densidade de peso (peso específico) p de um fluido como 
sendo 


p=5 (3) 


onde w é o peso da amostra do fluido de volume V. Assim, se o peso específico for conheci- 
do, o peso w da amostra do fluido com volume V pode ser calculado pela fórmula w = pV. A 
Tabela 6.8.2 mostra alguns pesos específicos típicos. 


E PRESSÃO DE FLUIDO 

Para calcular pressões e forças de fluidos, precisamos fazer uso de uma observação experi- 
mental. Suponha que uma superfície plana de área A esteja submersa em um fluido homogê- 
neo de densidade de peso p de tal maneira que toda a superfície se encontre entre as profundi- 
dades h; e h2, onde hı < h (Figura 6.8.2). Os experimentos mostram que o fluido exerce em 
ambos os lados da superfície uma força que é perpendicular à superfície e cuja magnitude F 
satisfaz as desigualdades 


Assim, segue de (1) que a pressão P = F/A em um dado lado da superfície satisfaz as desi- 
gualdades 


ph < P < ph (5) 
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A pressão vezes a área 
é a força do fluido. 


Figura 6.8.3 


Figura 6.8.4 


Observe que agora é imediato calcular a força e a pressão de um fluido em uma superfície 
plana que está submersa horizontalmente a uma profundidade h, pois então h = hı = Mm, e as 
desigualdades (4) e (5) tornam-se as igualdades 


F = phA (6) 
P= ph (7) 


> Exemplo 2 Encontre a pressão e a força do fluido no topo de uma placa circular plana, 
com raio de 2 m, submersa horizontalmente na água a uma profundidade de 6 m (Figura 6.8.3). 


Solução Como o peso específico da água é p = 9.810 N/mº, tem-se, a partir de (7), que a 
pressão do fluido é 


P = ph = (9.810)(6) = 58.860 Pa 
e a partir de (6) que a força do fluido é 
F = phA = ph(xr) = (9.810)(6)(47) = 235.4407 = 739.700N «4 


E FORÇA DO FLUIDO SOBRE UMA SUPERFÍCIE VERTICAL 

Foi fácil calcular a força do fluido sobre a placa horizontal no Exemplo 2, pois todos os pon- 
tos estavam na mesma profundidade. O problema de encontrar a força do fluido sobre uma 
superfície vertical é mais complicado, pois a profundidade e, portanto, a pressão, não são 
constantes na superfície. Para encontrar a força do fluido sobre uma superfície vertical, va- 
mos necessitar do Cálculo. 


6.8.2 PROBLEMA Suponha que uma superfície plana esteja imersa verticalmente em 
um fluido com peso específico p e que a parte submersa da superfície se estenda de 
x = a até x = b, ao longo da parte positiva do eixo x (Figura 6.8.4a). Dado a < x < b, 


seja w(x) a largura da superfície e A(x) a profundidade do ponto x, defina o que enten- 
demos por força do fluido F sobre a superfície e encontre uma fórmula para calculá-la. 


A ideia básica para resolver esse problema é dividir a superfície em faixas horizontais 
cujas áreas possam ser aproximadas por áreas de retângulos. Essas aproximações de áreas, jun- 
to às desigualdades (4), permitirão criar uma soma de Riemann que aproxime a força total na 
superfície. Tomando um limite de somas de Riemann, obteremos uma integral para F. 

Para implementar essa ideia, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos inserindo 
os pontos x1, X2, . . . , Xn—1 entre a = xo € b = xy. Isso tem o efeito de dividir a superfície em 
n faixas com áreas Ay, k = 1, 2,..., n (Figura 6.8.4b). Segue de (4) que a força Fp na k-ésima 
faixa satisfaz as desigualdades 


ph(x- As < Fk < oh(x)As 


ou, equivalentemente, 
Fk 
h(xk-1) < —— < h(x) 
pAk 


Como a função profundidade A(x) cresce linearmente, deve existir algum ponto xj entre x-1 
e xy tal que 
F 
hak) = —— 
pAÅk 
ou, equivalentemente, 


F; = oh(xj) Ak 
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Agora, aproximamos a área A; da k-ésima faixa da superfície pela área de um retângulo de 
largura w (xý) e altura Axy = xk — x-1 (Figura 6.8.4c). Segue que Fp pode ser aproximado por 


F; = oh(xj) Ak ~ ph(xj) - wý) Axk 
— 
Área do retângulo 


Somando essas aproximações, obtemos a seguinte soma de Riemann, que aproxima a força 
total F sobre a superfície: 


n n 

F = bD F = Do ohe wa) Axy 
k=1 k=1 

Tomando o limite quando n cresce e a extensão dos subintervalos tende a zero, obtemos a 

integral definida 


max Ax; > a 


n b 
F= dim 5 ph ul) Ax = f ph(x)w(x) dx 
k=1 
Em suma, temos o seguinte resultado: 


6.8.3 DEFINIÇÃO Suponha que uma superfície plana esteja imersa verticalmente em 

um fluido com peso específico p, e que a parte submersa da superfície se estenda de x = a 

até x = b ao longo de um eixo x cujo sentido positivo seja para baixo (Figura 6.8.4a). 

F Dado a < x < b, suponha que w(x) seja a largura da superfície e que h(x) seja a profundi- 
100 pés 


dade do ponto x. Então, definimos a força do fluido F sobre a superfície por 


b 
Bon ri | ph(x)w(x) dx (8) 
MPEs a a 
(a) 
0 >>> 
h(x) { > Exemplo 3 A face de um dique é um retângulo vertical com altura de 100 pés e largura 
É de 200 pés (Figura 6.8.5a). Encontre a força total que o fluido exerce sobre a face quando a 
superfície da água está no nível do topo do dique. 
100 
Solução Introduzimos um eixo x com origem na superfície da água, conforme mostra a Fi- 
(b) gura 6.8.5b. Em um ponto x sobre esse eixo, a largura do dique é w(x) = 200 pés e a profun- 
Figura 6.8.5 didade é h(x) = x pés. Assim, a partir de (8) com p = 62,4 Ib/pé (peso específico da água), 
obtemos como força total sobre a face 
100 100 
+ F z. (62,4) (x)(200) dx = 12.480 [ x dx 
3 pés 0 0 e 
AL cer x2 
Lp = 12.480 =] = 62.400.000 lb < 
| Il 3 
j— 10 pés —>| 
(a) > Exemplo 4 Uma placa com o formato de triângulo isósceles, com base de 10 pés e al- 
o tura de 4 pés, é imersa verticalmente em óleo de máquina, conforme mostra a Figura 6.8.6a. 
Encontre a força F que o fluido exerce sobre a superfície da placa se o peso específico do óleo 
(ei Bh g 0 for p = 30 Ib/pê. 
5 Solução Vamos introduzir um eixo x, conforme mostra a Figura 6.8.6b. Por semelhança 


[LO 


de triângulos, a extensão da placa, em pés, a uma profundidade A(x) = (3 + x) pés, satisfaz 


(b) w(x) =X lago EE x 


Figura 6.8.6 10 4 
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Assim, tem-se, a partir de (8), que a força sobre a placa é 


b 4 
F =] ph(x)w(x)dx a. (30)(3 + x) (52) dx 
a 0 


4 3x2; 3 4 
sis] (Ox +1ar =75| + | = 3.400 1b «4 
0 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.8 (Ver página 473 para respostas.) 


1. A unidade de pressão equivalente a 1 newton por metro quadra- 
do (N/m?) é chamada de . A unidade de pressão 
psi significa 

2. Dado que o peso específico da água é 9.810 N/mº, a pressão 
de fluido em uma lâmina retangular de 2 por 3 m que está sub- 
mersa horizontalmente na água a uma profundidade de 10 m é 
de . A força do fluido na placa é de 


3. Suponha que uma superfície plana esteja imersa verticalmente 
em um fluido de peso específico p e que a parte submersa da 


EXERCÍCIOS 6.8 


superfície se estenda de x = a até x = b ao longo de um eixo 
x, cujo sentido positivo é para baixo. Se, coma < x < b, a su- 
perfície tiver largura w(x) e profundidade h(x), então a força de 
fluido na superfície é F = 


Uma lâmina retangular com 2 m de largura por 3 m de altura está 
submersa verticalmente em água de tal modo que seu topo está a 
5 m abaixo da superfície da água. Uma expressão integral para a 
força da água sobre a superfície plana é F = 


Nestes exercícios, quando necessário, consulte a Tabela 6.8.2 para 
os pesos específicos dos fluidos. E 


1. Uma placa retangular plana é imersa horizontalmente em água. 
(a) Encontre a força (em 1b) e a pressão (em Ib/pés?) sobre a 
superfície superior da placa se sua área for de 100 pés? e a 
superfície estiver a 5 pés de profundidade. 
(b) Encontre a força (em N) e a pressão (em Pa) sobre a super- 
fície superior da placa se sua área for de 25 m? e a superfí- 
cie estiver a 10 m de profundidade. 


2. (a) Encontre a força (em N) sobre o convés de um navio afun- 
dado se sua área for de 160 m?e a pressão sobre o convés 
for de 6,0 x 10º Pa. 

(b) Encontre a força (em lb) sobre a máscara de um mergulha- 
dor se sua área for de 60 pol? e a pressão sobre ela for de 
100 Ib/po??. 


3-8 As superfícies planas mostradas estão imersas verticalmente 
em água. Encontre a força do fluido sobre cada superfície. EH 


k4 pés 


4 pés 4 pés 


9. 


10. 


11. 


Suponha que uma superfície plana esteja imersa verticalmente 
em um fluido de peso específico p. Dobrando-se p, dobra tam- 
bém a força sobre a superfície? Explique seu raciocínio. 


Um tanque de óleo tem a forma de um cilindro circular reto, 
com 4 pés de diâmetro. Encontre a força total do fluido sobre 
um extremo quando o eixo é horizontal e o tanque está cheio 
até a metade com um óleo de peso específico de 50 Ib/pés”. 


Uma placa quadrada com a pés de lado está mergulhada em um 
líquido de peso específico p Ib/pés”. Encontre a força do fluido 
sobre a placa se um vértice estiver tocando a superfície e uma 
diagonal for perpendicular a esta. 


12-15 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


12. 


13. 


14. 


15. 


A pressão e a força têm as mesmas unidades no sistema 
MKS. 


Num tanque d'água cilíndrico (com eixo vertical), a força do 
fluido na base do tanque é igual ao peso da água no tanque. 


Num tanque d'água retangular, a força do fluido em qualquer 
um dos lados do tanque é menor do que a força do fluido na 
base do tanque. 


Em qualquer tanque d'água com uma base plana, a força do 
fluido na base do tanque é, no máximo, igual ao peso da água 
no tanque, independentemente do formato do tanque. 
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16-19 A Fórmula (8) dá a força do fluido em uma superfície plana 
imersa verticalmente em um fluido. Mais geralmente, se uma su- 
perfície plana for submersa de tal modo que faz um ângulo de O < 


0 2 tical, então a f do fluido sob fíci 
; no a vertical, então a força do fluido sobre a superfície ENEOCANDO CONCEITOS 


21. (a) Mostre: Se o submarino do Exercício 20 estiver descen- 


b 
r= [ ph(x)w(x) sec O dx 


Use essa fórmula nestes exercícios. E 


16. Derive a fórmula dada acima para a força do fluido sobre uma 
superfície plana imersa a um certo ângulo em um fluido. 


17. A figura abaixo mostra uma piscina retangular cujo fundo é um 
plano inclinado. Encontre a força da água sobre o fundo quan- 
do a piscina estiver cheia até o topo. 


8 pés 


l0pés Figura Ex-17 


18. Por quantos pés devemos baixar a água da piscina do Exercício 
17 para que a força no fundo seja reduzida por um fator de 1? 


19. A figura abaixo mostra um dique cuja face é um retângulo in- 
clinado. Encontre a força do fluido sobre a face quando o nível 
da água estiver no topo do dique. 


Figura Ex-19 


20. Uma janela de observação em um submarino é um quadrado 
com 2 pés de lado. Usando po como o peso específico da água 
do mar, encontre a força exercida pelo fluido sobre a janela 
quando o submarino estiver submerso de tal forma que a ja- 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.8 


22. (a) Denote por D = D, um disco de raio a submerso em 


23. 


24. 


nela esteja vertical e seu topo se encontre a uma profundidade 
de h pés. 


do verticalmente a uma taxa constante, então a força do 
fluido sobre a janela aumenta a uma taxa constante. 

(b) Com que taxa a força do fluido sobre a janela está cres- 
cendo se o submarino estiver descendo verticalmente a 
20 pés/min? 


um fluido de peso específico p de tal maneira que o 
centro de D esteja h unidades abaixo da superfície do 
fluido. Para cada valor de r no intervalo (0, a], seja D, 
o disco de raio r que é concêntrico com D. Escolha um 
lado do disco D e defina P(r) como a pressão do fluido 
no lado escolhido de D,. Use (5) para provar que 


Jp PO = ok 


(b) Explique por que o resultado de (a) pode ser interpre- 
tado como significando que a pressão de um fluido a 
uma dada profundidade é a mesma em todas as dire- 
ções. (Essa afirmação é uma versão de um resultado 
conhecido como Princípio de Pascal.) 


Texto Suponha que modelemos a atmosfera terrestre como 
um “fluido”. A pressão atmosférica no nível do mar é P = 14,7 
Ib/in? e o peso específico do ar no nível do mar é, aproximada- 
mente, p = 4,66 x 1075 Ib/irê. Com esses números, qual seria 
a altura da atmosfera sobre a Terra de acordo com a Fórmula 
(7)? Essa resposta é razoável? Se não for, explique como po- 
deríamos modificar nossas hipóteses para obter uma resposta 
mais plausível. 


Texto Suponha que o peso específico p de um fluido seja uma 
função p = p(x) da profundidade dentro do fluido. Como deve- 
remos alterar a Fórmula (7) da pressão de fluido nesse caso? Dê 
argumentos plausíveis para sustentar sua argumentação. 


3 


b 
1. pascal; libras por polegada quadrada (sigla em inglês) 2. 98.100 Pa; 588.600N 3. | ph(x)w(x)dx 4. 1 9810 [(5 + x)2] dx 
a 0 
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6.9 FUNÇÕES HIPERBÓLICAS E CABOS PENDENTES 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Os sistemas algébricos computacio- 
nais têm recursos para calcular dire- 
tamente as funções hiperbólicas, o 
que algumas calculadoras não têm. 
Contudo, se o leitor quiser calcular o 
valor de uma função hiperbólica em 
uma calculadora, isso pode ser feito 
expressando-a em termos de funções 
exponenciais, como no Exemplo 1. 


Nesta seção, estudaremos certas combinações de e* e e* denominadas “funções hiperbólicas”. 
Essas funções, que aparecem em várias aplicações em Engenharia, têm muitas propriedades 
em comum com as funções trigonométricas. Tais semelhanças são supreendentes, uma vez que 
há muito pouco no aspecto exterior que sugira qualquer relação entre exponenciais e funções 
trigonométricas. Isso se deve ao fato de essas relações ocorrerem dentro do contexto dos 
números complexos, um tópico que deixaremos para cursos mais avançados. 


E DEFINIÇÕES DE FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 

Para introduzir as funções hiperbólicas, observe que, no Exercício 65 da Seção 0.2, foi mos- 
trado que a função e* pode ser expressa da seguinte forma, como a soma de uma função par 
e de uma função ímpar: 


etteto ec e™ 


x 
er T 
2 2 
e e 
Par Impar 


Essas funções são suficientemente importantes para que haja nomes e notações associados 
a elas: a função ímpar é chamada de seno hiperbólico de x e a par, cosseno hiperbólico de x. 


Elas são denotadas por 
e —e™ e” te 
senh x = ———— e coshx = ————— 
2 2 


Dessas duas pedras fundamentais, podemos criar mais quatro funções e obter o seguinte con- 
junto de seis funções hiperbólicas. 


6.9.1 DEFINIÇÕES 


Seno hiperbólico 
Cosseno hiperbólico 


Tangente hiperbólica 


Cotangente hiperbólica 


Secante hiperbólica 


Cossecante hiperbólica 


> Exemplo 1 
0—e® 1-1 
senh 0 = = =0 
2 2 
0 —0 1 1 
cosh 0 = AEA = an =1 
2 2 
2.52 
senh 2 = É < ~ 3,6269 < 
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Glen Allison/Stone/Getty Images 

O projeto do Gateway Arch, em St. 
Louis, nos Estados Unidos, está ba- 
seado em uma curva invertida do cos- 
seno hiperbólico (Exercício 73). 


E GRÁFICOS DAS FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 


Os gráficos das funções hiperbólicas, que aparecem na Figura 6.9.1, podem ser gerados com 
um recurso computacional, mas vale a pena observar que a forma geral do gráfico de y = cosh x 
pode ser obtida esboçando-se separadamente os gráficos de y = Le” ey= le™ e somando-se 
as coordenadas y correspondentes [ver a parte (a) da figura]. Analogamente, a forma geral do 


geago do y = senh x pode ser obtida esboçando-se separadamente os gráficos de y = le e 


y = —5€ * e somando-se as coordenadas y correspondentes [ver a parte (b) da figura]. 
q Ay y AY 
N / 
N Zá 
Ne ZA i 

1x > 1 = 
metida, a 
dd Ceia e E 
Ee = z 
4 i 

(a) (c) 

Ay A) A 


y= 
y= 
y= 


y = sech x y= cossech x | 


(d) (e) (9) 
Figura 6.9.1 


Observe que senh x tem um domínio de (—%, +) e uma imagem de (— 90,40), en- 
quanto cosh x tem um domínio de (—co, +) e uma imagem de [1, +). Observe também 
que y = je ey= Le são assíntotas curvilíneas de y = cosh x, no sentido de que o gráfico 
dessa função fica cada vez mais próximo do gráfico de y = je quando x —> +ºº, e cada vez 
mais próximo de y = sex quando x —> —oo (ver Seção 4.3). Da mesma forma, y = je e 
y= —1e* são assíntotas curvílineas para y = senh x, quando x—> +% e x—> —o, respecti- 


vamente. As demais propriedades das funções hiperbólicas serão exploradas nos exercícios. 


E CABOS PENDENTES E OUTRAS APLICAÇÕES 


As funções hiperbólicas surgem em movimentos vibratórios dentro de sólidos elásticos e, 
mais geralmente, em muitos problemas nos quais a energia mecânica é gradualmente absor- 
vida pelo meio ambiente. Elas também ocorrem quando um cabo flexível e homogêneo é sus- 
penso entre dois pontos, como as linhas telefônicas entre dois postes. Tais cabos formam uma 
curva denominada catenária (em latim, catena significa “cadeia”). Se, como na Figura 6.9.2, 
for introduzido um sistema de coordenadas tal que o ponto mais baixo do cabo esteja no eixo 
y, pode ser mostrado, usando princípios da Física, que o cabo tem uma equação da forma 


y=acosh(-) +c 
a 
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em que os parâmetros a e c são determinados pela distância entre os postes e a composição 


y = a cosh (x/a) + c 
= do caso. 


E IDENTIDADES HIPERBÓLICAS 
As funções hiperbólicas satisfazem várias identidades similares àquelas das funções trigono- 
métricas. A mais fundamental delas é 


cosh? x — senh? x = 1 (1) 


Figura 6.9.2 


que pode ser provada escrevendo-se 


cosh? x — senh? x = (cosh x + senh x)(cosh x — senh x) 


o et tre E et — e™ e teto ee 
o 2 2 2 2 


=e%.e*=l1 


Outras identidades hiperbólicas podem ser deduzidas de modo semelhante ou, alter- 
nativamente, executando operações algébricas nas identidades conhecidas. Por exemplo, se 
dividirmos (1) por cosh? x, obteremos 


1 — tgh? x = sech?x 
e se dividirmos (1) por senh? x, obteremos 
cotgh? x — 1 = cossech? x 


O teorema a seguir resume algumas das identidades hiperbólicas mais úteis. As provas 
que ainda não foram feitas serão deixadas como exercício. 


Larry Auippy/Mira.com/Digital Railroad, Inc. 
Um cabo flexível suspenso entre dois 6.9.2 TEOREMA 
postes forma uma catenária. 


cosh x + senh x = e senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 


x 


cosh x — senh x = e” cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


cosh? x — senh? x = 1 senh (x — y) = senh x cosh y — cosh x senh y 
Ay 
2,00 1 — teh? x = sech? x cosh (x — y) = cosh x cosh y — senh x senh y 
+ =1 (cos t, sen t) 
cotgh? x — 1 = cossech? x senh 2x = 2 senh x cosh x 
xX 
> cosh (—x) = cosh x cosh 2x = cosh? x + senh? x 
senh (—x) = —senh x cosh 2x = 2 senh? x + 1 = 2 cosh? x — 1 
(a) 
ado aasi E POR QUE SÃO CHAMADAS DE FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 
É Lembre que as equações paramétricas 
PR x=cost, y=sent (O<t<27m) 
x representam o círculo unitário x? + y? = 1 (Figura 6.9.3a), como pode ser visto escrevendo-se 
xX+y=cost+semt=1 
Se 0 < t < 27, então o parâmetro t pode ser interpretado como o ângulo em radianos desde o 
eixo x positivo até o ponto (cos t, sen £) ou, alternativamente, como o dobro da área sombrea- 
(b) da na Figura 6.9.3a (verifique). Analogamente, as equações paramétricas 


Figura 6.9.3 x=cosht, y= senh t (—% < t < +%) 
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representam uma parte da curva x? — y? = 1, como pode ser visto escrevendo-se 
xX — y = cosh? t — senh? t = 1 


e observando-se que x = cosh t > 0. Essa curva, que está na Figura 6.9.3b, é a metade direita 
de uma curva denominada hipérbole unitária; essa é a razão pela qual as funções nesta seção 
são chamadas de funções hiperbólicas. Pode-se mostrar que, se t > 0, então o parâmetro t pode 
ser interpretado como o dobro da área sombreada na Figura 6.9.3b. (Omitimos os detalhes.) 


E FÓRMULAS PARA AS DERIVADAS E AS INTEGRAIS 


As fórmulas para as derivadas de senh x e cosh x podem ser obtidas expressando-se estas fun- 


ções em termos de e* e e™: 


d d X _ px X =x 

z [senha] a É — | se — = cosh x 
d d |e p+e™ et — e” 
— [cosh x] = = = senh x 
dx dx 2 2 


As derivadas das funções hiperbólicas restantes podem ser obtidas expressando-as em termos 
de senh e cosh e aplicando-se as identidades apropriadas. Por exemplo: 


d d 
d d h cosh x — [senh x] — senh x — [cosh x] 
Laa st 
dx dx | cosh x cosh” x 
cosh? x — senh? x 1 2 
= 3 = z = sech” x 
cosh” x cosh” x 


O teorema a seguir fornece uma lista completa de fórmulas de derivação e de integração para 
as funções hiperbólicas. 


6.9.3 TEOREMA 


d d 
— [senh u] = odn cosh u du = senh u + C 
dx dx 


d d 
— [cosh u] = senh nes senh u du = cosh u + C 


dx dx 


d d 
— [cotghu] = —cossech? PESE cossech? u du = — cotghu + C 
dx dx 


d d 
— [sech u] = —sech uighu T sech u tehu du = —sechu + € 
X 


dx 


d du 
—[cossech u] = —cossech u cotgh u — 
dx dx 


d d 
— [tgh u] = sech? EE f sech? u du = tghu + C 
dx dx 


cossech u cotgh u du = —cossech u + C 


> Exemplo 2 


A eaha = senh (x°) - r = 3x? senh (x°) 
dx dx 


d fIn(tgh 0] 1 d isto sech? x 
— [un x)| = . * d E= 
dx è tghx dx = tgh x 
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-45 l 


y = 56,01 cosh(zg 


Figura 6.9.4 


56,01 


)- 25,08 


> Exemplo 3 


cosh x 


= In |coshx| + C u= coshy 
du = senh x dx 


= ln(cosh x) + C 


senhº x cosh x dx = l senhfx + C Ss 
6 du = cosh x dx 


h 
tghxdr= | E 2 dx 


Como cosh x > 0 em cada x, estamos autorizados a abolir os sinais de valor absoluto. < 


> Exemplo 4 Um cabo de 100 pés está preso pelas pontas no alto de dois postes de 50 pés 
posicionados a 90 pés de distância (Figura 6.9.4). A que altura acima do solo está o ponto 
médio do cabo? 


Solução Pelo que vimos acima, o cabo forma uma catenária de equação 
y = a cosh C ) +c 


onde a origem está no solo a meio caminho entre os dois postes. Usando a Fórmula (4) da 
Seção 6.4 para o comprimento da catenária, temos 


100 = f. ao Ee 
45 
d 
= 2 Í T dx Es simetria 
Es 
45 
= 2 [ 1 + senh? (=) dx 
0 a 
X 
aa 
0 coshx > 0 
45 


45 
= 2a senh (5) | = 2a senh (5) 
a” Jo a 


Usando o recurso numérico de uma calculadora para resolver 
45 
100 = 2a senh | — 
a 


em a obtemos a = 56,01. Então, 


45 
50 = y(45) = 56,01 cosh ( 


x 7 
s) +c a~ 75,08 +c 


de modo que c = —25,08. Assim, o ponto médio do cabo está a y(0) = 56,01 — 25,08 = 30,93 
pés acima do solo (Figura 6.9.4). < 


E FUNÇÕES INVERSAS DAS FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 

A partir da Figura 6.9.1, é evidente que os gráficos de senh x, tgh x, cotgh x e cossech x pas- 
sam pelo teste da reta horizontal, mas os gráficos de cosh x e sech x não. No último caso, 
restringir x como não negativo torna as funções invertíveis (Figura 6.9.5). Os gráficos das 
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Com a restrição de que x>0, 
as curvas y = cosh x e y = sech x 
passam pelo teste da reta 


horizontal. 


Figura 6.9.5 


Figura 6.9.6 
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seis funções hiperbólicas inversas na Figura 6.9.6 foram obtidos por reflexão em torno da reta 
y = x (com as restrições apropriadas). 

A Tabela 6.9.1 resume as propriedades básicas das funções hiperbólicas inversas. O 
leitor deve confirmar que os domínios e as imagens na tabela estão de acordo com os gráficos 


na Figura 6.9.6. 
AY Ay Ay 
x x x 
> > > 
-1 1 
y = arc senh x y = arc cosh x | y= arc tgh x | 
AY Ay Ay 
x x x 
> > > 


y = arc cotgh x 


y = arc sech x | 


| y = arc cossech x 


Tabela 6.9.1 
PROPRIEDADES DAS FUNÇÕES HIPERBÓLICAS INVERSAS 


FUNÇÃO DOMÍNIO IMAGEM RELAÇÕES BÁSICAS 
arc senh (senh x) = x se —% <x <+% 
arc senh x (-00, +00) (=œ, +00) 
senh (arc senh x)= x se —0<x<+o 
arc cosh (cosh x)= x se x20 
arc cosh x [1, +00) [0, +00) 
cosh (arc cosh x)= x se x21 
arc tgh (tgh x)= x se —% <x <+% 
arc tgh x (1,1) (-00, +00) 


tgh (arc tghx)= x se -|<x<l 


arc cotghx (-00,-1) U (1, +00) 


(=œ, 0) U (0, +00) 


arc cotgh (cotgh x)= x se x<00ux>0 
cotgh (arc cotghx)= x se x<-loux>1 


arc sech x 


(0, 1] 


LO, +00) 


arc sech (sech x)= x se x20 


sech (arc sech x)= x se 0<x<1 


arc cossech x (-00, 0) U (0, +œ) (=œ, 0) U (0, +00) 


arc cossech (cossech x)= x se x< 0oux>0 
cossech (arc cossech x)= x se x<0oux>0 
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E FORMAS LOGARÍTMICAS DAS FUNÇÕES HIPERBÓLICAS INVERSAS 

Como as funções hiperbólicas podem ser expressas em termos de e*, não deve constituir uma 
surpresa que as funções hiperbólicas inversas possam ser expressas em termos dos logaritmos 
naturais. O próximo teorema mostra isso. 


6.9.4 TEOREMA As seguintes relações valem em cada x do domínio das funções hiper- 
bólicas inversas dadas: 


arc senh x = ln(x + vx? +1) arc cosh x = ln(x + vx? — 1) 


1 
arc cotgh x = — In ( 
2 xX 


arc cossech x = In (: dp M 
3 


Vamos mostrar como deduzir a primeira fórmula desse teorema, deixando as restantes como 
exercício. A ideia básica é escrever a equação x = senh y em termos de funções exponenciais 
e resolvê-la para y como uma função de x. Isso irá produzir a equação y = arc senh x, em que 
arc senh x está expressa em termos de logaritmos naturais. Expressando x = senh y em termos 
de exponencias, obtemos 


e e 


2 


x = senh y = 


a qual pode ser reescrita como 

O a 
Multiplicando essa equação por e ”, obtemos 

e” — 2x8 —- 1=0 
e, aplicando a fórmula quadrática, obtemos 


2x + 4x2 +4 
2 


x? +1 


ay 
= 
Il 
I 
= 
Q 
M 


Uma vez que e” > 0, a solução envolvendo o sinal menos deve ser descartada. Assim, 
e =x+vx? +1 
Tomando o logaritmo natural, obtemos 


y =]ln(x +vx? +1) ou arcsenh x = ln(x + vyx? +1) 


> Exemplo 5 


arc senh 1 = In(1 + V12 +1) = In(1 + v2) ~ 0,8814 


1\ 1, /1+4\ 1 
arc tgh =- ln 2 | = = 1In3 ~ 0,5493 < 
2 2 2 


1 
l-3 
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Mostre que a derivada de arc senh x 
pode também ser obtida tomando 
y = arc senh x e, então, diferenciando 
implicitamente a equação x = senh y. 


E DERIVADAS E INTEGRAIS DE FUNÇÕES HIPERBÓLICAS INVERSAS 
As fórmulas para as derivadas das funções hiperbólicas inversas podem ser obtidas do Teo- 
rema 6.9.4. Por exemplo, 


d d 1 

— [arc senh x] = “ [n(x + vx? +1)] = 1+ E 

Em dg x+vx2 +1 x2+1 
x? +1+x 1 


CE quad 


Esse cálculo leva a duas fórmulas de integração: a que envolve arc senh x e uma fórmula equi- 
valente envolvendo logaritmos: 


d pe 
|= = arc senh x + C = ln(x + Vx? +1)+C 
yx? +1 
Os dois teoremas a seguir dão uma lista das fórmulas de derivação e das corresponden- 


tes fórmulas de integração para as funções hiperbólicas inversas. Algumas das provas apare- 
cem como exercícios. 


6.9.5 TEOREMA 


1 du 


1 RR 
d 1 du d 

Ea h u) = E S pe E 

FE (arc cosh u) TE. u > EE (arc sech u) E E 

d al d 1 d 
Em tgh u) = eA s A <i m cossech u) = — vo 


d d 
— (arc senh u) = — (arc cotgh u) = 
dx dx 


I= 


— u? dx’ 


6.9.6 TEOREMA Sea > o0, então 


d 
[== ese (5) +c ou In(u + yu? +a2)+C 
Va? + u? a 
/ du u 
> = arccosh(-) 
VE a 


1 
-arc tgh (Ž) +C, ju| < a 
du a a 
/ = ou n +C, lul£a 


a? — u? 1 u a—u 
— arc cotgh (=) +C, lul>a 
a a 


+C ou In(ut+vu?-a)+C, u>a 


f du o 
uv a? — u? 


1 1 2 
are sech |-| +C ou m(t |+ o< miza 
a a a 


a? + u? 


lu] 


il u 1 a + 
—-—arc cossech |=| +C ou —-In 
a a a 


du 
= MO 
[rr 
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> Exemplo 6 Caleute f 


Solução 


dx 
ET so 
v4x2 — 9 2 


Seja u = 2x. Assim, du = 2 dx e 


3 


2dx 


/ dx E 
V4x2 — 9 


1 1 2 
= ae cash (5) +C = q ego (5) +C 


=5) du 
V42-9 2) [2-3 


Alternativamente, podemos utilizar o equivalente logarítmico de arc cosh (2x/3), 


2 
arc cosh (5) = In(Q2x+v4x?—-9)—-In3 


(verifique) e expressar a resposta como 


f dx 
y4x?—9 


1 
= — In(2x + vV4x?—9)+C 4 


2 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.9 (Ver página 485 para respostas.) 


1. cosh x= senh x = 
tgh x = 
2. Complete a tabela. 
cosh x | senh x| tghx |cotgh x| sech x |cossech x 
DOMÍNIO 
IMAGEM 
3. As equações paramétricas 


x=cosht, y=senht (—% < t< +%) 


representam o lado direito de uma curva chamada 
Eliminando o parâmetro, a equação dessa curva é dada por 


EXERCÍCIOS 6.9 | Recurso Gráfico 


d 
. zet x]= 


i f costrax Denn a 


a h x] 
. — [arc cos = 
dx Ë 


d 
gne x]= 


d 
— [tgh x] = 
TxE x] 


f entrar — 
finxax Se 


E [ h x] 
— [arc sen! = 
dx é 


d 
gee tgh x] = ———— 


1-2 Aproxime a expressão até quatro casas decimais. EB 


1. 


(a) senh 3 
(d) arc senh (—2) 


(b) cosh (-2) 
(e) arc cosh 3 


(c) tgh (In 4) 
(f) arc tghá 
(c) cotgh 1 
(£) arc cossech (—./3) 
Encontre o valor numérico exato de cada expressão. 
(a) senh (In 3) (b) cosh (-In 2) 
(c) tgh (21n 5) (d) senh (-3 In 2) 


(b) sech (In 2) 
(e) arc cotgh 3 


(a) cossech (—1) 
(d) arc sech 4 


Em cada parte, reescreva a expressão como uma razão de po- 
linômios. 

(a) cosh (In x) 
(c) tgh (2 1n x) 


(b) senh (ln x) 
(d) cosh (-ln x) 


Em cada parte, um valor para uma das funções hiperbólicas 
é dado em um ponto não especificado xo. Use as identidades 


9. y=senh (4x — 8) 
11. y = cotgh (In x) 


apropriadas para encontrar os valores exatos das cinco restan- 
tes funções hiperbólicas em xo. 


(a) senh xo = 2 (b) cosh xo => 


4 (c) tgh X0 = : 


. Obtenha as fórmulas das derivadas para cossech x, sech x e 


cotgh x das fórmulas de derivação para senh x, cosh x e tgh x. 


« Obtenha as derivadas de arc cosh x e arc tgh x diferenciando as 


fórmulas do Teorema 6.9.4. 


« Obtenha as coordenadas de arc senh, arc cosh e arc tgh deri- 


vando as equações x = senh y, x = cosh y e x = tgh y implici- 
tamente. 


9-28 Encontre dy/dx. W 


10. y= cosh Q^) 
12. y= ln (tgh 2x) 


13. 
15. 
17. 
19. 
21. 


23. 


25. 
27. 
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y = cossech (1/x) 14. y = sech (e) 

y= V'4x + cosh? (5x) 16. y = senh? (2x) 

y=x teh (yz) 18. y = senh (cos 3x) 

y = arc senh (ix) 20. y= arc senh (1/x) 

y = ln (arc cosh x) 22. y = arc cosh (arc senh x) 
= En 24. y = (arc cotgh x)? 

y = arc cosh (cosh x) 26. y = arc senh (tgh x) 

y = æ arc sech x 28. y= (1 + x arc cossechx)!º 


29-44 Calcule as integrais. W 


29. 


31. 


33. 


35. 


37 


39 


41 


43. 


J senh* x cosh x dx 30. | osno — 3) dx 


| ~ tgh x sech? x dx 32. f cossech? (3x) dx 


J tgh x dx 34. / cotghê x cossech? x dx 
In3 In3 ee 
Í tgh x sech? x dx 36. Í ———— dx 
In2 o ee 


38 (x > v2) 


J dx 
Vx?—2 
sen 0 d0 


` y 1 + cos? 0 
f dx 
`J /9x-35 


S dt 
44. f 
0 t? +1 


dx 
rs 
dx 
J VIDA 
dx 
[are 


1/2 dx 
I 1— x? 


(x < 0) 40 


42 (x > 5/3) 


45-48 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


45. 
46. 
47. 


48. 


49. 
50. 


51. 


52. 


A equação cosh x = senh x não tem solução. 
Exatamente duas das funções hiperbólicas são limitadas. 


Exatamente uma das funções hiperbólicas f(x) é tal que a equa- 
ção f(x) = a tem uma única solução x, qualquer que seja o nú- 
mero real a. 


As identidades do Teorema 6.9.2 podem ser obtidas das corres- 
pondentes identidades trigonométricas substituindo as funções 
trigonométricas pelas funções hiperbólicas análogas. 


Encontre a área delimitada por y = senh 2x, y = 0 e x = ln 3. 


Encontre o volume do sólido gerado quando a região limitada 
por y = sech x, y = 0, x = 0 e x = ln 2 gira em torno do eixo x. 


Encontre o volume do sólido gerado quando a região limitada 
por y = cosh 2x, y = senh 2x, x = 0 e x = 5 gira em torno do 
eixo x. 


Aproxime o valor positivo da constante a de tal modo que a 
área englobada por y = cosh ax, y = 0, x = 0 e x = 1 seja de 2 
unidades de área. Expresse sua resposta com pelo menos cinco 
casas decimais. 


53. 


54. 


55. 


ENFOCANDO CONCEITOS 
56. 


57. 
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Encontre o comprimento de arco da catenária y = cosh x entre 
x=0ex=In2. 


Encontre o comprimento de arco da catenária y = a cosh(x/a) 
entrex=0ex=x (x, > 0). 


Nas partes (a) a (f), encontre os limites e confirme que estão de 
acordo com os gráficos nas Figuras 6.9.1 e 6.9.6. 


(a) lim senhx (b) lim senhx 
x— +oo X—> —00 

(c) lim tghx (d) lim tghx 
x—> +0 x—> —o 


(e) lim arc sen x (£) lim arc tg x 
x—> +% x> 1- 


Explique como podem ser obtidas as assíntotas de y = tgh x 
a partir das assíntotas curvilíneas de y = cosh x e y = senh x. 


Prove que senh x é uma função ímpar de x, que cosh x é 
uma função par de x e verifique que isso é consistente com 
os gráficos na Figura 6.9.1. 


58-59 Prove as identidades. E 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


cosh x + senh x = e” 

cosh x — senh x = e* 

senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 
senh 2x = 2 senh x cosh x 

cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 
(f) cosh 2x = cosh? x + senh? x 


(a) 
(b) 


(g) cosh 2x = 2 senh? x + 1 

(h) cosh 2x = 2 cosh? x — 1 

(a) 1 — tgh? x = sech? x 
tgh x + tgh 

(b) tgh +y) = EEE 
1 + tgh x tgh y 

(o) tgh2 2tghx 

fo X=—————— 

j I+tgh?x 
Prove: 


(a) arc cosh x = ln(x + vx? — 1), 


1 1l+x 
(b) arc tgh x = — In g I<x<l 
2 l-—-x 


x>1 


Use o Exercício 60 para obter as fórmulas de derivação para 
arc cosh x e arc tgh x. 


Prove: 
arc sech x = arc cosh (1/x), 0O<x<l 
arc cotgh x = arc tgh (1/x), lx|>1 
arc cossech x = arc senh (1/x), x*0 


Use o Exercício 62 para expressar a integral 


f du 
l— u? 


totalmente em termos de arc tgh. 


484 Cálculo 


64. Mostre que 


(a) A iaie sech |x|] = — 
dx 


d 
(b) — [arc cossech |x|] = — 
dx 


xV1+x2 


65. Em cada parte, encontre o limite 
cosh x 


(a) lim (arc cosh x — lnx) (b) lim 


x> —+o ex 


66. Use as derivadas primeira e segunda para mostrar que o gráfico 
de y = arc tgh x é sempre crescente e tem um ponto de inflexão 
na origem. 


67. As fórmulas de integração para 1/ vu? — a? no Teorema 6.9.6 
são válidas se u > a. Mostre que a fórmula a seguir é válida se 
u < —a: 


d 
[sr mon(t) ou In [u+ vi? = 0º] +C 
Rs: a 


68. Mostre que (senh x + cosh x)” = senh nx + cosh nx. 


69. Mostre que 


e 2 senh at 
e" dx = ——— 
a t 


70. Um cabo está suspenso entre dois postes conforme a Figura 
6.9.2. Suponha que a equação da curva formada pelo cabo seja 
y =a cosh(x/a), onde a é uma constante positiva. Suponha que 
as coordenadas x dos pontos de suporte são x = — b e x = b, 
sendo b > 0. 
(a) Mostre que o comprimento de arco L do cabo é dado por 


b 
L = 2a senh — 
a 


(b) Mostre que a flecha S (distância vertical entre o ponto 
mais alto e o mais baixo ao longo do cabo) é dada por 


b 
S = a cosh — — a 
a 


71-72 Estes exercícios referem-se ao cabo suspenso descrito no 
Exercício 70. E 


F]71. Supondo que os postes estejam a 400 pés de distância e que 
a flecha no cabo seja de 30 pés, aproxime o comprimento do 
cabo aproximando a. Expresse sua resposta final até o décimo 
de pé mais próximo. [Sugestão: Faça primeiro u = 200/a.] 


5472. Supondo que o cabo tenha 120 pés de comprimento e que os 


postes estejam a 100 pés de distância, aproxime a flecha no 
cabo aproximando a. Expresse sua resposta final até o décimo 
de pé mais próximo. [Sugestão: Faça primeiro u = 50/a.] 


73. 


O projeto do Gateway Arch em St. Louis, Missouri, foi elabo- 


rado pelo arquiteto Eero Saarinan e implementado usando as 
equações fornecidas pelo Dr. Hannskarl Badel. As equações 
usadas para curva central do arco foram 


y = 693,8597 — 68,7672 cosh (0,0100333x) pés 
com x entre —299,2239 e 299,2239. 


74. 


75. 


(a) Use um recurso computacional para fazer o gráfico da cur- 
va central do arco. 

(b) Encontre o comprimento da curva central com quatro 
casas decimais. 

(c) Para quais valores de x a altura do arco é 100 pés? Arre- 
donde sua resposta para quatro casas decimais. 

(d) Aproxime até o grau mais próximo o ângulo agudo que 
a reta tangente à curva central faz com o solo no final do 
arco. 


Suponha que um tubo oco gire com uma velocidade angular 
constante de w rad/s em torno de um eixo horizontal em um 
extremo do tubo, conforme a figura a seguir. Suponha que um 
objeto deslize sem atrito dentro do tubo, enquanto o tubo es- 
tiver girando. Seja r a distância do objeto ao ponto pivô no 
instante t > 0 e suponha que, quando t = 0, o objeto esteja em 
repouso e r = 0. Pode-se mostrar que, se o tubo estiver na hori- 
zontal em t = 0 e girando conforme a figura, então 


8 


= z [Senh(wt) — sen(wt)] 
w 


r 
durante o período em que o objeto estiver no tubo. Suponha 
que t esteja em segundos, r esteja em metros, g = 9,8 m/s? e 
w = 2 rad/s. 

(a) Faça o gráfico de r versus t para 0 < t < 1. 

(b) Supondo que o tubo tenha um comprimento de 1 m, 
aproximadamente quanto tempo o objeto levará para 
atingir o final do tubo? 

(c) Use o resultado de (b) para aproximar dr/dt, no momento 
em que o objeto atingir o fim do tubo. 


Figura Ex-74 


A figura a seguir mostra uma pessoa puxando um barco por 
uma corda de comprimento a amarrada na proa e andando na 
beirada de um cais. Supondo que a corda esteja sempre tangen- 
te à curva traçada pela proa, então essa curva, que é chamada 
de tractriz, tem a propriedade de que o segmento da reta tan- 
gente entre ela e o eixo y tem comprimento constante a. Pode- 
-se provar que a equação dessa tractriz é 


x 
y =a arc sech = — Va? — x? 
a 
(a) Mostre que, para mover a proa do barco até um ponto 
(x, y), a pessoa precisa andar uma distância de 


pa 
D = a arc sech — 
a 


da origem. 

(b) Se a corda tiver um comprimento de 15 m, quanto a pes- 
soa precisará andar a partir da origem para trazer o barco 
a 10 m do cais? Arredonde sua resposta para duas casas 
decimais. 

(c) Encontre a distância percorrida pela proa ao longo da trac- 
triz quando ela se move de sua posição inicial para um 
ponto que está a 5 m do cais. 
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Ay “Dado qualquer número real t, defina x = cosh te y = senh t 
como os únicos valores de x e y tais que 
(i) o ponto P(x, y) está no ramo direito da hipérbole unitária 
Ds mê 
x — y =l; 
Gi) źe y têm o mesmo sinal (ou são ambos nulos); 
(iii) a área da região delimitada pelo eixo x, o ramo direito da 


(x,y) ; a É 
hipérbole unitária e o segmento de reta da origem até P é 
x igual a |t|/2” 
Cais (a, 0) io Discuta quais propriedades deveriam ser verificadas inicial- 


ke . mente para garantir que isso seja uma definição legítima. 
inicial Figura Ex-75 


77. Texto Investigue quais propriedades de cosh t e senh t podem 


76. Texto Suponha que, analogamente às funções trigonométri- ser provadas diretamente a partir da definição geométrica no 


cas, definamos cosh t e senh t geometricamente usando a Figu- Exercício 76. Escreva uma breve descrição dos resultados de 
ra 6.9.3b: sua investigação. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 6.9 


te? č e™ ge 


1. E ; 
2 2 e” + e™ 


2. 
cosh x senh x tgh x cotgh x sech x cossech x 


DOMÍNIO | (—%, +00) | (-00, +00) | (—00, +00) (-00, 0) u (0, +00) (-00, +00) | (-00, 0) U (0, +00) 


IMAGEM [1, +00) (=œ, +00) (-1,1) (-00, 1) U (1, +00) (0,1] (-00, 0) U (0, +00) 


3. hipérbole unitária; x — y = 4. senhx; coshx; sech?x 5. senhx + C; coshx+ C; In(coshx) + C 
1 1 1 


6. ; ; 
Vx2-1 VI4x2 1-2? 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 6 


1. Descreva o método do fatiamento para encontrar volumes e (c) Encontre o volume do sólido gerado quando R gira em tor- 
use-o para deduzir uma fórmula integral para obter volumes no do eixo x por integração em relação a x. 
pelo método dos discos. (d) Encontre o volume do sólido gerado quando R gira em tor- 


no do eixo x por integração em relação a y. 

(e) Encontre o volume do sólido gerado quando R gira em tor- 
no do eixo y por integração em relação a x. 

(£) Encontre o volume do sólido gerado quando R gira em tor- 


2. Enuncie uma fórmula integral para encontrar um volume pelo 
método das camadas cilíndricas e use somas de Riemann para 
derivar a fórmula dada. 


3. Enuncie uma fórmula integral para encontrar o comprimento no do eixo y por integração em relação a y. 
de arco de uma curva lisa y = f(x) acima de um intervalo [a, b] (g) Encontre o volume do sólido gerado quando R gira em tor- 
e use somas de Riemann para derivar a fórmula dada. no da reta y = —3 por integração em relação a x. 


(h) Encontre o volume do sólido gerado quando R gira em tor- 


4. Enuncie uma fórmula integral para o trabalho W realizado por ; $ x 
no da reta x = 5 por integração em relação a x. 


uma força variável F(x) aplicada na direção e no sentido de 


movimento de um objeto que se desloca de x = a para x = b e 7. (a) Apresente uma soma de integrais definidas que represente 
use somas de Riemann para derivar a fórmula dada. a área total entre as curvas y = f(x) e y = g(x) na figura 
abaixo. 


5. Enuncie uma fórmula integral para a força fluida F exercida 
sobre uma superfície plana verticalmente submersa em um 
fluido de peso específico p e use somas de Riemann para deri- 
var a fórmula dada. 


(b) Encontre a área total delimitada por y = xX e y = x no in- 
tervalo [-1, 2]. 


6. Seja R a região no primeiro quadrante delimitada por y = x°, 
y=2 + xex = 0. Em cada parte, monte, mas não cal- 
cule, uma integral ou uma soma de integrais que resolva o 
problema. 

(a) Encontre a área de R por integração em relação a x. 
(b) Encontre a área de R por integração em relação a y. 


Figura Ex-7 
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8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Cálculo 


A figura abaixo mostra as curvas velocidade versus tempo para 

dois carros movendo-se ao longo de uma pista reta, começando 

no mesmo ponto e acelerando a partir do repouso. 

(a) Qual é a distância entre os carros após 60 s? 

(b) Qual é a distância entre os carros após T segundos, sendo 
0<T< 60? 


A v (pés/s) 
180 F 


[ vO =3t 


60 Figura Ex-8 


Seja R a região englobada pelas curvas y = x? + 4, y =x eo 
eixo y. Encontre e calcule uma integral definida que represente 
o volume do sólido obtido quando R gira em torno do eixo x. 


Uma bola de futebol americano tem o formato do sólido ge- 
rado pela revolução da região delimitada entre o eixo x e a 
parábola y = 4R (x? — 1L3/L? em torno do eixo x. Encontre 
seu volume. 


Encontre o volume do sólido cuja base é a região delimitada 
pelas curvas y = xe y = 1/4/x para 1 < x < 4 e cujas se- 
ções transversais perpendiculares ao eixo x são quadrados. 


Considere a região englobada por y = arc sen x, y= 0ex= 1. 
Monte, mas não calcule, uma integral que represente o volume 
do sólido obtido quando a região gira em torno do eixo x usando 
(a) discos; (b) camadas cilíndricas. 


Encontre o comprimento de arco no segundo quadrante da cur- 
vaxl +y P = 4dex= -8a x= 1. 


Seja C a curva y = e entre x = 0 e x = In 10. Em cada parte, 

monte, mas não calcule, uma integral que resolva o problema. 

(a) Encontre o comprimento de arco de C integrando em rela- 
ção a x. 

(b) Encontre o comprimento de arco de C integrando em rela- 
ção a y. 


Encontre a área da superfície obtida quando a curva 
y = 425 — x,9 < x < 16 gira em torno do eixo x. 


Seja C a curva 27x — y? = 0 entre y = 0 e y = 2. Em cada parte, 

monte, mas não calcule, uma integral ou somas de integrais 

que resolvam o problema. 

(a) Encontre a área da superfície gerada quando C gira em tor- 
no do eixo x por integração em relação x. 

(b) Encontre a área da superfície gerada quando C gira em tor- 
no do eixo y por integração em relação a y. 

(c) Encontre a área da superfície gerada quando C gira em tor- 
no da reta y = —2 por integração em relação a y. 


Considere o sólido obtido quando a região englobada por 
y = sec x, x = 0, x = 7/3 e y = 0 gira em torno do eixo x. En- 


18. 


19. 


20. 


contre o valor médio da área de uma seção transversal desse 
sólido tomada perpendicularmente ao eixo x. 


Considere o sólido obtido quando a região englobada por 
y = va? — x? e y = O gira em torno do eixo x. Sem efetuar 
uma integração, encontre o valor médio da área de uma seção 
transversal desse sólido tomada perpendicularmente ao eixo x. 


(a) Uma mola exerce uma força de 0,5 N quando esticada 0,25 
m além de seu comprimento natural. Supondo que seja 
aplicável a lei de Hooke, qual foi o trabalho realizado para 
esticar a mola até esse comprimento? 

(b) Com 25 J de trabalho, qual é a distância que podemos esti- 
car a mola além de seu comprimento natural? 


Um barco está ancorado de tal forma que a âncora está 150 pés 
abaixo da superfície da água. O peso da âncora na água é de 
2.000 lb e a corrente pesa 30 Ib/pé. Qual é o trabalho neces- 
sário para levantar a âncora até a superfície”? 


21-22 Encontre o centroide da região. E 


21. 
22. 
23. 


24. 


25. 


A região limitada por y? = 4x e y? = 8(x — 2). 
A metade superior da elipse (x/a)? + (y/b? = 1. 


Em cada parte, monte, mas não calcule, uma integral que re- 

solva o problema. 

(a) Encontre a força que um fluido exerce sobre o lado de uma 
caixa que tem base quadrada com 3 m de lado e está cheia 
até uma profundidade de 1 m com líquido de peso especí- 
fico p N/mº. 

(b) Encontre a força exercida por um líquido de peso especí- 
fico p Ib/pé sobre a superfície da placa vertical mostrada 
na parte (a) da Figura Ex-23. 

(c) Encontre a força exercida sobre um dique parabólico na 
parte (b) da Figura Ex-23, quando a água se estende até o 
topo do dique. 


o am 


a pés 


——35m——» 


Mostre que, para qualquer valor da constante a, a função 
y = senh (ax) satisfaz a equação y” = a?y. 


(a) 
Figura Ex-23 


Em cada parte, prove a identidade 
(a) cosh 3x = 4 cosh? x — 3 cosh x 


(b) cosh ix = /I(coshx + 1) 
(c) senh ix = +,/ 4 (cosh x — 1) 
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CAPÍTULO 6 ESTABELECENDO CONEXÕES 


1. Suponha que f seja uma função não negativa definida em 


[0, 1] tal que a área da região entre o gráfico de fe o intervalo 

[0, 1] seja 4; e tal que a área da região R entre o gráfico de 

gŒ) = f(x?) e o intervalo [0, 1] seja A2. Em cada parte, expres- 

se sua resposta em termos de A, e As. 

(a) Qual é o volume do sólido de revolução gerado girando R 
em torno do eixo y? 

(b) Encontre um valor de a tal que, se o plano xy fosse hori- 
zontal, a região R estaria equilibrada na reta x = a. 


. Um tanque d'água tem o formato de um tronco de cone de raio 

de base de 5 pés, raio do topo de 10 pés e altura vertical de 15 

pés. Suponha que o tanque esteja cheio de água e considere o 

problema de bombear toda a água para fora do tanque através 

de sua borda superior. 

(a) Resolva esse problema usando o método do Exemplo 5 da 
Seção 6.6. 

(b) Resolva esse problema usando a Definição 6.6.3. [Suges- 
tão: Imagine que a base do tronco de cone seja a cabeça de 
um pistão que se expande para manter um ajuste perfeito 
com a parede do tronco de cone quando o pistão é empur- 
rado para cima. Qual é o resultado importante relativo à 
pressão dágua que deve ser utilizado?] 


. Um disco de raio a é uma lâmina não homogênea de função 
densidade f(r) da distância r ao centro do lâmina. Modifique o 


argumento usado para deduzir o método das camadas cilíndri- 
cas para encontrar uma fórmula para a massa da lâmina. 


- Compare a Fórmula (10) na Seção 6.7 com a Fórmula (8) na 


Seção 6.8. Em seguida, dê um argumento plausível para que 
a força exercida numa superfície plana imersa verticalmente 
num fluido de peso especifico constante seja igual ao produto 
da área da superfície pela pressão no centroide da superfície. 
Conclua que a força na superfície coincide com a força que 
seria exercida se essa superfície estivesse imersa horizontal- 
mente na profundidade do centroide. 


. O Princípio de Arquimedes afirma que um sólido imerso num 


fluido experimenta uma força de empuxo igual ao peso do 

fluido deslocado pelo sólido. 

(a) Use os resultados da Seção 6.8 para verificar o Princípio 
de Arquimedes no caso (i) de um sólido com formato de 
caixa e com um par de faces paralelas à superfície do flui- 
do; (ii) de um sólido cilíndrico com eixo vertical; e (ii) de 
uma camada cilíndrica com eixo vertical. 

(b) De um argumento plausível para a validade do Princípio 
de Arquimedes no caso de um sólido de revolução imer- 
so num fluido tal que o eixo de revolução do sólido seja 
vertical. [Sugestão: Aproxime o sólido por uma união de 
camadas cilíndricas e use o resultado da parte (a).] 


O AP/Wide World Photos 


O contorno do teto aparentemente 
flutuante do complexo esportivo 
Stade de France (ao norte de Paris, 
França) é elíptico. Encontrar 

o comprimento de uma elipse 
envolve técnicas de integração 
numérica introduzidas neste 
capítulo. 


PRINCÍPIOS DO 
CÁLCULO DE 
INTEGRAIS 


Em capítulos anteriores, obtivemos muitas fórmulas básicas de integração imediatamente a partir das 
correspondentes fórmulas de diferenciação. Por exemplo, sabendo que a derivada de sen x é cos x, 
fomos capazes de deduzir que a integral de cos x é sen x. Subsequentemente, expandimos nosso 
repertório de integração através da introdução do método de substituição u. Esse método possibilitou 
integrar muitas funções, através da transformação de integrandos desconhecidos em conhecidos. 
Porém, só a substituição u não é suficiente para dar conta da grande variedade de integrais que 
surgem nas aplicações, portanto, técnicas de integração adicionais ainda são necessárias. Neste 
capítulo, discutiremos algumas dessas técnicas e forneceremos um procedimento mais sistemático 
de abordagem de integrais desconhecidas. Abordaremos mais aproximações numéricas de integrais 
definidas e exploraremos a ideia de integração em intervalos infinitos. 


7.1 UMA VISÃO GERAL DOS MÉTODOS DE INTEGRAÇÃO 


Nesta seção, daremos uma visão geral dos métodos para o cálculo de integrais e faremos 
uma revisão das fórmulas de integração discutidas em seções anteriores. 


E MÉTODOS DE ABORDAGEM DOS PROBLEMAS DE INTEGRAÇÃO 
Há três abordagens básicas para o cálculo de integrais desconhecidas: 


e Tecnologia — Os programas CAS, como Mathematica, Maple ou programas abertos, 
como Sage, são capazes de calcular integrais extremamente complicadas, e cada vez 
mais as calculadoras e os computadores estão sendo equipados com eles. 


e Tabelas — Antes do desenvolvimento dos programas CAS, os cientistas dependiam 
muito de tabelas para o cálculo das difíceis integrais que surgem nas aplicações. Tais 
tabelas foram compiladas por muitos anos, incorporando habilidade e experiência de 
muita gente. Uma delas é mostrada nas páginas iniciais e finais deste livro, porém tabe- 
las mais completas aparecem em vários livros de referência, como o CRC Standard Ma- 
thematical Tables and Formulae, CRC Press, Inc., 2002. 


Métodos de transformação — São métodos para converter integrais desconhecidas em 
conhecidas. Eles incluem substituição u, manipulação algébrica do integrando e outros 
métodos que discutiremos neste capítulo. 
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Nenhum desses três métodos é perfeito; por exemplo, os programas CAS frequentemente 
encontram integrais que não são capazes de integrar e produzem respostas que são, às vezes, 
excessivamente complicadas; tabelas não são exaustivas e podem não incluir uma integral de 
interesse; e os métodos de transformação dependem da engenhosidade humana, que pode não 
ser adequada a problemas difíceis. 

Neste capítulo, abordaremos os métodos de transformação e as tabelas; assim, não será 
necessário ter um CAS. Porém, se o leitor dispuser de um, poderá usá-lo para confirmar os 
resultados dos exemplos, e há exercícios que são elaborados para serem resolvidos com um 
CAS. Portanto, se o leitor dispuser de um CAS, deve lembrar que muitos dos algoritmos que 
ele usa estão baseados nos métodos que discutiremos aqui, e uma compreensão desses méto- 
dos irá ajudá-lo a usar seu recurso tecnológico de uma maneira mais informada. 


E UMA REVISÃO DAS FÓRMULAS DE INTEGRAÇÃO 
A seguir, uma lista das integrais básicas que encontramos até aqui: 


CONSTANTES, POTÊNCIAS E EXPONENCIAIS 


 fdu=u+c 2 fadu=a [du=au+c 


r+1 d 
3 fudu= o a | 4 |% = muc 
r+l u 


b” 
5. ferdu=e+c 6 [bidu=Do+Cb>0b%1 
n 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


cotgu du = ln |sen u| + C 


7. fsenudu = —cosu+c 8. f osudu = senu+c 
9. fseéudu=tsu+c 10. J cossec? udu = — corgu + € 
11. fseeuteudu = secu +c 12. J cossecucotgudu = —cossecu + c 


13. fisudu=tmicosul +c 14. 


FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 
15. f senhudu = cosnu +c 16. J costudu = senhu +c 
17. 1 sech? u du = tgh u + C 18. J cossech? u du = — cotgh u + C 


19. l sech u tgh u du = —sechu +C 20. 1 cossech u cotgh u du = —cossech u + C 


FUNÇÕES ALGÉBRICAS (a > 0) 


= arc sen = + C (jul < a) 
a 


du 
21. [= 
Va —u? 


du 1 u 
22. = t C 
| aog 


u 
— are sec|-| +C (O <a < ul) 
a 


23 Í du = 
uyu —a? 4 
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= In(u + Vu? +a?) +C 
In fu + vu? a| +C (0<a< |ulļ) 


a+u 


a—u 


atva—u 
u 


24. J ia 
v a? + u’ 
25. I E 
yu = 
du 1 
26. = l 
[5 —u 2a 2 


27 


+C 


| du 1 
i uya — u? a 
1 


J du = 
uya +u? a 


ln +C (0 < |u| < a) 


28 In +C 


a+va +u? 
u 


OBSERVAÇÃO A Fórmula 25 é uma generalização de um resultado do Teorema 6.9.6. Os leitores que não estudaram a Seção 
6.9 podem, por enquanto, ignorar as Fórmulas 24 a 28, já que neste capítulo desenvolveremos outros métodos 


para sua obtenção. 


4 EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.1 (Ver página 491 para respostas.) 


1 
1. Use manipulações algébricas e (se necessário) uma substitui- (b) / E dx = 
ção u para integrar a função. RR 
+1 c cotg? Ddx= 0000 
(o fZ E e o f gx + Ddx 
X 1 
+2 d — dxs 
6 [Ear o [E 
2x +1 3. Integre a função. 
(c) / 5 dx=> 
x2+41 D [va 


(b) pos dx= 


2. Use identidades trigonométricas e (se necessário) uma substi- 
tuição u para integrar a função. (c) for xcosx + sen x cos? x) dx = 


(o f ; d= + o | yt 
cossec x (e + e~) 


EXERCÍCIOS 7.1 


1-30 Calcule as integrais fazendo a substituição u apropriada e apli- 11. f cos” 5x sen 5x dx 12. - — dx 
cando as fórmulas revisadas nesta seção. W sen x y sen“ x + 1 
x arc tg x 
É fa “2x dx 2. EEE dx 13. J — ax 14. f £ dx 
V4 +e” 1+x? 
3. J> sec? (x?) dx 4. f» tg(x°) dx J eyri | 2 
15. dx 16. x + 1) cotg(x* + 2x) dx 
Fa (x + 1) cotg(? + 2x) 
5 À sen 3x d 6 J 1 d 
© J| ZF cos3x É J opp” 17. cosh x gy 18. Í =. 
Nx x(In x) 
In x) tg(l 
T J e* senh(e*) dx 8. J spend gUir) dx do 
x 
19. | ——=——- 
P Nx 3% 
9. J= sec? x dx 10. f dx 
yi=at 
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20. ot (o) 0 do 
j | sec (sci 6) tg Gen) cos 32. (a) Deduza a identidade 
2 
21. l ae CR iy 22. f E eh hds 
E Vx? —4 I+tgh?x 
e cos(In x 
23. / = dx 24. f E ) dx (b) Use o resultado de (a) para calcular f sech x dx 
(c) Deduza a identidade 
Ea h(x— 1/2 
25. / -E dr 26. / eo d 2e* 
Vi- e x sechx = 2&4 
x er 
27. J — dx 28. / —— dx (d) Use o resultado de (c) para calcular f sech x dx 
2 X . . 
cossec(x*) v4- e (e) Explique por que as respostas de (b) e (d) são consis- 
29. f x4 dx 30. f 27 dx tentes: 
33. (a) Deduza a identidade 
ENFOCANDO CONCEITOS sey 1 
31. (a) Calcule a integral f sen x cos x dx usando a substitui- tgx S ENG GORE 
ção u = sen x. 
(b) Calcule a integral J sen x cos x dx usando a identidade (b) Use a identidade sen 2x = 2 sen x cos x junto ao resul- 
sen 2x = 2 sen x cos x. tado de (a) para calcular f cossec x dx. 
(c) Explique por que as respostas de (a) e (b) são consis- (c) Use a identidade cos x = sen[(77/2) — x] junto ao resul- 
tentes. tado de (a) para calcular f sec x dx. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.1 


5 


1. (a) x+ln|jx| +C 6Dxtnk+HIHAHO (c) Ing? + 1)+ arctgx+C ož +c 2. (a)—cosx+ C (b) tgx+C 


(c) —cotgx+ C (d) Inl+send)+C 3. (a) ł@œ— 1)? +C (b) 4e™tl +C (c) isen?x+C (d) itghx+C 


7.2 INTEGRAÇÃO POR PARTES 


Nesta seção, discutiremos uma técnica de integração que é, essencialmente, a formulação 
para antiderivadas da fórmula para derivação do produto de duas funções. 


E A REGRA DO PRODUTO E A INTEGRAÇÃO POR PARTES 
Nosso objetivo principal nesta seção é desenvolver um método geral para trabalhar inte- 
grais do tipo 


f Ow ax 


Como um primeiro passo, seja G(x) uma antiderivada qualquer de g(x). Nesse caso, temos 
G'(x) = g(x), e, portanto, a regra do produto para derivar f(x)G(x) pode ser escrita como 


d 
gio] = FWA) + FOGE) = fa) + FOG) (1) 


Isso implica que f(x)G(x) é uma antiderivada da função do lado direito de (1), de modo que 
podemos expressar (1) em forma integral por 


fircosas + FOG dx = fO)G() 
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Observe que, no Exemplo 1, omiti- 
mos a constante de integração quan- 
do calculamos v a partir de dv. Se ti- 
véssemos incluído uma constante de 
integração, ela acabaria sendo joga- 
da fora. Isso sempre ocorre com a in- 
tegração por partes [Exercício 68(b)], 
de modo que é comum omitir a cons- 
tante nessa etapa das contas. Con- 
tudo, existem certos casos em que a 
escolha inteligente de uma constan- 
te de integração para juntar a v pode 
simplificar o cálculo de ju d u (Exer- 
cícios 69 a 71). 


ou, equivalentemente, por 
f roso ax = fa) - | Pax (2) 


Essa fórmula nos permite integrar f(x)g(x) integrando, em vez disso, f'(x)G(x), e, em muitos 
casos, o resultado líquido é substituir uma integral difícil por outra mais fácil. A aplicação 
dessa fórmula é denominada integração por partes. 

Na prática, costumamos reescrever (2) tomando 


u = f(x), du = f'(x)dx 
v = G(x), dv=G'(x)dx = g(x)dx 


Isso dá a seguinte formulação alternativa de (2): 
fudo=uv f vau (3) 


> Exemplo 1 Use integração por partes para calcular / xcosx dx. 


Solução Aplicaremos a Fórmula (3). O primeiro passo é escolher u e dv para colocar a in- 
tegral no formato f u d v. Tomamos 


u=x e dv=cosxdx 


(Outras possibilidades serão consideradas mais adiante.) O segundo passo é calcular du a 
partir de u e v a partir de dv. Obtemos 


du=dx e v= f dv= f cosxax = sena 
O terceiro passo é aplicar a Fórmula (3). Obtemos 


x cosxdx= x sen x-— | senx dx 

sa mm <an <A na 

u dv u v v du 
= x sen x — (— cosx) + C = x senx + cosx +C <4 


E GUIA DE INTEGRAÇÃO POR PARTES 

O objetivo principal da integração por partes é escolher u e dv para obter uma nova integral 
mais fácil de calcular do que a original. Em geral, não há regras imediatas e precisas para 
isso; é uma questão de experiência, que provém de muita prática. Uma estratégia que geral- 
mente funciona é escolher u e dv de tal modo que u fique “mais simples” ao derivar, enquanto 
dv seja fácil de integrar para obter v. Assim, para a integral f x cos x dx do Exemplo 1, ambos 
os objetivos foram alcançados tomando u = x e dv = cos x dx. No entanto, u = cos x não teria 
sido uma boa escolha naquele exemplo, pois du/dx = —sen x não é mais simples do que u. 
De fato, se tivéssemos escolhido 


u = cos x dv = xdx 
x2 
du = — sen x dx v= [xdx=5 


teríamos obtido 


2 x? x? 1 
cosx / z senx) dx = Z cosx +; | x?senxdx 


f rcosrar = E 
2 


O método LIATE foi discutido no ar- 
tigo “A Technique for Integration by 
Parts”, de Herbert Kasube, publicado 
na American Mathematical Monthly, 
Vol. 90, 1983, p. 210-211. 
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Para essa escolha de u e de dv, a integral nova é, na verdade, até mais complicada do que a 
integral original. 

Existe outra estratégia útil para escolher u e dv, que pode ser aplicada quando o inte- 
grando é um produto de duas funções de categorias distintas da lista 


Logarítmica, trigonométrica Inversa, Algébrica, Trigonométrica, Exponencial 


Nesse caso, costumamos ter sucesso tomando u como uma função cuja categoria ocorre 
antes na lista e dv como o resto do integrando. O acrônimo LIATE ajuda a lembrar essa or- 
dem. O método não funciona sempre, mas o bastante para ser útil. 

Observe, por exemplo, que o integrando no Exemplo 1 consiste no produto da função 
algébrica x e da função trigonométrica cos x. Assim, o método LIATE sugere que deveríamos 
tomar u = x e dv = cos x dx, que já vimos ter sido uma escolha correta. 


> Exemplo 2 Calcule f xe' dx. 


Solução Nesse caso, o integrando é o produto da função algébrica x com a função expo- 
nencial e*. De acordo com LIATE, deveríamos tomar 

u=x e dv=e dx 
de modo que 


du=dx e n= iiae 


Assim, por (3), 
frear= fudo=uv- f vdu=xe- f ë dr=x -+c < 


> Exemplo 3 Calcule J Inx dx. 
Solução Uma escolha é tomar u = 1 e dv = In x dx. No entanto, com tal escolha, encon- 


trar v é equivalente a calcular / In x dx, e nada foi conseguido. Portanto, a única escolha 
razoável é tomar 


u=lnx dv = dx 


1 
du = — dx nej asa 
X 


Com essa escolha, segue por (3) que 


finxar= fudo=uv= f vau=xmx- f ax=xmx-x+c < 


E INTEGRAÇÃO POR PARTES REPETIDA 
Às vezes, é necessário usar a integração por partes mais de uma vez no mesmo problema. 


> Exemplo 4 Caleute [120 dx. 
Solução Sejam 


u=x), dv=e*dx, du=2xdx, v= [etdr= e! 
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de modo que, por (3), 


fresax= fudo=uv f vau 


= x? (—e™*) J e “(2x) dx 


=—-xe*+4 2 f re~ dx (4) 


A última integral é parecida com a original, exceto que trocamos x° por x. Mais uma 
integração por partes aplicada a fxe™ dx completará o problema. Sejam 


u=x, dv=e"dx, du=dx, v= feras = —e”* 
de modo que 
fre dx =x(-e 9 — J —e ~“ dx = —xe ™* + / e~“ dx = -xe *—e ~“ +C 
Finalmente, substituindo isso na última linha de (4), obtemos 


Jre dx = —x°e™* + 2 f re~ de=" Dt" = NAO 


— (x? +2x+2)e™ +C «4 


O método LIATE sugere que as integrais do tipo 


J e“ senbxdx e I e” cos bx dx 


possam ser calculadas tomando u = sen bx ou u = cos bx e dv = e“ dx. Contudo, isso requer 
uma técnica que merece atenção especial. 


> Exemplo 5 Caleute f e cos x dx. 
Solução Sejam 

u = cosx, dv=œe*dx, du=-senxdx, v= feras = e" 
Assim, 


fecosxar= f udv=uv- [udu=ecosr+ f e senxax (5) 


Como o integrando fe* sen x dx é de um tipo parecido com a integral original fe" cos x dx, 
parece que nada foi alcançado. Contudo, integremos essa nova integral por partes. Sejam 


u=senx, dv=e'dx, du=cosxdx, v= [Cdr=e 


Assim, 


fesensdx= f udv=uv- [udu=e'senx— f e cosxax 


Junto à Equação (5), isso dá 


[e cosas =e'cosx+e sena — f e cosxdx (6) 
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que é uma equação que pode ser resolvida para a integral desconhecida. Obtemos 
fe cos x dx = e* cos x + e” sen x 
e, portanto, 


fe cosx dx = Le cosx + Le” senx +C 4 


E UM MÉTODO TABULADO PARA INTEGRAÇÃO POR PARTES REPETIDA 
As integrais do tipo 


E E J pP) fœ) dx 
Outras informações sobre integração 
por partes tabulada podem ser en- ; ; . 
contradas nos artigos “Tabular Inte- em que p(x) é um polinômio, podem, às vezes, ser calculadas usando integração por partes re- 
gration by Parts”, de David Horowitz, petida, em que u é tomado, em cada etapa, como sendo p(x) ou uma de suas derivadas. Como 
publicado no College Mathematics du é calculada derivando u, a derivação repetida de p(x) vai acabar resultando em 0, quando 


Journal, Vol. 21, 1990, p. 307-311, 
e “More on Tabular Integration by 
Parts”, de Leonard Gillman, publicado 
no College Mathematics Journal, Vol. 
22, 1991, p. 407-410. Integração por Partes Tabulada 


alcançamos um problema de integração simplificado. Um método conveniente para organizar 
as contas em duas colunas é chamado de integração por partes tabulada. 


Passo 1 Derive p(x) repetidamente até obter O e liste os resultados na primeira coluna. 
Passo 2 Integre f(x) repetidamente e liste os resultados na segunda coluna. 


Passo 3 Trace uma seta desde cada entrada da primeira coluna para a entrada uma linha 
abaixo na segunda coluna. 


Passo 4 Identifique as setas com sinais + e — alternadamente, começando com +. 


Passo 5 Para cada seta, forme o produto das expressões nos extremos inicial e final da 
seta e multiplique-o por +1 ou —1, de acordo com o sinal na seta. Somando es- 
ses resultados, obtemos o valor da integral. 


Esse processo está ilustrado na Figura 7.2.1 para a integral / Q? — x) cos x dx. 


DERIVAÇÃO INTEGRAÇÃO 
REPETIDA REPETIDA 
x -x + cos x 
2x-1 ss sen x 
2 e —Cos x 
0 e —sen x 


fe-» cos x dx = (x?— x) sen x + (2x — 1) cosx — 2 sen x + C 


. = (x? — x — 2) sen x + (2x — 1) cos x+ C 
Figura 7.2.1 


> Exemplo 6 No Exemplo 11 da Seção 5.3, calculamos fx? ~x — 1 dx usando uma subs- 
tituição u. Calcule essa integral usando integração por partes tabulada. 
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O resultado obtido no Exemplo 6 
parece bem diferente do obtido no 
Exemplo 11 da Seção 5.3. Mostre que 
as duas respostas são equivalentes. 


OBSERVAÇÃO 


Solução 
DERIVAÇÃO INTEGRAÇÃO 
REPETIDA REPETIDA 
x = (x— 1)12 
2x o Zœ- 12 
4 5/2 
2 o É(x— 1) 
8 72 
0 105 (x— 1) 


Assim, segue que 


fra Lda = 324 12 - ja D+ a -D2+C « 


E INTEGRAÇÃO POR PARTES PARA INTEGRAIS DEFINIDAS 
Para integrais definidas, a fórmula correspondente a (3) é 


b 


b b 
f udv=uo] -f vdu (7) 


É importante não esquecer que as variáveis u e v nessa fórmula são funções de x, e que os limites de integração 
em (7) são limites sobre as variáveis x. Às vezes, é útil enfatizar isso escrevendo (7) como 
b 


b b 
Í udv = uv] -f v du (8) 


O próximo exemplo ilustra como a integração por partes pode ser usada para integrar as 
funções trigonométricas inversas. 


ra 1 

> Exemplo 7 Calcule f arc tg x dx. 
0 

Solução Sejam 


u=arctgx, dv=dx, du 


Os limites de integração referem-se 
ax,istoé,x=0ex=1. 


1 X 
=xarctgx | — —— dx 
E | Í 1+x? 


No entanto, 


1 1f 2 1 q 
| x dx = É da dx=-In(d+x)| =-In2 
0 1+x? 2 0 1 +x? 2 0 2 


logo 


1 


f are: d arc t ja (5 0) Lind £ In v2 «4 
xdx =x x| — > = — 
do 8 2 4 2 4 


0 
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E FÓRMULAS DE REDUÇÃO 

A integração por partes pode ser usada para obter fórmulas de redução para integrais. 
Essas fórmulas expressam uma integral com uma potência de uma função em termos de 
uma integral que envolve uma potência mais baixa daquela função. Por exemplo, se n for 
um inteiro positivo e n > 2, então a integração por partes pode ser usada para obter as 
fórmulas de redução 


n 1 ill nia n—2 
sen” x dx = —— sen”™ x cosx + sena NAX (9) 
n n 


1 —1 
f cost ax = cos" lxsenx + LaL i cos"? x dx (10) 
n n 


Para ilustrar como essas fórmulas são obtidas, vamos deduzir (10). Começamos por escrever 


"lx. cos x e fazer 


cos” x como cos 
u = cos”! x dv = cos x dx 
du = (n — 1) cos”? x(— sen x) dx v = sen x 


n—2 


= —(n — 1l)cos””“ x sen x dx 


de modo que 


fcostxar= f cost! rcosxdr = f udu=uv- f vau 


= cos”! x sen x + (n — 1) / sen? x cos"? x dx 
= cos” lxsenx+(n-—1) fa — cos? x) cos" 2 x dx 


= cos” lxsenx+(n-—1) / cos”™? x dx — (n — 1) / cos” x dx 
Transpondo o último termo para o lado esquerdo, obtemos 
n l cos” x dx = cos”™! x sen x + (n — 1) f cos"? x dx 


da qual segue (10). A dedução da fórmula de redução (9) é análoga (Exercício 63). 

As fórmulas de redução (9) e (10) diminuem o expoente de seno (ou cosseno) em 2. 
Assim, se as fórmulas forem aplicadas repetidamente, o expoente pode finalmente ficar igual 
a O se n for par ou 1 se n for ímpar, e, nesse ponto, a integração pode ser completada. Vamos 
discutir esse método com mais detalhes na próxima seção. Por ora, daremos um exemplo de 
como funcionam as fórmulas de redução. 


> Exemplo 8 Caleute f cos! xax. 


Solução A partir de (10), com n = 4, 


| cos? xdx = ł cos? x sen x + 3 / cos? x dx Agora aplicando (10) com n = 2. 


= feos xsenx + (Scoswsenx +4 fax) 


= } cos? x sen x + $ cos x sen x + $x + C < 
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VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.2 (Ver página 500 para respostas.) 


1. (a) Se G'(x) = g(x), então 
fico ax =f)G(1)——— 
(b) Seu = f(x) e v = G(x), então a fórmula de (a) pode ser 


escrita na forma fu d v = 


2. Encontre escolhas apropriadas de u e de dv para a integração 
por partes de cada integral. Não calcule a integral. 


(a) fomada u= , dv= 


(b) fa-msenxar u= , dv= 


EXERCÍCIOS 7.2 


(c) fare senxdx; u=0 — — 
(d) 1 *ž q d 

—— dx; u= — „dv= 

x =—1 
3. Use integração por partes para calcular a integral. 


(a) f xe” dx (b) f ln(x — 1) dx 
x/6 

(c) | x sen 3x dx 
0 


4. Use a fórmula de redução para calcular I sen? x dx. 


1-38 Calcule a integral. EB 


1. p dx 2; fre dx 
3. [xe dx 4. E dx 
S: frs dx 6. f rcoszrax 
T: f cosxax 8. fe senxax 
9, foimrax 10. famas 
1" J (Inx)? dx i f 
13. 1 In(3x — 2) dx 14. f In(x? + 4) dx 
15. fare sen x dx 16. fare cos (2x) dx 
17. farctecoas 18. fractexas 
19. fe sen x dx 20. fe cos 2x dx 
21. f sentar 22, f costnayax 
23. frsecêxax 24. farteixar 
25. fee dx 26. [ss 
(x + 1)? 

2 1 
27. 1 xe” dx 28. f xe™ dx 

0 0 

e e 1 
29. | x?Inxdx 30. f = dx 

1 ve 

1 3/2 
31. | In(x + 2) dx 32. f arc sen x dx 

=j 0 


4 2 
33. | arc sec V8 do 34. f x arc sec x dx 
2 1 


x mx 
35. Í x sen 2x dx 36. 1 (x +x cos x)dx 
0 0 


3 2 
37. | ~/x arc tg x dx 38. f ln(x? + 1) dx 
1 0 


39-42 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


39. O principal objetivo da integração por partes é escolher u e dv 
para obter um novo integrando que seja mais fácil de calcular 
do que o original. 


40. Utilizando a estratégia LIATE para calcular Pe In x dx, 
deveríamos escolher u = x) e dv = In x dx. 


41. Para calcular f In e" dx usando integração por partes, escolha 
dv = æ dx. 


42. A integração por partes tabulada é útil para integrandos da for- 
ma fpf) dx, em que p(x) é um polinômio e f(x) pode ser 
integrada repetidamente. 


43-44 Calcule a integral fazendo uma substituição u e, depois, inte- 
grando por partes. EB 


43. J e dx 44. f cos x dx 


45. Prove que a integração por partes tabulada dá a resposta cor- 
reta para 


l PO) fœ) dx 
quando p(x) é um polinômio quadrático qualquer e q(x) é qual- 
quer função que possa ser integrada repetidamente. 


46. As contas de qualquer integração por partes repetida podem ser 
organizadas usando integração por partes tabulada. Use essa 
organização para calcular fe“ cos x dx de duas maneiras: pri- 


meiro use derivação repetida de cos x (compare com o Exem- 
plo 5) e, depois, derivação repetida de e”. 


47-52 Calcule a integral usando integração por partes tabulada. EH 


47. fer -x+ne7ar 48. fe? +x+senxax 


49. fe sen 2x dx 50. TERE +1dx 


51. / e™ sen bx dx 52. Je“ sen 50 d0 
53. Considere a integral fsen x cos x dx. 
(a) Calcule essa integral de duas maneiras: primeiro usan- 
do integração por partes e depois usando a substituição 
u = sen x. 
(b) Mostre que os resultados da parte (a) são equivalentes. 
(c) Qual das duas maneiras você prefere? Discuta as razões de 
sua preferência. 


54. Calcule a integral 


1 e 
f -h 
o yx? +1 
usando 


(a) integração por partes 


(b) a substituição u = x? + 1. 


55. (a) Encontre a área da região delimitada por y = In x, a reta 
x= e e o eixo x. 
(b) Encontre o volume do sólido gerado quando a região do 
item (a) gira em torno do eixo x. 


56. Encontre a área da região entre y = x sen x e y = x para 
O<x<gm/2. 


57. Encontre o volume do sólido gerado quando a região entre 
y=senxey=0,com0<x< m, gira em torno do eixo y. 


58. Encontre o volume do sólido gerado quando a região limitada 
por y = cos x e y = 0, com 0 < x < 7/2, gira em torno do eixo y. 


59. Uma partícula se move ao longo do eixo x com uma função ve- 
locidade v(t) = Psen t. Quão longe viaja a partícula do tempo 
t=0at=7" 


60. O estudo das ondas de dentes de serra em Engenharia elétrica 
leva a integrais da forma 


n/w 
f t sen (kæt) dt 


z/o 


onde k é um inteiro e w é uma constante não nula. Calcule a 
integral. 


61. Use a fórmula de redução (9) para calcular 
x/2 
(a) / senf x dx (b) f sen? x dx. 
0 
62. Use a fórmula de redução (10) para calcular 


x/2 
(a) J cos? x dx (b) f cos* x dx. 
0 


63. Deduza a fórmula de redução (9). 
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64. Em cada parte, use a integração por partes ou outros métodos 
para deduzir a fórmula de redução. 


n—2 t =: 
(a) fseerxax aca + $ [a 
n—1 n—1 


t n—1 
(b) fistxax me z - fe xax 
E 


(c) fre dx = x"e* — n farto dx 
65-66 Use as fórmulas de redução do Exercício 64 para calcular as 
integrais. E 
65. (a) IE dx (b) fseetxax (c) fee dx 
1 
66. (a) fre dx (b) | xe “ dx 
0 
[Sugestão: Faça primeiro uma substituição. ] 


67. Seja f uma função cuja derivada segunda é contínua em 
[—1, 1]. Mostre que 


il 
1 xf" dx = F'O + FOD- fA + FI) 
-1 


ENFOCANDO CONCEITOS 


68. (a) Na integral f x cos x dx, sejam 


u=x, dv=cosxdx, 


du=dx, v=senx+C1 


Mostre que a constante C; é cancelada, de modo que 
obtemos a mesma solução se omitirmos C4. 
(b) Mostre que, em geral, vale 


uv foda =uw + C1) fo + Cy) du 


de modo que é justificável a omissão da constante de 
integração ao calcular v na integração por partes. 


69. Calcule f In(x + 1) dx usando integração por partes. Sim- 
plifique o cálculo de fv du introduzindo a constante de in- 
tegração Cı = 1 quando passar de dv para v. 


70. Calcule f In(3x — 2) dx usando integração por partes. Sim- 
plifique o cálculo de fv du introduzindo a constante de in- 
tegração Cj = —s quando passar de dv para v. Compare a 
solução obtida com a resposta do Exercício 13. 


71. Calcule fx arc tg x dx usando integração por partes. Simpli- 
fique o cálculo de fv du introduzindo a constante de inte- 
gração C| = 5 quando passar de dv para v. 


72. Qual é a equação que resulta se aplicarmos integração por 
partes à integral 


com as escolhas 


1 1 
= — e dv=-dx? 
lnx x 
Em que sentido essa equação é válida? Em que sentido é 


falsa? 
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73. Texto Explique a relação entre a regra do produto para deri- 74. Texto Para qual tipo de problemas as técnicas de integração 
vadas e a técnica de integração por partes. por substituição e por integração por partes “competem” entre 
si? Descreva situações, com exemplos, em que cada uma des- 

sas técnicas é preferível. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.2 


1. (a) f| rowa (b) uv- f vdu 2. (a) Inx; xdx (b) x— 2; senxdx (c) aresenx; dx (d) x; Jh 


1 1 
3. (a) (i-i) +c (b) «— Dinx-1)-x+C (c0)3 4 —i sen? xcosx — ł cosx +C 


7.3 INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Na seção anterior, obtivemos fórmulas de redução para integrar potências inteiras positivas 
de seno, cosseno, tangente e secante. Nesta seção, mostraremos como trabalhar com 
essas fórmulas de redução e discutiremos métodos para integrar outros tipos de integrais 
envolvendo funções trigonométricas. 


E INTEGRAÇÃO DE POTÊNCIAS DE SENO E COSSENO 
Começamos recordando as fórmulas de redução que obtivemos na seção anterior. 


1 —1 
[ent xar = —— sen! x cosx + Crk / sen"? x dx (1) 
n n 


1 —1 
[cos xdx = — cos"! x sen x + g f cost?» dx (2) 
n n 


No caso em que n = 2, essas fórmulas são 


f sentxda = —Isenxcosx +} f dx = }x — Esenxcosx +C (3) 


f costxda = icosxsenx +} f dx = t+ $ senx cosx + (4) 
Podemos obter formas alternativas para essas fórmulas de integração usando as identi- 
dades trigonométricas 


sen? x = 4(1 — cos2x) e cos?x = 4(1 + cos2x) (5-6) 


que provêm das fórmulas para o ângulo duplo 
cos 2x = 1 — 2 senņ?x e cos2x= 2 cos? x-— 1 


Essas identidades dão lugar a 


2 1 1 1 
[sen xdx =} fQ- cos2x)dx = {x — }sen2x +C (7) 


fcostxar=4 f a+ cosmo) dx = tx + }sen2x +C (8) 
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Observe que as antiderivadas nas Fórmulas (3) e (4) envolvem os senos e os cossenos, en- 
quanto aquelas em (7) e (8) só envolvem senos. Porém, a aparente discrepância é fácil de ser 
resolvida pela identidade 


sen 2x = 2 sen x cos x 


para reescrever (7) e (8) nas formas (3) e (4), ou reciprocamente. 


No caso em que n = 3, as fórmulas de redução para integração de sen?x e cos” 


x são 


f sent ax — -fse xcosx + 2 | senxdx = — sen x cos x — é cosx +C (9) 


fos xax = $ cos? x sen x + $ f osxax = $ cos? x sen x + A senx +C (10) 
Se quisermos, a Fórmula (9) pode ser expressa só em termos de cossenos, usando a identida- 
de sen? x = 1 — cos? x, e a Fórmula (10) pode ser expressa só em termos de senos, usando a 
. . 2 . . 
identidade cos? x = 1 — sen? x. Deixamos a cargo do leitor confirmar que 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 
J se? xx = cos? x — cosx +€ (11) 
Na integração de sen? x e cos? x, o 
Maple produz as Fórmulas (11) e 
(12), mas o Mathematica produz f cos ne 2 sen x +C (12) 
f sen ax = —2 cosx 
+ cos3x +C Deixaremos como exercício as fórmulas a seguir, que podem ser obtidas aplicando as 
l cos xdx = 3 senx fórmulas de redução e, em seguida, usando identidades trigonométricas apropriadas. 
J b sen3x EC 
E i o senf x dx = ;x — ;sen2x + $ sen 4x + C (13) 
Use identidades trigonométricas 
para conciliar os resultados dos dois 
programas. 
f costrax = $x + à sen2x + $ sen4x +C (14) 


> Exemplo 1 Encontre o volume V do sólido obtido quando a região sob a curva y = sen? x 
acima do intervalo [0, 77] gira em torno do eixo x (Figura 7.3.1). 


Solução Usando o método dos discos, a Fórmula (5) da Seção 6.2 e a Fórmula (13) acima, 
obtemos 


T 
- ds da if i 7.32 
v=f x sent x dx = n [$x 4 sen2x + 5; sen4x], = $r < 


E INTEGRAÇÃO DE PRODUTOS DE SENOS E COSSENOS 
Figura 7.3.1 Se m e n forem inteiros positivos, então a integral 


f sen” x cos” x dx 


poderá ser calculada por um dos três procedimentos dados na Tabela 7.3.1, dependendo de m 
e n serem par ou ímpar. 


> Exemplo 2 Calcule 


(a) | senf x cos? x dx (b) J senf x cos! x dx 
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/ sen” x cos” x dx 


Tabela 7.3.1 
INTEGRAÇÃO DE PRODUTOS DE SENOS E COSSENOS 


PROCEDIMENTO IDENTIDADES RELEVANTES 


e Separe um fator de cos x 


2 


n ímpar e Aplique a identidade relevante cos? x= 1 — sen? x 
e Faça a substituição u = sen x 
* Separe um fator de sen x 
m ímpar e Aplique a identidade relevante sen? x = 1 — cos? x 
e Faça a substituição u = cos x 
m par e Use a identidade relevante para sen? x = ia — cos 2x) 
n par reduzir as potências de sen x e cos x cos? x= aa + cos 2x) 


Solução (a) Comon = 5 é ímpar, utilizamos o primeiro procedimento na Tabela 7.3.1: 


I senf x cos? x dx = J senf x cos! x cos x dx 


= / sen? x(1 — sen? x)? cos x dx 
= fea =) du 
= fe — 2u + u?) du 


iS 2T a g 
= 3u qu' +ou +C 


= t sen’ x — ź sen’ x + į sen? x + C 


Solução (b) Como m = n = 4 são expoentes pares, utilizamos o terceiro procedimento na 


Tabela 7.3.1: 


J senf x cos! x dx = for x)’ (cos? x)? dx 


Integrais da forma 


J sen mx cos nx dx, J sen mx sen nx dx, J cos mx cosnx dx 


Es f (401 — cos 2x7) (401 + cos 2x7) dx 


=% fo — cos? 2x)? dx 


E Note que isso pode ser obtido mais 
= E f sen” 2x dx diretamente da integral original usando 
a identidade sen x cos x = 4 sen 2x. 


2x 
dx ou dx = 5 du 


4 u 
33 | sen udu a 


= REA 1 
= $ (gu — t sen 2u + $ sen 4u) + C Fórmula (13) 


Zaal o. 
= zX — pg Sen dx + ma ten Br +C 4 


(15) 
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podem ser encontradas usando as identidades trigonométricas 


sena cos 8 = [sen (a — 8) + sen (a + 8)] (16) 
sena sen 8 = “cos (a — £) — cos (a + £)] (17) 
cosa cos $ =lcos (a — £) + cos (a + 8)] (18) 


para expressar o integrando como uma soma ou uma diferença de senos e cossenos. 


> Exemplo 3 Calcule | sen7xcos3x dx. 


Solução Usando (16), obtemos 


J sentecos 3x dx = } [cenas + sen 10x) dx = —+ cos 4x — > cos 10x +C «4 


E INTEGRAÇÃO DE POTÊNCIAS DE TANGENTE E DE SECANTE 

Os procedimentos para integração de potências de tangente e secante seguem paralelamente 
os de seno e cosseno. A ideia é usar as seguintes fórmulas de redução (as quais foram dedu- 
zidas no Exercício 64 da Seção 7.2) para reduzir o expoente do integrando até que a integral 
resultante possa ser calculada: 


tg”! 
fiera sg - frertxax (19) 
n—1 
ss ai —2 
f sexas E + $ o (20) 
n—1 n—1 


No caso em que n for ímpar, o expoente pode ser reduzido a 1, deixando-nos com o 
problema de integrar tg x ou sec x. Essas integrais são dadas por 


fisxdr=misecx|+c (21) 


fseexdr=misecx +t8x1+C (22) 


A Fórmula (21) pode ser obtida escrevendo-se 


sen x 
tg xdx = dx 
cosx 
= A u = cosx 


1 
= ln |sec x| + C In | cos x| = — In — 
| cos x| 


Para obter a Fórmula (22), escrevemos 
secx +t sec? sec xt 
foxas = f seex ( ter) a= f ada *18* Jx 
secx + tg x secx + tg x 


— u = secx + tgx 
= ln |secx + tg x| + C du = (sec? x + sec x tg x) dx 
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As seguintes integrais básicas ocorrem frequentemente, e vale a pena destacá-las: 


fisxdr=x-x+c (23) 


fes (ob = jus duo! (24) 


A Fórmula (24) já é nossa conhecida, uma vez que a derivada de tg x é sec?x. A Fórmula (23) 
pode ser obtida aplicando-se a fórmula de redução (19), com n = 2 (verifique), ou, alternati- 
vamente, usando-se a identidade 


1 +tg?x= sec? x 


para escrever 
fixas = fix — l)dx =tgx—- x +C 
As fórmulas 


fixas = 41x- nissexi +C (25) 


fet xdr = }secxtgx + Hmisecx +tgx]+C (26) 


podem ser deduzidas de (21) e (22) e das fórmulas de redução (19) e (20), da seguinte maneira: 


fusxar= jig?x- figxdx= itg? x — In |sec x| +C 


fsetxax = secxtga +} f secxdr = t secx tgx + + In|secx +tgx| +C 


E INTEGRAÇÃO DE PRODUTOS DE TANGENTES E DE SECANTES 
Se m e n forem inteiros positivos, então a integral 


| tg” x sec” x dx 


poderá ser calculada por um dos três procedimentos dados na Tabela 7.3.2, dependendo de m 
e n serem pares ou ímpares. 


Tabela 7.3.2 
INTEGRAÇÃO DE PRODUTOS DE TANGENTES E DE SECANTES 


h ten SECON PROCEDIMENTO IDENTIDADES RELEVANTES 


* Separe um fator de sec? x 
2 


n par e Aplique a identidade relevante sec? x=tg?x+1] 


e Faça a substituição u = tg x 


e Separe um fator de sec x tg x 


m ímpar e Aplique a identidade relevante tg? x = sec? x— 1 


e Faça a substituição u = sec x 


e Use a identidade relevante para reduzir 


m par o integrando a potências somente de sec x a a 
e Agora use a fórmula de redução tg x=secx-1 


n ímpar ee 
para potências de sec x 
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> Exemplo 4 Calcule 
(a) | tg? x sec! x dx (b) J tg? x sec? x dx (c) / tg? x secx dx 
Solução (a) Comon = 4 é par, utilizaremos o primeiro procedimento na Tabela 7.3.2: 
J tg? x sect x dx = | tg? x sec? x sec? x dx 
= 1 tg? x(tg? x + 1) sec? x dx 


fu + Ddu 


=W+ju+C=itgix+riteix+o 


Solução (b) Como m = 3 é ímpar, utilizaremos o segundo procedimento na Tabela 7.3.2. 
J tg? x sec? x dx = i: tg? x sec? x (sec x tg x) dx 


= fiex — 1) sec? x (sec x tgx)dx 


fe — Du? du 


tuð — łu? +C=secix-—secix+C 


II 


I 


Solução (c) Como m = 2 é par e n =1 é ímpar, utilizaremos o terceiro procedimento na 
Tabela 7.3.2: 


fisxsecxax = fees- 1) sec x dx 


| sec? x dx — J sec x dx Ver (26) e (22) 


= isecxtgx + 5 In |sec x +tgx|— In|secx + tg x| + C 


= t sec x tg x — + In |sec x + tg x| + C «4 


E UM MÉTODO ALTERNATIVO PARA A INTEGRAÇÃO DE POTÊNCIAS DE SENO, 
COSSENO, TANGENTE E SECANTE 

Os métodos nas Tabelas 7.3.1 e 7.3.2 podem ser aplicados, às vezes, sem = 0 ou n = O para 

integrar potências inteiras positivas de seno, cosseno, tangente e secante, sem fórmulas de 

redução. Por exemplo, em vez de usar a fórmula de redução para integrar sen? x, podemos 


Com a ajuda da identidade 


1 + cotg?x = cossec? x 


as técnicas da Tabela 7.3.2 podem aplicar o segundo procedimento na Tabela 7.3.1: 
ser adaptadas para calcular integrais 
form 
garorma fs xdx = for x) sen x dx 
/ cotg” x cossec” x dx 
E Jo ad PERA 
A 2 EP du = — sen x dx 
Também é possível deduzir fórmulas 
de redução para potências de cotan- 2 
gentes e cossecantes que são análo- = (l — u°) du 


gas às Fórmulas (19) e (20). 
tu? —u+C = 5 cos 


3x— cosx +C 


que confere com (11). 
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Figura 7.3.2 Um voo com leitura 
constante na bússola de Nova York 
para Moscou segue uma espiral em 
direção ao Polo Norte, mas é um seg- 
mento de reta em uma projeção de 
Mercator. 


E O MAPA-MÚNDI DE MERCATOR 

A integral da sec x desempenha um papel importante nos projetos de mapas de navegação 
para traçar cursos náuticos e aeronáuticos. Marinheiros e pilotos geralmente mapeiam seus 
cursos ao longo de caminhos com uma leitura de bússola constante, por exemplo, o curso 
pode ser 30° a noroeste ou 135° a sudeste. Exceto para cursos paralelos ao Equador ou dire- 
tos para Norte ou Sul, um curso com leitura de bússola constante leva a uma espiral em torno 
da Terra em direção a um dos polos (conforme a parte superior da Figura 7.3.2). Em 1569, o 
matemático e geógrafo flamengo Gerhard Kramer (1512-1594) (mais conhecido pelo nome 
latino de Mercator) inventou um mapa-múndi chamado de projeção de Mercator, no qual as 
espirais produzidas pela leitura constante da bússola aparecem como linhas retas. Isso foi ex- 
tremamente importante, pois possibilitou aos marinheiros determinar uma leitura constante 
da bússola entre dois pontos simplesmente conectando-os por uma linha reta sobre um mapa 
(como na parte inferior da Figura 7.3.2). 

Supondo que a Terra seja uma esfera com raio de 6.500 km, então as curvas de latitude 
obtidas com um incremento de 1° são equidistantes umas das outras em cerca de 114 km (por 
quê?). Porém, na projeção de Mercator, as curvas de latitude tornam-se mais separadas em 
direção aos polos, de forma que duas curvas de latitude amplamente espaçadas nas proximi- 
dades do polo podem estar, na verdade, à mesma distância sobre a Terra do que duas curvas 
de latitude a pequena distância próximas ao Equador. Pode-se provar que, em um mapa de 
Mercator, no qual a curva equatorial tem comprimento L, a distância vertical Dg sobre o mapa 
entre o Equador (latitude 0º) e a curva de latitude 8º é 


L (Bx/180 


Dg = F : sec x dx (27) 


Wf EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.3 (Ver página 508 para respostas.) 


1. Complete cada identidade trigonométrica com uma expressão 3. Use a substituição indicada para reescrever a integral em ter- 


que envolva cos 2x. 


(a) sen? x= 


(c) cos? x — sen? x = 


2. Calcule a integral. 


(a) fseéxax == o 


(b) fixa =. 


(c) fseexax == o. 


(d) fusar=— — 


EXERCÍCIOS 7.3 


mos de u. Não calcule a integral. 


b) cos? x= 
(b) (a) sen? x cos x dx; u = sen x 


(b) f sent x cos? x ax; u = cosx 
(c) fi xsex as; u=tgx 


(d) [re rseexam: u = sec x 


1-52 Calcule a integral. E 


1. / cos? x sen x dx 


3. f 50 do 


5. I ser? a0 do 


2 


4 


6 


3 


senax cosax dx 8. sen? x cos! x dx 


sen? x cos? x dx 12. sen? x cos! x dx 


cos’ at dt 13. sen 2x cos 3x dx 14. sen 30 cos 20 d0 


5 
f sen” 3x cos 3x dx 9. f sen? t cos? t dt 10. / ser” x cos? x dx 
[cos 3x dx 11. f / 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43 


45. 


47. 


49. 


51. 


J sen x cos(x/2) dx 16. f cos!’ x sen x dx 
x/2 m/2, 
| cos? x dx 18. f sen? “ cos? E dx 
0 0 2 2 
x/3 x 
f senf 3x cos? 3xdx 20. / cos? 56 d0 
0 =n 
x/6 2r 
Í sen 4x cos 2x dx 22. f sen? kx dx 
0 0 
J sec?’ (2x — 1) dx 24. / tg 5x dx 
fo te(e dx 26. f cor 3x dx 
f secar dx 28. [= dx 
Nx 
/ tg? x sec? x dx 30. f tgř x sect x dx 
/ tg 4x sec! 4x dx 32. f tgt 0 sect 0 do 
I sec? x tg? x dx 34. / tg” 6 sec O do 
/ tg! x secx dx 36. É tg? x sec? x dx 
fistsectrar 38. fiex sec? x dx 
J sec x dx 40. f sec? x dx 
I tg? 4x dx 42. f tg! x dx 
J Vtg x sec! x dx 44. f tgx sec?/? x dx 
x/8 x/6 
| tg? 2x dx 46. f sec? 26 tg 26 dO 
0 0 
x/2 x 1/4 
| tg 3 dx 48. sec Tx tg ax dx 
0 


J cotg? x cossec? x dx 50. | cotg? 3t sec3t dt 


/ cotg? x dx 


52. cossec! x dx 


— Ss 


53-56 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


53. 


54. 


55. 


Para calcular f sen? x cos? x dx, use a identidade trigonométrica 


sen? x = 1 — cos? x e a substituição u = cos x. 


Para calcular f sen? x cos? x dx, use a identidade trigonométrica 
sen? x = 1 — cos? x e a substituição u = cos x. 
Muitas vezes, a identidade trigonométrica 
1 
sena cos $ = s[sen(a — 8) + sen(a + 8)] 


é útil para calcular integrais da forma /sen” x cos” x dx. 


56. 


57. 


58. 
59. 
60. 
61. 


62. 


63. 


64. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


65. (a) Mostre que 
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A integral f tg? x sec? x dx é equivalente a uma cujo integrando 
é um polinômio em sec x. 


Sejam m e n inteiros não negativos e distintos. Use as Fórmulas 
(16) a (18) para provar: 


2x 
(a) f sen mx cosnx dx = O 
0 
2x 
(b) n cos mx cosnx dx = O 
0 


2x 
(c) I sen mx sen nx dx = 0. 
0 


Calcule as integrais no Exercício 57 quando m e n denotam o 
mesmo inteiro não negativo. 


Encontre o comprimento de arco da curva y = In(cos x) acima 
do intervalo [0, 7/4]. 


Encontre o volume do sólido gerado quando a região limitada 
por y = tg x, y = 1 e x = 0 gira em torno do eixo x. 


Encontre o volume do sólido que resulta quando a região limitada 
por y = cos x, y = sen x, x = 0 e x = 7/4 gira em torno do eixo x. 


A região limitada abaixo pelo eixo x e acima pela parte de 
y = sen x de x = 0 a x = 7 gira em torno do eixo x. Encontre o 
volume do sólido resultante. 


Use a Fórmula (27) para mostrar que, se o comprimento da 
curva equatorial em uma projeção de Mercator for L, então a 
distância vertical D entre as curvas de latitude œ° e 8º do mes- 
mo lado do Equador (onde œ < £) é 


sec Bº + tan 6º 
n 
secaº + tang’ 


D = 
2x 


Suponha que o Equador tenha um comprimento de 100 cm em 

uma projeção de Mercator. Em cada parte, use o resultado do 

Exercício 63 para responder à questão. 

(a) Qual é a distância vertical no mapa entre o Equador e a 
curva de latitude 25º Norte? 

(b) Qual é a distância vertical no mapa entre New Orleans, 
Louisiana, nos Estados Unidos a 30º de latitude Norte, e 
Winnepeg, Canadá, a 50º de latitude Norte? 


f cossecxar = — ln |cossec x + cotg x| + C 


(b) Mostre que o resultado de (a) também pode ser escrito 
como 


f cossecx dx = In |cossec x — cotg x| + C 


f cossec xax =1n|tg x| +C 
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x/2 x/2 
5 6 
66. Reescreva sen x + cos x na forma (c) À sem x dx (d) Í sen’ x dx. 
A sen (x + 6) 70. Use a Fórmula (10) da Seção 7.2 e o método do Exercício 68 
e use seu resultado junto com o Exercício 65 para calcular para deduzir as fórmulas de Wallis para cosseno: 
f dx x/2 z x 1.3.5...(n— 1) n par 
sen x + cos x E cos Rb 2.4.6--.n (5) 
67. Use o método do Exercício 66 para calcular x/2 bd 2-4.6- (n—1) impar 
dx z ENAA Gs Ge Ten e>3 
—— > (a,bnão nulos) 0 
a sen x + b cos x 


71. Texto Descreva as várias abordagens para calcular integrais 
da forma 


68. (a) Use a Fórmula (9) da Seção 7.2 para mostrar que 


sen” x cos” x dx 
n/2 w= i x/2 
5 sen” x dx = f sen”? xdx (n> 2) 
0 0 


li Quais são os casos em que esses tipos de integrais se dividem? 
(b) Use esse resultado para deduzir as fórmulas de Wallis Quais são os procedimentos e as identidades usadas em cada 
para o seno: caso? 
x/2 ncd m 1-3-5... (n— 1) n par 72. Texto Descreva as várias abordagens para calcular integrais 
a SPONA Pa 2.4.6-..n e>2 da forma 
[O sentar 2:4.6-:-(n — 1) (" a fis" xse” xax 
o 3.5.7...n e>3 


Quais são os casos em que esses tipos de integrais se dividem? 

x/2 x/2 Quais são os procedimentos e as identidades usadas em cada 

(a) | sen? x dx (b) f senf x dx caso? 
0 0 


69. Use as fórmulas de Wallis do Exercício 68 para calcular 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.3 


1 — cos 2x 1 + cos 2x 
1. (a) 2 (b) 7 


3. (a) feau (b) fee- rue du (c) fa (d) fe- nau 


(c) cos 2x 2. (a) tgx+ C (b) tgex—-x+C (c) lnļ|secx+tgx|+C (d) In |secxl + C 


7.4 SUBSTITUIÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Nesta seção, discutiremos um método para calcular integrais contendo radicais, através 
de substituições envolvendo funções trigonométricas. Mostraremos também como integrais 
contendo polinômios quadráticos podem, às vezes, ser calculadas completando o quadrado. 


E O MÉTODO DA SUBSTITUIÇÃO TRIGONOMÉTRICA 
Para começar, iremos nos ocupar com integrais que contêm expressões da forma 


va? = x2, Vx? +a, Vx? =g 
nas quais a é uma constante positiva. A ideia básica para o cálculo dessas integrais é fazer 
uma substituição para x que elimine o radical. Por exemplo, para eliminar o radical da expres- 


são ya? — x2, podemos fazer a substituição 
x=asenô, —n/2 <0 < xn/2 (1) 


e observar que 
Va Zy = Va? — a° sen? 0 = Vea — sen? 0) 


= av cos? 0 = a|cos 0| = a cos 0 cos6 > 0 quando —7/2 < 0 < 7/2 


E 


Figura 7.4.1 


V4-x? 


x=2sen6 
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A restrição sobre O em (1) serve a dois propósitos: possibilita-nos substituir |cos 6| por 
cos 0 para simplificar os cálculos e permite que a substituição possa ser reescrita como 
0 = arc sen (x/a), se necessário. 


> Exemplo 1 


Calcule J = 
Solução Para eliminar o radical, fazemos a substituição 
x=2senð, dx= 2 cos 0 d0 


Obtemos, então: 


f dx f 2 cos d0 
x? y4 — x? (2 sen 0)? y4 — 4 sen? 0 
o 2cos6 d0 o1 J do 
~ J (2sen0)?(2cos0) 4J sento 
1 , 1 
= 7 cossec 6 dO = -3 cotgô + C (2) 


Nesse ponto, completamos a integração; porém, como a integral original estava expressa em 
termos de x, é desejável também expressar cotg O em termos de x. Isso pode ser feito usando- 
-se identidades trigonométricas, mas a expressão também pode ser obtida fazendo-se a subs- 
tituição x = 2 sen 0 como sen 0 = x/2 e representando-a geometricamente, como na Figura 
7.4.1, da qual obtemos: 


a 
cotg 0 = ———— 


Substituindo em (2), temos 


f dx = E gd 
der 4 x 


— y2 dx 
> Exemplo 2 Calcule f 


1 x2/4-x2 


Solução Há duas abordagens possíveis: podemos fazer a substituição na integral indefinida 
(como no Exemplo 1) e, então, calcular a integral definida usando os limites de integração 
em x; ou podemos fazer a substituição na integral definida e converter os limites em x nos 
correspondentes limites em 6. 


Método 1 


Usando o resultado do Exemplo 1, com os limites de integração em x, obtemos 


"2 
m de (v4-22] 0 f gj 
i 4x2 4 x o 4 4 


Método 2 


A substituição x = 2 sen 0 pode ser expressa como x/2 = sen 6 ou 0 = arc sen (x/2): logo, os 
limites em 6 correspondentes a x = 1 e x = 2 são 


x=1: 0 = arc sen (1/2) = 7/6 
x=ĘẸs2: 6 = arc sen (v2/2) = 7/4 
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Ay 
b 
XxX 
> 
a 
x y 
—+^ = 1 
a b 
Figura 7.4.2 
Ay 
y= Va? -x? 
xX 
> 
-a a 
Figura 7.4.3 
OBSERVAÇÃO 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um recurso 
computacional com integração nu- 
mérica, use-o, bem como a Fórmula 
(3), para aproximar 7x com três casas 
decimais. 


Assim, a partir de (2) no Exemplo 1, obtemos 


v2 dx 1 [7^ 2 
E E f” cossecto do 
J x2V4 — x? 4 Í, 
1 3-1 
[ cotg oi a [! v3] = ad « 


Solução Como a elipse é simétrica em torno dos eixos, sua área A é 4 vezes a área no pri- 
meiro quadrante (Figura 7.4.2). Se resolvermos a equação da elipse para y em termos de x, 
obtemos 


b 
y==-Va — x? 
a 
onde a raiz quadrada positiva dá a equação da metade superior. Assim, a área é dada por 


bh 4b [º 
a=4 f dota [ va — x’ dx 
o 4 ado 


Para calcular essa integral, vamos fazer a substituição x = a sen 6 (dx = a cos 0 dê) e conver- 
ter os limites de integração em x para os limites em 9. Uma vez que a substituição pode ser 
expressa como 0 = arc sen (x/a), os limites de integração em 6 são 


x=0: 6=arcsen(0) = 0 
x=a: 0 = arc sen (1) =7/2 


Desse modo, obtemos 


apf" dy (É SER 
a=2f v-a =? [ a? — a? sen? 0 - a cos 0 do 
a Jo a Jo 


4b x/2 


a Jo 


a cos 0 -acos 0 d0 


n/2 x/2 1 
= sab | cos? 0 do = sab | Y + cos 20) do 
0 0 


1 no mx 
= 2ab [9 + 5 sen20] = 2ab |Z -0| = xab « 
2 a 2 


No caso especial em que a = b, a elipse torna-se um círculo de raio a, e a fórmula da área fica A = za”, confor- 
me esperado. Vale a pena notar que 


f va — x’ dx = ina? (3) 


uma vez que essa integral representa a área do semicírculo superior (Figura 7.4.3). 


Até agora, abordamos o uso da substituição x = a sen 0 para calcular integrais envol- 


vendo radicais da forma Va? — x°. A Tabela 7.4.1 resume esse método e descreve outras 


substituições desse tipo. 


yx 


AY 
E a y= x?/2 / 
| 
| 
~ LA 
| 
Figura 7.4.4 
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Tabela 7.4.1 
SUB STITUIÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 

EXPRESSÃO 
NO INTEGRANDO SUBSTITUIÇÃO RESTRIÇÃO SOBRE 6 SIMPLIFICAÇÃO 

a2-x?2 x=asen 60 -m/2<0< 7/2 a2-x2= a2-a?sen?0 = a? cos? 0 
a2+x? x=atg0 =T/2 < 60 < m/2 a? +x? = a° +a’ tg? 0 = a? sec? 0 

O0<0<T/2 (sex>a) 

2 2 = 2 EAEE) 2 V S, 

xí—-a x=asec6 x= a“ = a“ sect 0 = 44 = a“ tgr 0 
io (sex < —a) 8 


> Exemplo 4 Encontre o comprimento de arco da curva y = x?/2 de x = 0 a x = 1 (Figura 
7.4.4). 


Solução A partir da Fórmula (4) da Seção 6.4, o comprimento de arco L da curva é 


1 d 2 1 
kaf 1+(2) dx= | diria 
o y dx 0 


O integrando envolve um radical da forma va? + x? com a = 1. Assim, da Tabela 7.4.1, fa- 
zemos a substituição 


x=tg0, —x/2<0<7n/2 
dx 


— =sec?0 ou dx = sec? 0 d0 
do 


Uma vez que essa substituição pode ser expressa como 0 = arc tg x, os limites de integração 
em 0 que correspondem aos limites em x, x = 0 e x = 1 são 


x=0: 0=arctg0=0 
x=1: 0=arctg 1 = 7/4 
Logo, 


1 n/4 
p= | Vi+xdr= [ V1 +tg?0 sec? 6 do 
0 0 
x/4 
TEC 
0 
x/4 
-[ [sec 6 |sec? 6 do 
0 
x/4 
- f" soas 
1 1 ils Fórmula (26) 
= [E seco tgo + z ln |secO + tg o 


=1 [V2+In(v2 + D] ~ 1,148 <4 


> Exemplo 5 Calcule dx, supondo que x > 5. 


= 
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x2-25 


x=5sec0 


Figura 7.4.5 


Solução O integrando envolve um radical da forma «/ x? — a? coma = 5; portanto, usando 
a Tabela 7.4.1, fazemos a substituição 
x=5sec0, 0O<60<7m/2 


d 
T = 5sec0tgð ou dx =5sec0tg0 do 


Assim, 


c= "o 


See (5sec0 tg 0) do 


5 sec 


=5 [seo 1)d0 = 5tg 0 — 50 +C 


sit 
aj tg = (5 sec O 180) dO 


Para expressar a solução em termos de x, vamos representar a substituição x = 5 sec 0, geo- 
metricamente, pelo triângulo na Figura 7.4.5, do qual obtemos 


x2-— 25 
5 


Disso e do fato de que a substituição pode ser expressa como 6 = arc sec (x/5), obtemos 


[as = 22-25 — Sarcsec(=) +C 4 


tg0 = 


E INTEGRAIS ENVOLVENDO ax? + bx + c 

As integrais que envolvem a expressão quadrática ax?+ bx + c, onde a + 0 e b + 0, podem 
ser frequentemente calculadas, primeiro completando o quadrado e, depois, fazendo uma 
substituição apropriada. Os exemplos a seguir ilustram essa ideia. 


> Exemplo 6 Calcule f = ia 
x? — 4x +8 


Solução Completando o quadrado, obtemos 
L — 4x +8 = (2 — 4x+4) +8 —4=(x-2}+4 
Assim, a substituição 


u=x—2, du=dx 


2 
| at | mt | mau 
x2-4x +8 Q22 +4 2 +4 

du 
du +2 
E u? +4 gj |= 
1 2u du 
= du +2 
3J ppa e 


lau asda as 6 
= 0 = are = 
ga 2 87 


fornece 


I 2 x—2 
= M&E- 2) +4] + arc tg == +C 4 
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VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.4 (Ver página 514 para respostas.) 


1. 


EXERCÍCIOS 7.4 E 


Para cada expressão, dê uma substituição trigonométrica que 


elimine o radical. 
(a) Va? — x? (b) Va? + x? 


(c) Vx2— a? 

Se x= 2 sec 0e 0 <0 < 7/2, então 

(a) sen 0 = (b) cos 80 = 

(c) tg0= 

Em cada parte, explicite a substituição trigonométrica que ten- 
taríamos em primeiro lugar para calcular a integral. Não calcu- 
le a integral. 


(a) f| FE 
(b) |a 
(c) |a 


CAS 


(d) [a 
(e) [Fax 
(f) [vi + (9x)2 dx 


Em cada parte, determine a substituição u. 
1 1 

—— dx= | —>——— du; 

alra i |r º 


u= 
(b) | p2 6r +Bdr= | Vu? Tau 


u= 
(c) | VEs f VEn: 


u= 


1-26 Calcule a integral. EB 


1. 


3. 


5. 


7. 


9. 


11 


13 


15 


17 


19 


21. 


23. 


25 


[Vra 2. [vi — 4x? dx 


J x? d 4 f dx 

= dy R ==. 

V16- x? x2? V9 — x? 
dx x? 

J UFa Ta 6. Í DA dx 

K v5+x 
/ vVx2—9 d J dx 
JO y E no, 

x x?y x? — 16 

10. JERE — x’ dx 


1+? 
2 f t dt 


I 3x2 d 
—— dx 
yl— x? 


dx 
| x2? y 9x? — 4 


/ dx 14 J dx 
(1 — x2)32 J Kay +85 
d d 
/ ES 16. f RR 
(2 — 9 1+2xº +a* 
dx 3x3 
e o 18. | ——— d 
| (4x2 — 932 J Ve 
cos 6 
e”v 1 — e” dx 202) do 
J y2 — sen? 0 
1 1/2 d 
1 5x3 V1 — x? dx 22. I m 
0 o (=x) 
f. dx ” i Vo? 4, 
=== . — 
vI x?y x? -1 20x 


3 x 
26. — d 
Í (3 + x2)5/2 5 


7 dx 
1 xtyx] +3 


27-30 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


27. 


28. 


29. 


30. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


31. 


32. 


Um integrando envolvendo um radical da forma ~Va? — x? su- 
gere a substituição x = a sen 0. 


A substituição trigonométrica x = a sen 0 é usada com a restri- 
ção0<0< r. 


Um integrando envolvendo um radical da forma vx? — a? su- 
gere a substituição x = a cos 0. 


A área envolvida pela elipse x? + 4y? = 1 é 7/2. 


A integral 


|e 
x? +4 


pode ser calculada ou por substituição trigonométrica ou 
pela substituição u = x? + 4. Calcule-a das duas maneiras e 
mostre que os resultados são equivalentes. 


E 

—— dx 

x? +4 

pode ser calculada tanto por substituição trigonométrica 
quanto por manipulação algébrica, reescrevendo o numera- 
dor do integrando como (x? + 4) — 4. Calcule a integral de 


ambas as maneiras e mostre que os resultados obtidos são 
equivalentes. 


A integral 


33. 
34. 


Encontre o comprimento da curva y = ln x de x = l ax = 2. 


Encontre o comprimento da curva y = x de x= 0a x= 1. 
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35. Encontre a área da superfície gerada quando a curva do Exercí- 30. | cad) Jita snz dx 
cio 34 gira em torno do eixo x. 


36. Encontre o volume do sólido gerado quando a região limitada 51. (a) Use a substituição hiperbólica x = 3 senh u, a identidade 
por x = y(1 — y3 !/4, y = 0, y = 1 e x = 0 gira em torno do cosh? u — senh? u = 1 e o Teorema 6.9.4 para calcular 
eixo y. dx 

37-48 Calcule a integral. E Vx2+9 


38 


37 Í dx f dx 
i x? — 4x +5 ` /2x — x? 


(b) Calcule a integral em (a) usando uma substituição trigo- 
nométrica e mostre que o resultado confere com o obtido 


40. / dx em (a). 


2 

Ape e paes 52. Use a substituição hiperbólica x = cosh u, a identidade 

x d senh? u = à (cosh 2u — 1) e os resultados indicados no Exer- 
2+2% +29 cício 51 para calcular 


39. [== 

V3+2x— x? 

41. | == 

Vx? — 6x +10 

43. | Fa 44. [>= [Nia x>1 
ViI+e +e* 


45. J dx 46. f 2x +3 p 53. Texto A substituição trigonométrica x = a sen 0, 
2x? + 4x +7 4x? +4x +5 —n/2<6<7/2, é recomendada para uma integral cujo inte- 


42. 


2 dx 4 grando envolva ~va? — x2. Discuta as implicações de restrin- 
47. | D 48. f vx(4 — x) dx gir 0a 7/2 < 0 < 37/2 e explique por que devemos preferir a 
1 V4x— x 0 


restrição —7/2< 0 < 7/2. 


[€] 49-50 Há uma boa chance de que um CAS não seja capaz de cal- 54. Texto A substituição trigonométrica x = a cos O poderia ser 
cular a integral dada. Se for esse o caso, faça uma substituição de usada com uma integral cujo integrando envolva Va? — x2. 
forma a obter uma integral que seu CAS possa calcular. E Determine uma restrição apropriada para 0 com a substituição 

x = a cos 0 e discuta como aplicar essa substituição em inte- 
49. J cos x sen xv 1 — sen! x dx grais apropriadas. Ilustre sua discussão calculando a integral 


do Exemplo 1 usando uma substituição desse tipo. 
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1. (a) x=asend (b)x=atgô (c) x=asecô 2. (a) Ra (TE (c) ea 3. (a) x=3tg0 (b) x=3 senð 
x a 


(c) x=isen6 (d) x=3secO (e) x="31g0 (Dx=tgo 4 (@a)x—-1 b)x-3 (0)x+2 


7.5 INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES RACIONAIS POR FRAÇÕES PARCIAIS 


Lembre que uma função racional é uma razão de dois polinômios. Nesta seção, vamos 
fornecer um método geral para a integração de funções racionais, baseado na ideia de 
decompor uma função racional em uma soma de funções racionais mais simples que possam 
ser integradas pelos métodos estudados nas seções anteriores. 


E FRAÇÕES PARCIAIS 
Em Álgebra, aprende-se a combinar duas ou mais frações em uma única usando um denomi- 


nador comum. Por exemplo, 
2 3 Me +DHIA 4 5x — 10 
x-4 x+1 4-9)QG+D o x2-3x—4 


(1) 


Porém, para os propósitos de integração, o lado esquerdo de (1) é preferível ao lado direito, 
uma vez que cada um de seus termos é de fácil integração: 


J Lazna a +f 2 ae tnk-ditahbe tiie 
—— dx= ——— dx —— Ay = X = X 
x? —3x—4 x—4 x+1 
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Assim, é desejável ter algum método que nos possibilite obter o lado esquerdo de (1) a partir 
do lado direito. Para ilustrar como isso pode ser feito, começamos por notar que, no lado es- 
querdo, os numeradores são constantes, e os denominadores são os fatores do denominador 
do lado direito. Dessa forma, para encontrar o lado esquerdo de (1) a partir do lado direito, 
devemos fatorar o denominador do lado direito e procurar constantes A e B tais que 


5x — 10 A B 


Es. ped FFl 2) 


Uma maneira de encontrar as constantes A e B é multiplicar ambos os membros de (2) por 
(x — 4) (x + 1), para eliminar a fração. Isso dá lugar a 


5x — 10 = A(x + D+ B(x — 4) (3) 


Tal relação é válida para todo x; assim, em particular, é válida para x = 4 e x = —1. Substi- 
tuindo x = 4 em (3), vemos que o segundo termo desaparece, dando lugar à equação 10 = 5A 
ou A = 2; substituindo x = —1 em (3), vemos que desaparece o primeiro termo da direita e 
resulta a equação —15 = —5B ou B = 3. Substituindo esses valores em (2), obtemos 


5x—-10 2 f 3 
xr) x-4 x+l1 


(4) 


o que está de acordo com (1). 
Um segundo método para encontrar as constantes A e B é multiplicar o lado direito de 
(3) e juntar as potências iguais de x para obter 


5x — 10 = (A +B) x + (A — 4B) 
Uma vez que os polinômios de ambos os lados são idênticos, seus coeficientes correspon- 
dentes devem ser os mesmos. Equacionando os coeficientes correspondentes nos dois lados, 
obtemos o seguinte sistema de equações nas incógnitas A e B: 


A+ B= 5 
A — 4B = —10 


Resolvendo esse sistema, temos A = 2 e B = 3, como anteriormente (verifique). 

Os termos à direita de (4) são denominados frações parciais das expressões do lado 
esquerdo, pois cada um constitui uma parte daquela expressão. Para encontrar as frações par- 
ciais, primeiro tivemos de fazer uma suposição sobre sua forma para, então, encontrar as cons- 
tantes desconhecidas. Nosso próximo objetivo é estender essa ideia a funções racionais em 
geral. Para isso, vamos supor que P (x)/Q (x) seja uma função racional própria, o que signi- 
fica que o grau do numerador é menor do que o do denominador. Há um teorema em Álgebra 
avançada que afirma que toda função racional própria pode ser expressa como uma soma 


TO) ROF R+ HRG) 
Qa) 
onde F(x), Fa(x),..., Fa(x) são funções racionais da forma 
A Ax + B 


(ax + b)k ne (ax? + bx + o) 


nas quais os denominadores são fatores de Q(x). A soma é denominada decomposição em 
frações parciais de P(x)/O(x), e as parcelas são chamadas de frações parciais. Como em 
nosso exemplo de abertura, há duas etapas para se encontrar uma decomposição em frações 
parcias: determinar a forma exata da decomposição e encontrar as constantes desconhecidas. 


E ENCONTRANDO A FORMA DE UMA DECOMPOSIÇÃO EM FRAÇÕES 
PARCIAIS 

O primeiro passo para encontrar a forma de uma decomposição em frações parciais de uma 

função racional própria P(x)/O(x) é fatorar completamente Q(x) em fatores lineares, quadrá- 
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ticos e irredutíveis e, então, juntar todos os fatores repetidos, de modo que Q(x) seja expresso 
como um produto de fatores distintos da forma 


(ax+ b)” e (ax? + bx+ œ)" 


A partir desses fatores, podemos determinar a forma da decomposição das frações parciais 
usando duas regras, que passamos a discutir. 


E FATORES LINEARES 
Se todos os fatores de Q(x) são lineares, então a decomposição em frações parciais de 
P(x)/Q(x) pode ser determinada usando-se a seguinte regra: 


REGRA DO FATOR LINEAR Para cada fator da forma (ax + by”, a decomposição em fra- 
ções parciais contém a seguinte soma de m frações parciais: 
A1 A2 A 
| 3 +. + EON 
ax+b (ax+b) (ax + b)” 


onde A4, A2,..., Am São constantes a serem determinadas. No caso em que m = 1, aparece 
somente a primeira parcela da soma. 


= d 
> Exemplo 1 Calcule J Ze 
x +x—2 
Solução O integrando é uma função racional própria, que pode ser escrita como 


1 1 
x +x-2 (x-D(x+2) 


Os fatores x — 1 e x + 2 são lineares e aparecem na primeira potência; assim, cada fator con- 
tribui com um termo na decomposição em frações parciais pela regra do fator linear. Desse 
modo, a decomposição tem a forma 
1 A B 
= F 
(œx-1(x+2 x-1 x+2 


(5) 


onde A e B são constantes a serem determinadas. Multiplicando ambos os membros de (5) por 
(x — 1) (x + 2), obtemos 


I=A«+ D+ BG -— 1) (6) 


Conforme discutido anteriormente, existem dois métodos para se encontrar A e B: podemos 
substituir valores de x escolhidos, de forma a anular termos à direita, ou podemos multiplicar 
o lado direito e equacionar coeficientes correspondentes nos dois lados para obter um sistema 
de equações que possa ser resolvido para A e B. Vamos usar a primeira abordagem. 

Fazendo x = 1, o segundo termo em (6) desaparece e obtemos 1 = 34 ou A = 1; fazen- 
do x = —2, o primeiro termo em (6) desaparece e obtemos | = —3B ou B = — L, Substituindo 
esses valores em (5), obtemos a decomposição em frações parciais 


E 
(x Dx+2) x= 
A integração pode ser completada da seguinte forma: 
J dx a | dx 1 / dx 
NG?) 3Jx-1 3J x+2 


1 1 Lo |x-1 
= qlnlx— = qnbx+24+C=5n +C 4 


x+2 
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Se os fatores de Q(x) são lineares e nenhum é repetido, como no último exemplo, então 
o método recomendado para encontrar as constantes na decomposição em frações parciais é a 
substituição de valores apropriados de x para fazer desaparecer termos. Entretanto, se alguns 
dos fatores lineares são repetidos, então não será mais possível encontrar todas as constantes 
dessa forma. Nesse caso, o procedimento recomendado é encontrar tantas constantes quanto 
possível por substituição e, então, encontrar as demais equacionando os coeficientes. Isso está 
ilustrado no próximo exemplo. 


= 2x +4 
> Exemplo 2 Calcule f —— dx. 
x? — 2x? 


Solução O integrando pode ser reescrito como 


2x +4 2x +4 


x3 — 2x2 x4x-2) 


Embora x? seja um fator quadrático, não é irredutível, pois xº = xx. Assim, pela regra do fator 
linear, x? introduz dois termos (uma vez que m = 2) da forma 
A B 
x x 
e o fator x — 2 introduz um termo (uma vez que m = 1) da forma 
C 
x—2 


de modo que a decomposição em frações parciais é 


2x + 4 A B C 


xXx- x q x-2 (7) 
Multiplicando por x° (x — 2), obtemos 
2x+4=Ax(x- D+B(x-D+4CX (8) 
a qual, após a multiplicação e juntando-se as mesmas potências de x, fica 
2x+4=(A+0X+(-24+B)x— 2B (9) 
Fazendo x = 0 em (8), desaparecem o primeiro e o terceiro termos; obtendo B = —2 e fazen- 


do x = 2 em (8), o primeiro e o segundo termos desaparecem, resultando em C = 2 (verifi- 
que). Porém, não há substituição em (8) que produza A diretamente; portanto, fazemos uso da 
Equação (9) para encontrar esse valor. Isso pode ser feito equacionando-se os coeficientes de 


x? em ambos os lados para obter 


A+C=0 ou A=-—"C=—2 


Substituindo os valores A = —2, B = —2 e C = 2 em (7), obtemos a decomposição em fra- 
ções parciais 
2x +4 = —2 -2 2 
x?(x—-2) x x? x-2 


Assim, 


i E 2/5 2[S+2[ dx 
x= 
x2(x — 2) x x? x —2 


3 
= —21n |x| + + 21n |x — 2| + C = 21n 
X 


x—2 


2 
Fore 
X x 
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E FATORES QUADRÁTICOS 
Se alguns dos fatores de Q(x) são quadráticos irredutíveis, então sua contribuição para a de- 
composição em frações parciais de P(x)/O(x) pode ser determinada a partir da seguinte regra: 


REGRA DO FATOR QUADRÁTICO Para cada fator da forma (ax? + bx + c)”, a decompo- 
sição em frações parciais contém a seguinte soma de m frações parciais: 


Aix + B; Ax + B2 Amx + Bm 


ax? + bx +c ER o 


onde Ai, A2,..., Am, Bı, B2,..., Bm São constantes a serem determinadas. No caso em que 
m = 1, aparece somente a primeira parcela da soma. 


> Exemplo3 Cal re f Dt y 
aicule Ns 
p 3x3 — x? +3x— 1 


Solução O denominador do integrando pode ser fatorado por agrupamento: 
3E — xX + 3x — 1 = x?(3x — 1) + (3x — 1) = (3x — 1x2 + 1) 
Pela regra do fator linear, o fator 3x — 1 introduz um termo, a saber, 
A 
3x — 1 
e, pela regra do fator quadrático, o fator x? + 1 introduz um termo, a saber, 


Bx+C 
x241 


Assim, a decomposição em frações parciais é 


x +x—2 A Bx+C 
= + (10) 
Bx- 1)(x? +1) 3x—l x? +1 
Multiplicando ambos os membros de (10) por (3x —1) (x? + 1), obtemos 
xX +x — 2 = A+ D+(Bx+ O(3x— 1) (11) 


Poderíamos encontrar A substituindo x = E o que faz desaparecer o último termo, e, en- 
tão, determinar as constantes, equacionando os coeficientes correspondentes. Contudo, nesse 
caso é igualmente fácil encontrar todas as constantes, equacionando os coeficientes e resol- 
vendo o sistema resultante. Com essa finalidade, multiplicamos o lado direito de (11) e jun- 
tamos as mesmas potências: 


X+x-2=(A43B)xX+(-B+30)x+(A-C) 


Equacionando os coeficientes correspondentes, obtemos 


A+3B = 1 
= B4+3C= 1 
A = 


Para resolver esse sistema, subtraímos a terceira equação da primeira para eliminar A. Então, 
usamos a equação resultante junto à segunda equação para obter B e C. Por fim, determina- 
mos A a partir da primeira ou da terceira equação. Isso dá lugar a (verifique) 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Os CAS são programados para en- 
contrar decomposições em frações 
parciais. Se o leitor dispuser de um 
CAS, use-o para encontrar as decom- 
posições nos Exemplos 1,2 e 3. 
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Assim, (10) se torna 
Paco To Aus] 
(3x — D(x2 + 1) 3x —1 


x +x—2 7 dx 4 x 3 dx 
dx = dx 4 
(3x — D(x2 + 1) 5J 3x-1 5Jx241 5J x241 


Tng EE NA tgx+C 4 
= n |3x n(x — arc X 
15 5 gane 


= 3x4 + 4x3 + 16x2? + 20 
> Exemplo 4 Calcule f ema a 
(x +(x? +32 


Solução Observe que o integrando é uma função racional própria, uma vez que o numera- 
dor tem grau 4 e o denominador tem grau 5. Assim, o método das frações parciais é aplicável. 
Pela regra do fator linear, o fator x + 2 introduz o único termo 
A 
x+2 


e, pela regra do fator quadrático, o fator (x? + 3)? introduz dois termos (uma vez que m = 2): 


Bx+C Dx + E 
x? +3 (x2 +3) 


Assim, a decomposição em frações parciais do integrando é 


3x4 + 4x? + 16x? +20x +9 A Bx+C Dx +E 


= 12 
(x +2) (x2 +37? x+2 x2+3 (x2 +3)2 ua 


Multiplicando por (x + 2) (x? + 3}, obtemos 


3x! + 4x) + 16x? + 20x +9 
= A(x? +3) + (Bx + O)? +3)(x +2) + (Dx + Ex +2) (13) 


a qual, após a multiplicação e juntando-se as mesmas potências de x, fica 
3x4 + 4x? + 16x? + 20x +9 
= (A + B)x* + (2B + C)x? + (6A + 3B + 2C + D)x? 
+(6B +3C +2D + E)x + (9A +6C +2E) (14) 


Equacionando os coeficientes correspondentes em (14), obtemos o seguinte sistema de 5 
equações lineares em 5 incógnitas: 


A+B=3 
2B+C= 4 
6A+3B+2C+D=16 (15) 


6B+3C+2D+ E =20 
9A+6C+2E = 9 


Métodos eficientes para a resolução de sistemas lineares como esse são estudados em uma 
área da Matemática denominada Álgebra Linear; tais métodos, no entanto, estão além do es- 
copo deste livro. Porém, sistemas lineares de praticamente qualquer tamanho são resolvidos 
por computador, e a maioria dos CAS tem comandos que, em muitos casos, resolvem siste- 
mas lineares com exatidão. Nesse caso em particular, podemos simplificar o trabalho efetuan- 
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do primeiro a substituição x = —2 em (13), da qual resulta que A = 1. Substituindo esse valor 
de A em (15), teremos o sistema mais simples 


B= 2 
2B+C= 4 

3B+2C+D=10 (16) 
6B+3C+2D+ E =20 
6C+2E = 0 


Esse sistema pode ser resolvido de cima para baixo, primeiro substituindo B = 2 na segun- 
da equação para obter C = 0, depois substituindo os valores conhecidos de B e C na terceira 
equação para obter D = 4 e assim por diante. Dessa forma, obtemos 


A=1, B=2, C=0, D=4, E=0 


Portanto, (12) se torna 


3x! + 4xº + 16x7 +20x +9 — 1 É 2x 4x 
(x + Dx? + 3)? Cx+2 243 (12432 


e assim 


J 3x! + 4x) + 16x? + 20x +9 
x 


(x +D(x2 + 3) 
/ di +f ae +4 f a 
= —— dx ———— dx 
x+2 x2+3 (x? +3) 


2 
=]n |x +2| + n&? +3) - —— +C < 
niz +2 +m@?+3)- -z7 


E INTEGRANDO FUNÇÕES RACIONAIS IMPRÓPRIAS 

Embora o método das frações parciais se aplique somente a funções racionais próprias, uma 
função racional imprópria pode ser integrada efetuando-se uma divisão e expressando-se a 
função como o quociente mais o resto sobre o divisor. O resto sobre o divisor será uma fun- 
ção racional própria, a qual pode, então, ser decomposta em frações parciais. Essa ideia está 
ilustrada no exemplo a seguir: 


End nd 3x4 4303 — 5x2 +x —1 
> Exemplo5 Calcule J Ee a 
x +x-2 


Solução O integrando é uma função racional imprópria, uma vez que o numerador tem 
grau 4 e o denominador tem grau 2. Assim, vamos primeiro efetuar a divisão: 


3x! +3x -5x + xx +x—? 


3x! +3xº — 6x? 3x? +1 
x +x-1 
x +x—2 
1 


Segue que o integrando pode ser expresso como 


3x! + 3x? — 5x? +x — 
x?+x-—2 


1 
E 
a ) x? +x-—2 


e, portanto, 


3x! + 3x? — 5x? +x — 1 dx 
dx = | Bx? + 1)d e 
J x +x—2 x fer+n O 
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A segunda integral à direita envolve uma função racional própria e pode ser calculada por 
uma decomposição em frações parciais. Usando o resultado do Exemplo 1, obtemos 

—1 
+2 


3x + 3x? — 5x2 +x — 1 3 1 x 
dx=x+x+-In 
x +x—2 3 x 


Ea 


E OBSERVAÇÕES FINAIS 
Há alguns casos em que o método das frações parciais é inapropriado. Por exemplo, seria 
ineficiente usar frações parciais para efetuar a integração 


3x2 +2 é 
Ea e dd +2x —-8]|+C 


já que é mais direta a substituição u = x? + 2x — 8. Analogamente, a integração 


[a J a J ENN TE E TE, 
— dx= X = mnax = X 
x2? +1 x? +1 x? +1 8 


requer somente um pouco de Algebra, uma vez que o integrando já está na forma de frações 
parciais. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.5 (Ver página 523 para respostas.) 


1. Uma fração parcial é uma função racional do tipo 


ou do tipo 


2. (a) O que é uma função racional própria? 
(b) Qual é a condição que o grau do numerador e o grau do de- 


(b) Para cada fator de Q(x) da forma (ax? + bx + c)”, onde 
ax? + bx + c é um polinômio quadrático irredutível, a de- 
composição em frações parciais de f contém a soma a se- 
guir de m frações parciais: 


nominador de uma função racional devem satisfazer para que 4. Complete a decomposição em frações parciais. 
o método das frações parciais seja diretamente aplicável? —3 A 2 

(c) Se a condição de (b) não for satisfeita, o que deve ser feito (a) G(+DQx—D x+1 2x-1 
para podermos utilizar as frações parciais? m 2x2 — 3x B 1 


3. Suponha que a função f(x) = 


nal própria. 


(a) Para cada fator de Q(x) da forma (ax + b)”, a decomposi- 
ção em frações parciais de f contém a soma a seguir de m 
frações parciais: 


P(x)/O(x) seja uma função racio- (2 +DGx+2) 3x+2 x241 


5. Calcule a integral. 

3 2x? — 3 
(a) [mao (b) ias“ 
(x +1)(1 — 2x) (x2? +1)(3x +2) 


EXERCÍCIOS 7.5 
11 17 5x-—5 
1-8 Escreva a forma da decomposição em frações parciais. (Não 11. [as — dx 12. f n dx 
É . 2+7x—4 3x? — 8x —3 
calcule os valores numéricos dos coeficientes.) E É 
p 3! 2 13. [5 = a us 
“(1-3 +4) “x(2—4) 3 Ox x(x? — 1) 
= 2 
3 2x — 3 x? 15. [5 Ža x 16. f: H dx 
Ecs. ED pas m 
3x4 — 10 
1 =x? 3x 17. [5 à dx 18. Í x dx 
Semo 6 ——— x? — 4x +4 x? — 3x +2 
x3(x2 +2) (x — D(x2 + 6) Dec ed 
x — x 
3. — 3x4 19. d 20. o d 
Pd e. lasna lá [aa x 
(x +5) (x — Dx + 1) x5 +x? Ey 5 — 4x) +1 
9-34 Calcule a integral. E 21, ad dx 22. — = 4% dx 
dx dx 2x) +3 3x? —x +1 
9. —— 10. —— : ——— ; 
[55 [5 2A [Es pi l x) — x? až 


522 Cálculo 


25 2x? — 10x +4 26 2x2 — 2x —1 c|47-48 Integre à mão e verifique sua resposta usando um CAS. E 
J] erbe- A j] pe é ax 
47. 
x? 2x? +3x +3 ooe a 
27. | ——— dx 28. ——— dx 
(x + 1) (x +1) dá I dx 
2x2 —1 d ` J 16x3 — 4x? +4x-—1 
29. J dê 30. I E 
ER dd a ENFOCANDO CONCEITOS 
x? +3x2+x+9 x+ ++ 
31. GFDLI 32. J IDG +) dx 49. Mostre que 
x mx 
Jo. 2 pe = dr= 
ag [| EOT a iy | Pr Tg 
x? +1 


50. Use frações parciais para deduzir a fórmula de integração 


a+x 
a-—x 


4 3i 2 
34. f= + 6x 10x4 + x 


dx 
x2 + 6x + 10 f l jeb 


a? — x? 2a EC 


35-38 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 


deira ou falsa. Explique sua resposta. Wi 51. Suponha que ax? + bx + c seja um polinômio quadrático e 
que a integração de 
35. A técnica das frações parciais é usada com integrais cujos inte- 1 
grandos são quocientes de polinômios. J — ~ dx 
ax? + bx +c 
36. O integrando em . = 
produza uma função sem termos trigonométricos inversos. 


I 3x! +5 > O que isso nos diz sobre as raízes do polinômio? 
G? +1)? 52. Suponha que ax? + bx + c seja um polinômio quadrático e 
é uma função racional própria. que a integração de 
37. A decomposição em frações parciais de / — 6 dx 
ax? + bx +c 


2x+3 02.3 
é É 4 


produza uma função sem termos logarítmicos e sem termos 


x? x x? Š . É 
com arco tangente. O que isso nos diz sobre as raízes do 
inômio? 

38. Se f(x) = P(x0)/(x + 5)” for uma função racional própria, então a polinômio? 
decomposição em frações parciais de f(x) tem termos com nume- 53. Existe algum polinômio quadrático ax? + bx + c tal que a 
radores constantes e denominadores (x + 5), (x + 5} e (x + 5). integração de 

39-42 Calcule a integral fazendo a substituição que converte o inte- x d 

grando em uma função racional. E ax? +bx +c ” 
| cos 0 o 40 f e de produza uma função sem termos logarítmicos? Se existir, 

sen? 0 +4seng — 5 —4 dê um exemplo; se não, explique por que não pode existir 
3x E tal polinômio. 

41. [as 42. [es a 

ex +4 x(1 + lnx)? 

43. Encontre o volume do sólido gerado quando a região delimita- 54. Texto Suponha que P(x) seja um polinômio cúbico. Enuncie 
da por y = x?/(9 — x°), y = 0, x = 0 e x = 2 gira em torno do uma forma geral da decomposição em frações parciais de 
eixo x. Há Pœ) 

= 
44. Encontre a área da região sob a curva y = 1/(1 + e? acima do (x + 5)! 


intervalo [—ln 5, In 5]. [Sugestão: Faça uma substituição que 


: a ; e enuncie as implicações dessa decomposição para o cálculo da 
converta o integrando em uma função racional.] 


integral (f(x) dx. 


o 


[c] 45-46 Use um CAS para calcular a integral de duas maneiras: (i) 
integrando diretamente e (ii) encontrando a decomposição. Integre 
à mão para verificar os resultados. E 


55. Texto Considere as funções 


FO) = e g()= 
s. | x? +1 4 n= 
(x? +2x + TA Cada uma das integrais (f(x) dx e fg(x) dx pode ser calcula- 
da usando frações parciais e pelo menos uma outra técnica de 
x xt +40) 44x? + 4x 44 : E Ee . 
46. 42) dx integração. Demonstre duas técnicas diferentes para calcular 
(x 


cada uma dessas integrais e, em seguida, discuta as considera- 
ções que determinariam qual dessas técnicas você usaria. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.5 


1 A f Ax + B 
` (ax +b)’ (ax? + bx + c) 
grau do numerador. (b) O grau do numerador deve ser menor do que o do denominador. (c) Divida o numerador pelo denominador, o que 


2. (a) Uma função racional própria é uma função racional cujo denominador tem grau maior do que o 


A A A 
resulta na soma de um polinômio com uma função racional própria. 3. (a) tu 2 +. 2 
ax+b (ax+b)? (ax + b)” 
Aix + B; Ax + B2 AmX + Bm 
(b) — H 5 a 4. (a) A=1 (b) B=2 
ax? +bx+c (ax?+bx4+c) (ax? + bx + o” 


x+1 2x? — 3x 
x 


2 
SO Sd dx=Ín|3x+2 tgx+C 
1-2 |+ o e eTa o ida A 


5. (a) [ag = 
(x + 1)(1 — 2x) 


7.6 O USO DE SISTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAIS E 
DE TABELAS DE INTEGRAIS 


Nesta seção, discutiremos como integrar usando tabelas e veremos algumas substituições 
especiais que podem ser testadas quando uma integral não é parecida com nenhuma de 
alguma tabela de integrais. Em particular, discutiremos um método para integrar funções 
racionais de sen x e de cos x. Além disso, também trataremos de alguns assuntos relacionados 
ao uso de sistema algébricos de computação para integração. Os leitores que não estão 
usando sistemas algébricos computacionais podem ignorar aquele material. 


E TABELAS DE INTEGRAIS 

As tabelas de integrais são úteis para eliminar a necessidade de fazer longos cálculos à mão. 
As últimas páginas deste livro contêm uma tabela de integrais relativamente breve, à qual 
iremos nos referir como Tabela de Integrais; tabelas mais abrangentes estão publicadas em 
muitos livros. 

Todas as tabelas de integrais têm seu próprio sistema de classificação, de acordo com a 
forma do integrando. Por exemplo, a Tabela de Integrais classifica as integrais em 15 catego- 
rias; Funções Básicas, Recíprocos das Funções Básicas, Potências de Funções Trigonométri- 
cas, Produtos de Funções Trigonométricas e assim por diante. O primeiro passo ao trabalhar 
com tabelas é ler toda a classificação, de forma a compreender o esquema de classificação e 
saber onde buscar diferentes tipos de integrais. 


E ACERTOS TOTAIS 
Se tivermos sorte, a integral que estamos tentando calcular será exatamente igual a uma das 
formas na tabela. Porém, ao procurar acertos, podemos ter de fazer algum ajuste na variável 
de integração. Por exemplo, a integral 

J x? sen x dx 


é um acerto total com a Fórmula (46) da Tabela de Integrais, exceto pela letra usada na variá- 
vel de integração. Assim, para aplicar a Fórmula (46) à integral dada, é necessário mudar a 
variável de integração na fórmula de u para x. Com essa modificação mínima, obtemos 


I? senx dx = 2x sen x + (2 — x?) cosx +C 


Aqui estão alguns outros exemplos de acertos totais. 
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> Exemplo 1 Use a Tabela de Integrais para calcular 
(a) | sen 7x cos 2x dx (b) / x? V/T +3xdx 
des e 2 
(c) l q. dx 
x 


(d) e +7x + 1) sen mx dx 


Solução (a) O integrando pode ser classificado como um produto de funções trigonométri- 
cas. Assim, a partir da Fórmula (40), com m = 7 e n = 2, obtemos 


/ 7 ud cos9x  cos5x +C 
sen 7x cos = 
a 18 10 


Solução (b) O integrando pode ser classificado como uma potência de x multiplicando 
„~a + bx. Assim, a partir da Fórmula (103), com a = 7 e b = 3, obtemos 


2 
[vi +3xdx = zzz (135x? — 252x + 392)(7 + 3x)? +C 


Solução (c) O integrando pode ser classificado como uma potência de x dividindo 
~a? — x?. Assim, a partir da Fórmula (79), com a = «/2, obtemos 


2+N2—x? 
X 


HC 


2 
[EE a= x2? — 2m 
X 


Solução (d) O integrando pode ser classificado como um polinômio multiplicando uma 
função trigonométrica. Assim, aplicamos a Fórmula (58) com p(x) = x? + 7x+1 e a = x. As 
derivadas sucessivas não nulas de p(x) são 


PO= +47, p=6, p"@)=6 


e, portanto, 


f+ 1) sen xx dx 


2 +7x+1 3x2 +7 6x 6 
cos 1x +4 sen mx + — cos nx — — sen nx +C «4 
x n? mê mt 


E ACERTOS QUE REQUEREM SUBSTITUIÇÕES 
Às vezes, uma integral não encontrada na tabela pode tornar-se um acerto total através de 
uma substituição apropriada. 


> Exemplo 2 Usea Tabela de Integrais para calcular 


(a) J e™ sen (e™) dx (b) feve — 4x +5dx 


Solução (a) O integrando não está nem perto de qualquer uma das formas na tabela. Po- 
rém, pensando um pouco, chegamos à substituição 


u=e*, du= n e™dx 
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da qual obtemos 
1 
I e™ arc sen (e™) dx = — J arc sen u du 
T 


O integrando é, agora, uma função básica, e a Fórmula (7) dá lugar a 


alm am 


[u arc sen u + 1-2 |+C 


[ee arc sen(e™) + y 1 — e2rx ] +C 


f e™ arc sen(e™) dx 


Solução (b) Novamente, o integrando não está nem perto de qualquer uma das formas na 
tabela. No entanto, pensando um pouco, podemos concluir que é possível trazê-lo perto da 
forma xv x? + a? completando o quadrado para eliminar o termo que envolve o x dentro do 
radical. Fazendo isso, temos 


[av ar rsar= [adorar rar idr= f Va Das (1) 


Nesse ponto, estamos mais próximos da forma xvx? + a?, mas não temos um acerto, pois 
temos (x — 2)? em vez de x? dentro do radical. Contudo, podemos resolver esse problema com 
a substituição 


u=x—2, du=dx 


Com essa substituição, temos que x = u + 2, logo (1) pode ser expressa em termos de u como 
fve — 4x +5dx = fetar ldu = futos Ldu+2 f vi? + ldu 


A primeira integral à direita é um acerto total com a Fórmula (84) com a = 1, e a segunda é 
um acerto total com a Fórmula (72) com a = 1. Assim, aplicando essas fórmulas, obtemos 


feve -4x +5dx = t(U? +1)” +2 EG +i+lIn(u + vi D] +C 


Se, agora, substituirmos u por x — 2 (nesse caso, u? + 1 =x? — 4x + 5), obtemos 


[uva esar = 10? 4x +52 + (x—-DVx2 —-4x 45 
+In(x-2+/22-4x+5) +C 


Embora correta, essa forma de resposta tem uma mistura desnecessária de radicais e expoen- 
tes fracionários. Caso desejemos, podemos “limpar” a resposta escrevendo 


(2 — 4x +5) = (x? — 4x +5)Vx2—-4x+5 


do que segue (verifique) 


[av ara sax = 10? x— Dvyx? —- 4x +5 
+In(x-2+Vx2-42 +45) +C 4 


E ACERTOS QUE REQUEREM FÓRMULAS DE REDUÇÃO 
Nos casos em que a entrada em uma tabela de integral é uma fórmula de redução, devemos pri- 
meiro aplicar a fórmula, para reduzir a integral dada a uma forma na qual possa ser calculada. 
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E, e 
> Exemplo 3 Use a Tabela de Integrais das Capas para calcular À —— dx 
Solução O integrando pode ser classificado como uma potência de x multiplicando o recí- 
proco de vya + bx. Assim, a partir da Fórmula (107), com a = 1, b = 1 en = 3, seguida pela 
Fórmula (106), obtemos 

f d 2x A +x 
X= 
Vl +x V1+ Fá 


2 a 6T2 
e ra (3x? eje 


7 15 
o 2x2 12x? ” 16x 32 
Ag 35 35 35 


E SUBSTITUIÇÕES ESPECIAIS 

A Tabela de Integrais tem várias entradas envolvendo um expoente de 3/2 ou raízes quadra- 
das (expoente 1/2), mas não entradas com outros expoentes fracionários. Porém, integrais 
envolvendo potências fracionárias de x podem, frequentemente, ser simplificadas fazendo-se 
a substituição u = x!/", na qual n é o mínimo múltiplo comum dos denominadores dos expo- 
entes. A integral resultante, então, envolve potências inteiras de u. 


> Exemplo 4 Calcule 


o [Sa (o) [vires 


Solução (a) O integrando contém x!? e x!/; portanto, fazemos a substituição u = x!/º, da 
qual obtemos 

x=u, dx= 6w du 
Assim, 


(u8) !/2 , 8 
Jiz- Tenge -s [o z% 


Dividindo, obtemos 


do que segue 


vx T RS 1 


= Íu’ — Sus + 2u? — 6u + 6arc tgu + C 


= x76 — $x5/6 4 2x12 — 6x1/6 + 6 arc tg (x!) + C 


Solução (b) Novamente, a integral não acerta nenhuma das formas da Tabela de Integrais. 
Porém, a tabela inclui várias integrais contendo va + bu. Isso sugere a substituição u = e”, 
da qual obtemos 


x=lnu, dx= -du 
u 


Tente encontrar uma antiderivada no 
Exemplo 4(b) usando a substituição 


u=vl+e” 


Vl+u? 


Figura 7.6.1 
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Assim, pela Fórmula (110) com a = 1 e b = 1, seguido pela Fórmula (108), obtemos 
a/l 
fvirear= f TH ia 
u 


=2/TFu+ f 


du 

uyl +u 
vl+u—l +C 
vl+u+l 


vl+e—1 
saipe +m| DEE ic « 
vl+e+l 


=2v1l+u+ln 


As funções que consistem em um número finito de somas, diferenças, quocientes e produ- 
tos de sen x e cos x são chamadas de funções racionais de seno e cosseno. Alguns exemplos são 


sen x + 3 cos? x sen x 3 sen? x 


cosx +4senx” 1+cosx—cos?x’ 1+4senx 


A Tabela de Integrais oferece algumas fórmulas para integrar funções racionais de seno 
e cosseno com o título Recíprocos de Funções Básicas. Por exemplo, tem-se, a partir da Fór- 
mula (18), que 


1 
| oraret (2) 


Porém, uma vez que o integrando é uma função racional de seno, pode ser desejável, em uma 
dada aplicação, expressar o valor da integral em termos de seno e cosseno e reescrever (2) como 


1 sen x — 1 
de= +C 
1 + sen x cosx 


Muitas funções racionais de seno e cosseno podem ser calculadas através de um enge- 
nhoso método, descoberto pelo matemático Karl Weierstrass (ver página 102 para uma bio- 
grafia). A ideia é fazer a substituição 


u= tg (x/2), —n/2<x/2<7n/2 


da qual tem-se que 
2 


DTT 


x=2arctgu, dx 
Para implementar essa substituição, precisamos expressar sen x e cos x em termos de u. Para 
isso, usaremos as identidades 
sen x = 2 sen (x/2) cos (x/2) (3) 
cos x = cos? (x/2) — sen? (x/2) (4) 
e a seguinte relação sugerida pela Figura 7.6.1: 
u 1 
sen(x/2) = ——— e  cos(x/2) = ——— 
1 gu Itu? 


Substituindo essas expressões em (3) e (4), obtemos 


2 u 1 2u 
sen x = — 
Vit) Wite) IFP 


2 2 
1 u j= 

cos x = = 
Vit Vitu 1 +u? 
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A substituição u = tg (x/2) irá con- 
verter qualquer função racional de 
sen x e cos x em uma função racional 
ordinária de u. No entanto, o método 
pode levar a decomposições em fra- 
ções parciais complicadas, de modo 
que pode valer a pena considerar ou- 
tras alternativas mais simples quando 
se estiver calculando à mão. 


Em suma, mostramos que a substituição u = tg(x/2) pode ser implementada em uma função 
racional de sen x e cos x, fazendo 


2u l=” 2 


SEN == COSX = —— 7>, dy =< = 
1 +u? ] +u? 1 +u? (5) 


dx 


> Exemplo 5 Caleute f —— =; 
1 — sen x + cos x 


Solução O integrando é uma função racional de sen x e cos x, que não acerta qualquer fór- 
mula da Tabela de Integrais, de modo que fazemos a substituição u = tg (x/2). Assim, a partir 
de (5), obtemos 


f dx =f 1 +u? 
1] — senx +cosx ( 2u J5) 


- | 2 du 
~ J A +u?) — 2u + (1 -— u?) 
du 


=f; =- hiattaa 
= 


E INTEGRANDO COM SISTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAIS 
As tabelas de integrais estão dando lugar, rapidamente, à integração computadorizada de sis- 
temas algébricos computacionais. Contudo, como ocorre com muitas ferramentas poderosas, 
um componente importante do sistema é um operador que conheça esse sistema. 

Algumas vezes, os sistemas algébricos computacionais não fornecem a forma mais ge- 
ral da integral indefinida. Por exemplo, a fórmula integral 


d 
J = ixo 1+0 


que pode ser obtida facilmente à mão ou, no máximo, usando a substituição u = x — 1, é váli- 
da com x > 1 ou x< 1. Contudo, nem todos os sistemas algébricos computacionais produzem 
a resposta nessa forma. Algumas respostas típicas produzidas por várias versões de Mathe- 
matica e Maple são 


In(-1+x), In(Gx— D, In(x-1) 


Observe que nenhum dos sistemas inclui a constante de integração, de modo que a resposta 
produzida é uma antiderivada particular e não a antiderivada mais geral (integral indefinida). 
Observe também que somente uma dessas respostas inclui os sinais de valor absoluto; as anti- 
derivadas produzidas pelos outros sistemas são válidas somente com x > 1. Entretanto, todos 
os sistemas são capazes de calcular corretamente a integral definida 


1/2 d 
/ * o 
0 x—1 


Vejamos, agora, como esses sistemas tratam a integral 


[ava esar = 10? x— Dvyx? — 4x +5 
H In(x — 2 + yx? — 4x + 5) (6) 


Expandindo a expressão 


(De 
8 


obtemos um termo constante de o 
mas a segunda expressão em (7) 
não tem termo constante. Qual é a 
explicação? 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Às vezes, uma integral que não pode 
ser calculada por um CAS na forma 
em que foi dada pode ser calculada 
depois de reescrita em um formato 
diferente ou depois de uma substitui- 
ção. Se o leitor dispuser de um CAS, 
faça uma substituição u em (8) que 
permita ao CAS calcular a integral. 
Então, proceda ao cálculo dela. 
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que obtivemos no Exemplo 2(b) com a constante de integração. Algumas versões de CAS 
produzem esse resultado em formas algébricas ligeiramente diferentes, mas uma versão do 
Maple dá o resultado 


fax — 4x +5dx = t(x? 


Expressando o expoente fracionário em formato de raiz e o arc senh (x — 2) em forma loga- 
rítmica usando o Teorema 6.9.4, podemos reescrever isso como (6) (verifique). Uma versão 
do Mathematica produz o resultado 


[uv = ar rar = 10? x— Dvx? — 4x + 5 — arc senh (2 — x) 


que pode ser reescrito na forma (6) usando o Teorema 6.9.4 junto com a identidade 
arc senh (—x) = —arc senh x (verifique). 

Às vezes, os sistemas algébricos computacionais produzem respostas inconvenientes 
ou que não são naturais em problemas de integração. Por exemplo, vários sistemas algébricos 
computacionais forneceram as respostas a seguir quando solicitados a integrar (x + 1)': 


— 4x +5)⁄2 + (2x — 4)y x? — 4x + 5 +arc senh (x — 2) 


te 1 7 35 7 
SEL, q Hi HT T HT +a (1) 
A primeira resposta está de acordo com o resultado calculado à mão 
1 8 
fara - E +C 


que usa a substituição u = x + 1, enquanto a segunda forma provém da expansão de (x + 1) e 
da integração termo a termo. 
No Exemplo 2(a) da Seção 7.3, mostramos que 


f sent xcos xax = + sen’ x — Z sen” x + $ sen? x +C 


Contudo, uma versão do Mathematica pn isso como 


sen x l sen 3x sen 5x + sen 7x + sen 9x 


3 
128 192 = o ni 


enquanto outros sistemas algébricos computacionais integram isso, essencialmente, como 


—1 sen? 6y L 
g Sen” x cos" x — 5 


4 2 


6 1 4 8 
sen x cos x + os COS x sen x + 375 COS x sen x + 375 Sen x 


Embora esses três resultados pareçam bem diferentes, eles realmente podem ser obtidos um 
do outro utilizando identidades trigonométricas apropriadas. 


E OS SISTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAIS TÊM LIMITAÇÕES 

Um sistema algébrico computacional combina uma coleção de regras de integração (como a 
substituição) com uma biblioteca de funções que podem ser utilizadas para construir antide- 
rivadas. Essas bibliotecas contêm funções elementares como polinômios, funções racionais e 
funções trigonométricas, bem como várias funções não elementares que surgem na Engenha- 
ria, na Física e em outras áreas aplicadas. Assim como nossa Tabela de Integrais tem apenas 
121 integrais indefinidas, essas bibliotecas de CAS não cobrem todas as integrais possíveis. 
Se o sistema não conseguir manipular o integrando para torná-lo igual a um de sua bibliote- 
ca, o programa dará alguma indicação de que é incapaz de calcular a integral. Por exemplo, 
quando solicitamos calcular a integral 


fa +Inx)y1 + (xInx)2 dx (8) 


todos os sistemas mencionados anteriormente respondem exibindo alguma forma não calcu- 
lada dessa integral como resposta, indicando que não conseguiram efetuar a integração. 
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Figura 7.6.2 


Alguns sistemas algébricos computacionais respondem a uma integração com outra 
integral. Por exemplo, se tentarmos integrar e” com o Mathematica, o Maple ou o Sage, ob- 
teremos alguma expressão envolvendo erf (a sigla da função erro, em inglês). A função erf(x) 
é definida por 


2 PF p 
erf(x) = =|, e" dt 
0 


e, portanto, os três programas essencialmente só reescrevem a integral em termos de uma ou- 
tra integral relacionada. De certa forma, é exatamente isso que fizemos para integrar 1/x, pois 
a função logaritmo natural é (formalmente) definida por 


+ 
nx = f — dt 
1 É 


(ver Seção 5.10). 


> Exemplo 6 Uma partícula se move ao longo do eixo x de tal forma que sua velocidade 
v(t) no instante t é 


v(t) = 30 cos! tsentt (t> 0) 


Faça o gráfico da curva posição versus tempo para a partícula, sabendo que ela está em x = 1 
quando t = 0. 


Solução Como dx/dt = v(t) e x = 1 quando t = 0, a função posição x(t) é dada por 
t 
x() =1 +f v(s)ds 
0 


Alguns sistemas algébricos computacionais permitem que se obtenha um gráfico digitando 
diretamente essa expressão, mas em geral é mais eficiente efetuar antes a integração. Uma 
calculadora fornece 


x = [ 30009 tsen" tdr 


= — 2 sen!! t + 10sen? t — E sen” t +6 sen? t +C 


onde somamos a constante de integração requerida. Usando a condição inicial x(0) = 1, subs- 
tituímos os valores x = 1 e t = 0 nessa equação para encontrar C = 1, de modo que 


x(t) = -3 sen! + + 10sen? t — D sen’ t +6sen't+1 (t > 0) 


O gráfico de x versus t aparece na Figura 7.6.2. < 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.6 (Ver página 533 para respostas.) 


1. Encontre uma fórmula integral na Tabela de Integrais que 2. Em cada parte, faça uma substituição u e, então, encontre uma 
possa ser usada para calcular a integral. Não calcule a fórmula integral na Tabela de Integrais que possa ser usada para 
integral. calcular a integral. Não calcule a integral. 


a 
3x +4 


x 
(a) [as u = x? 


1 
b —— d 
(5) [= x 


(c) fava +2dx 


(d) J x? lnx dx 


(b) feas; u= x 


(c) f e dx, u = e” 
1 + sen(e*) 


1 
(d) | ai dx; u=2x 
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3. Em cada parte, use a Tabela de Integrais para calcular a inte- 
gral. (Se necessário, faça primeiro uma substituição apropriada 


ou complete o quadrado.) E J ex 
c E 
A w= elx 


1 
(a) |r 


(b) f os2x cosx ax =. 


x 
d = =: 
o |p” 


EXERCÍCIOS 7.6 [E] CAS 


1 
[c] 1-24 (a) Use a Tabela de Integrais para calcular a integral. (b) Se 29. Í “FS 
o leitor dispuser de um CAS, use-o para calcular a integral e, então, v4xº —9 


confirme que o resultado é equivalente ao que foi obtido em (a). E 30. f ' VD F3dr, indi 


dx, u=2x 


I 4x d 
X 

Re 2 | aa” TE 

= 5X 5 —— dx, u= 2x 
1 v2 — 4x! 

3 [aa 4 I Las 1 

é . ———— dx 
x2(1 — 5x) 32. E a u=2x 


X 
5. xv2x + 3 dx 6. [58 2d 
/ EA 33. [Ea u=lnx 


x 


1 1 
e / Fr ii / Naa” 34, / E cos (e dr, u =e% 


1 1 
e fes ii w: [558 35. freas, u = —2x 


Vx2—5 
11. |a 12. [Ea 36. finge + ar, m= 3x4 
X 


13 J x? dx 14 f l de c|37-48 (a) Faça uma substituição u apropriada e, então, use a Ta- 

[x2 +4 x2Vx2-2 bela de Integrais para calcular a integral. (b) Se o leitor dispuser 

5 de um CAS, use-o para calcular a integral (sem usar substituições) 

laa v4-x e, então, confirme que o resultado é equivalente ao de (a). E 

15. | 9— x? dx 16. [Ea 
cos 3x 
37. dx 
V4— x? 1 (sen 3x) (sen 3x + 1)2 
17. [Ea 18. [=== 
xX xv 6x — x? 38 Inx d 
É —— dx 
xv4Inx — 1 
19. J sen 3x sen 4x dx 20. f sen 2x cos 5x dx E a 
39. —— d 40. — d 

já fas i Pias i 

21. E Inx dx 22. —— dx 
"x V4- 9x? 
E 41. | e3 — 4e™ dx 42. I VWA | 
x 

23. / e? sen 3x dx 24. Í e* cos 2x dx 


43. [vs — 9x2 dx 44 


o 


1 
[c]25-36 (a) Faça a substituição u indicada e, então, use a Tabela de ` / xvx — 5x? m 
Integrais para calcular a integral. (b) Se o leitor dispuser de um 
CAS, use-o para calcular a integral e, então, prove que o resultado é 45. f 4x sen 2x dx 46. f cos x dx 
equivalente ao encontrado em (a). E 


JE l É aad 47. f e dx 48. f xIn(2 + x?) dx 
(4 — 3ex)2 
sen2x c|49-52 (a) Complete o quadrado, faça uma substituição u adequada 
. / (cos 2x)(3 — cos 2x) dx, u = cos2x e, então, use a Tabela de Integrais para calcular a integral. (b) Se 
o leitor dispuser de um CAS, use-o para calcular a integral (sem 
1 aa E 
27. | dx, u = 3x completar quadrados e sem substituições) e, então, confirme que o 
vx(Ox +4) resultado é equivalente ao de (a). E 


cos 4x 1 
i 9 + sen? 4x aia es 49. [e 50. [vi-m==as 


x2+6x —7 


(9) 


o 
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52. | imr 
x2+6x +13 


51. | -= 
V5 +4x-— x? 


53-64 (a) Faça uma substituição u apropriada da forma u = x!” ou 
u = (x + a)!” e, então, calcule a integral. (b) Se o leitor dispuser 
de um CAS, use-o para calcular a integral e, então, confirme que o 
resultado é equivalente ao de (a). E 


53; fvz —2dx 


1 
55. [EFi 56. | —— dx 


xvx)-—1 
dx dx 
SI: 58. —— = 
dA NX + 4x 
59. [a o0. (a 
x(1 — x1/4) x+1 
dx l+yx 
61. [na 62. [Ga 


3 
xX 
63. I —— dx 
V1+x2 


65-70 (a) Faça a substituição u dada por (5) para converter o in- 
tegrando em uma função racional de u e, então, calcule a inte- 
gral. (b) Se o leitor dispuser de um CAS, use-o para calcular a in- 
tegral (sem usar substituições) e, então, confirme que o resultado é 


equivalente ao de (a). E 
d 
65. f es DE as 66. f a 
1 + sen x + cos x 2 + senx 
d 
68. J dao 
4senx — 3cosx 


67. [a 
1 — cos 
70. [a 


d 
69. [io 
senx +tg x senx +tg x 


71-72 Use qualquer método para resolver em x. EH 


+ 1 
n. [ ——— dt=0,5,2<x<4 
2 t(4-t) 


* q 
n f — = dt =], x> t 
1 tV/2t—1 


73-76 Use qualquer método para encontrar a área da região delimi- 
tada pelas curvas. E 


73. y=V25-x2, y=0, x=0, x=4 
74. y=V9x2-4, y=0, x=2 


75. y= 


a Pop 


76. y=vVxlnx, y=0, x=4 


77-80 Use qualquer método para encontrar o volume do sólido 
gerado quando a região delimitada pelas curvas gira em torno 
do eixo y. W 


77. y=cosx, y=0, x=0, x=7/2 


78. y=vx—4, y=0, x=8 


ENFOCANDO CONCEITOS 


o 


79. y=e*, y=0, x=0, x=3 


80. y=Inx, y=0, x=5 


81-82 Use qualquer método para encontrar o comprimento de arco 
da curva. E 


81. y=2%, 0<x<2 82. y=3Inx, 


lI<x<3 


83-84 Use qualquer método para encontrar a área da superfície ge- 
rada fazendo a curva girar em torno do eixo x. E 


83. y=senx, O<x<xm 84. y=1/x 1<x<4 


85-86 É dada informação sobre o movimento de uma partícula ao 

longo de um eixo. 

(a) Use um CAS para encontrar a função posição da partícula com 
t>0. 

(b) Faça o gráfico da curva posição versus tempo. E 


85. v(t) = 20 cos t sen? t, s(0) = 2 
86. a(t) = e™ sen 2t sen 4t, v(0) = 0, s(0) = 10 


87. (a) Use a substituição u = tg (x/2) para mostrar que 


fsoxax=m Tegea +C 
1 — tg (x/2) 


e confirme que isso é consistente com a Fórmula (22) 
da Seção 7.3. 

(b) Use o resultado de (a) para mostrar que 

x 


a) +€ 


bd 
[sex dx = In ke3 + 


88. Use a substituição u = tg (x/2) para mostrar que 


1 1-cosx 
cossec x dx = — ln | ——— | + C 
2 1 +cosx 
e confirme que isso é consistente com o resultado do Exer- 
cício 65(a) da Seção 7.3. 


89. Encontre uma substituição que possa ser usada para inte- 
grar uma função racional de senh x e cosh x e a use para 
calcular 


{ dx 
2 cosh x + senh x 


sem expressar a integral em termos de e' e e™. 


90-93 Algumas integrais que podem ser calculadas à mão não podem 
ser calculadas por todos os sistemas algébricos computacionais. Calcu- 
le a integral à mão e verifique se pode ser calculada com um CAS. E 


x? 
90. J —— dx 
vi— x’ 
91. fio x sen”? x — cos” x sen? x) dx 


92. [vz — yx? — 4dx [Sugestão: (vã +2-Vx-22 =] 
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93 1 dx (a) Use um CAS para fatorar o denominador e, então, escreva 
i xO + x a forma da decomposição em frações parciais. Não é ne- 
[Sugestão: Reescreva o denominador como x +19] cessário encontrar o valor das constantes. 
[E] 94. Seja (b) Confira sua resposta em (a) usando um CAS para encon- 
trar a decomposição em frações parciais de f. 
—2x5 + 26x! + 15x3 + 6x2 + 20x + 43 (c) Integre fà mão e, então, confira sua resposta integrando f 
= 2525-182 -223-3942-x 20 comüm CAS. 


W“ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.6 


1. (a) Fórmula (60) (b) Fórmula (108) (c) Fórmula (102) (d) Fórmula (50) 2. (a) Fórmula (25) (b) Fórmula (51) 
1 1 e 1 
(c) Fórmula (18) (d) Fórmula (97) 3. (a) : In ES +C (b) z sen 3x + 7 senx +C (c) -5v 1— e% + 7 arc sen e* + C 
x— 


1 z2 
(O) 5mh- 4x +8) +arctg + 


7.7 INTEGRAÇÃO NUMÉRICA; REGRA DE SIMPSON 


Quando for necessário calcular uma integral definida de uma função para a qual não 
pudermos encontrar uma antiderivada, precisamos nos contentar com algum tipo de 
aproximação numérica dessa integral. Na Seção 5.4, consideramos três dessas aproximações 
no contexto de áreas: as aproximações pela extremidade esquerda, pela extremidade direita 
e pelo ponto médio. Nesta seção, estenderemos esses métodos para integrais definidas em 
geral e desenvolveremos alguns métodos novos que, frequentemente, fornecem uma maior 
precisão com menos cálculo. Também discutiremos os erros que surgem em aproximações 
de integrais. 


E UMA REVISÃO DA APROXIMAÇÃO POR SOMAS DE RIEMANN 
Lembre que na Seção 5.5 foi visto que a integral definida de uma função contínua f sobre um 
intervalo [a, b] pode ser calculada por 


b n 
| fenda = im SDAN 


onde a soma que aparece do lado direito é chamada de soma de Riemann. Nessa fórmula, Axy 
é o comprimento do k-ésimo subintervalo de uma partição a = xo < x) < X2 < `+- < Xn = b de 
[a, b] em n subintervalos e x denota um ponto arbitrário do k-ésimo intervalo. Se tomarmos 
todos os subintervalos com o mesmo comprimento, ou seja, com xy = (b — a)/n, então, quando 
n cresce, as somas de Riemann acabam sendo boas aproximações da integral definida. Denota- 
mos isso escrevendo 


b b— 
l f(x) dx = ==) FED HSE + + fE (1) 


Se os valores de fnos extremos dos subintervalos forem denotados por 
Yo = f(a), Yi = f(x), y2 =f), <--> Yn=l = f (Xn-1), Yn = f (xn) 
e os valores de f nos pontos médios dos subintervalos por 
Ymı> Ymo» va Ym, 


então segue de (1) que as aproximações pela extremidade esquerda, pela extremidade direita 
e pelo ponto médio, discutidas na Seção 5.4, podem ser expressas conforme indicado na Ta- 
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Tabela 7.7.1 


APROXIMAÇÃO PELA EXTREMIDADE ESQUERDA APROXIMAÇÃO PELA EXTREMIDADE DIREITA APROXIMAÇÃO PELO PONTO MÉDIO 


b b b 
[rea En] [ro dx = (Oy +++] [ro de= (P-A) ma + + Ym] 


Ay Ay A) 
| | 
| 
| i | 
o | 
MES 
yo [INR Yn-ı N| y2 Ja) Ja m| Imal | || my 
x x j | | | | x 
> > | i h | fi na 
a b a b m m no. m, 
bela 7.7.1. Embora tenhamos obtido esses resultados para funções não negativas no contexto 
de aproximação de áreas, elas são aplicáveis a qualquer função que seja contínua em [a, b]. 
E APROXIMAÇÃO TRAPEZOIDAL 
Nesta seção, convém denotar as aproximações com n subintervalos pela extremidade esquer- 
da, pela extremidade direita e pelo ponto médio, respectivamente, por Ln, Rn e M,. Dessas 
três, a aproximação pelo ponto médio é a mais utilizada em aplicações. Se tomarmos a média 
de L, e Ra, obteremos uma outra aproximação importante, denotada por 
y 
, 1 
T, = z (Ln T Ra) 
e denominada aproximação trapezoidal: 
yo E beal ma Aproximação Trapezoidal 
x 
a b á 


Aproximação trapezoidal 


Figura 7.7.1 


b D= 
/ (o) da AT = (=) lyo sH 25 ap ecos ar Mol (2) 


O nome “aproximação trapezoidal” deriva do fato de que, quando f for não negativa no in- 
tervalo de integração, essa aproximação T, é a soma das áreas dos trapézios mostrados na 
Figura 7.7.1 (ver Exercício 51). 


> Exemplo 1 Na Tabela 7.7.2, aproximamos 


21 
m2= f — dx 
1 X 


usando as aproximações pelo ponto médio e trapezoidal.* Em cada caso, utilizamos n = 10 
subdivisões do intervalo [1, 2], de modo que 


b—a 2-1 b-a 2-1 
=^— =0,1 ou =) =0,05 <4 
n 10 2n 20 
e 
Ponto médio Trapezoidal 


* Em toda esta seção, daremos os valores numéricos com nove casas decimais à direita da vírgula. Se seu recurso computacional não 
mostrar tantas casas, será preciso fazer os ajustes necessários. O importante aqui é entender os princípios em discussão. 


APROXIMAÇÃO PELO PONTO MÉDIO E TRAPEZOIDAL DE 1 
1 


Tabela 7.7.2 


2 


1 
x 


dx 


Capítulo 7 / Princípios do cálculo de integrais 535 


APROXIMAÇÃO PELO PONTO MÉDIO 


APROXIMAÇÃO TRAPEZOIDAL 


PONTO MÉDIO EXTREMO MULTIPLICADOR 

i mi Ym; = f(m) = l/m; i Xi yi = f) = lh, wi W;); 
1 1,05 0,952380952 0 1,0 1,000000000 1 1,000000000 
2 1,15 0,869565217 1 1.1 0,909090909 2 1,818181818 
3 1,25 0,800000000 2 1,2 0,833333333 2 1,666666667 
4 1,35 0,740740741 3 1,3 0,769230769 2 1,538461538 
5 1,45 0,689655172 4 1,4 0,714285714 2 1,428571429 
6 1,55 0,645161290 5 15 0,666666667 2 1333333333 
7 1,65 0,606060606 6 1,6 0,625000000 2 1,250000000 
8 1,75 0,571428571 T 1,7 0,588235294 2 1,176470588 
9 1,85 0,540540541 8 1,8 0,555555556 2 1111111111 
10 1,95 0,512820513 9 1,9 0,526315789 2 1,052631579 
6,928353603 10 2,0 0,500000000 1 0,500000000 


13,875428063 


2 
f lax = (0,1)(6,928353603) = 0,692835360 
1 


2 
f E dx = (0,05)(13,875428063) = 0,693771403 
1 


Reescrevendo (3) e (4) no formato 
b 
f f(x)dx = aproximação + erro 
a 


vemos que os valores positivos de Em 
e Er correspondem a subestimar e os 
valores negativos, a superestimar o 
valor da integral. 


E COMPARAÇÃO DAS APROXIMAÇÕES PELO PONTO MÉDIO E TRAPEZOIDAL 
Definimos os erros nas aproximações pelo ponto médio e trapezoidal, respectivamente, por 


b b 
a) flO)dx—-M, e Er= f f(x)dx — T, (3—4) 


e definimos |Ey| e |Er| como sendo os erros absolutos dessas aproximações. Os erros abso- 
lutos são não negativos e não distinguem entre subestimar e superestimar. 


> Exemplo 2 O valor de In 2 com nove casas decimais é 
21 
m2= f — dx = 0,693147181 (5) 
1 xX 


de modo que, pelas Tabelas 7.7.2 e 7.7.3, podemos ver que os erros absolutos na aproximação 
de In 2 por My e Tio são 


|Em| = |In2 — Mj| = 0,000311821 
|Er| = |In2 — Tiol = 0,000624222 


Assim, nesse caso, a aproximação pelo ponto médio é mais precisa do que a aproximação 
trapezoidal. < 


Tabela 7.7.3 
In 2 
(NOVE CASAS DECIMAIS) APROXIMAÇÃO ERRO 
0,693147181 Mọ = 0,692835360 Ey=In2-M,,= 0,000311821 
0,693147181 Tio = 0,693771403 E; = 1n 2- Tọ = —0,000624222 
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So —— — —— 


k 


Os triângulos sombreados 
têm áreas iguais. 


Figura 7.7.2 


Justifique as conclusões em cada 
passo da Figura 7.7.3b. 


No Exemplo 2, não foi por acaso que a aproximação de In 2 pelo ponto médio resul- 
tou mais precisa do que a aproximação trapezoidal. Para ver isso, começamos examinando a 
aproximação pelo ponto médio de um outro ponto de vista. Para simplificar nossa explicação, 
vamos supor que f seja não negativa em [a, b], embora nossas conclusões sejam válidas sem 
essa hipótese. 

Se f for uma função diferenciável, também chamamos a aproximação pelo ponto médio 
de aproximação pela reta tangente, pois para cada subintervalo a área do retângulo utilizado 
na aproximação pelo ponto médio é igual à área do trapézio cuja aresta superior é a reta tan- 
gente a y = f(x) pelo ponto médio do subintervalo (Figura 7.7.2). A igualdade dessas áreas 
segue do fato de que as áreas sombreadas na figura são congruentes. Mostraremos, agora, 
como esse ponto de vista da aproximação pelo ponto médio pode ser usado para estabelecer 
critérios úteis para determinar se M, ou T, é a aproximação que produz a melhor aproximação 
em um dado intervalo. 

Na Figura 7.7.3, isolamos um subintervalo de [a, b] no qual o gráfico de uma função 


fé côncavo para baixo e sombreamos as áreas que representam os erros nas aproximações 


pelo ponto médio trapezoidal no subintervalo. Na Figura 7.7.3b, mostramos uma sucessão de 
quatro ilustrações que tornam evidente que o erro na aproximação pelo ponto médio é menor 
do que aquele na aproximação trapezoidal. Se o gráfico de f fosse côncavo para cima, figuras 
análogas levariam à mesma conclusão. (Esse argumento, devido a Frank Buck, apareceu no 
The College Mathematics Journal, Vol. 16, nº 1, 1985.) 


Erro 
ponto médio 


7 Erro 
Trapezoidal 


m, Áreaazul < Áreaazul = Áreaazul < Área cinza 


(a) (b) 
Figura 7.7.3 


A Figura 7.7.3a também sugere que, em um subintervalo no qual o gráfico é côncavo 
para baixo, a aproximação pelo ponto médio será maior do que o valor da integral, enquan- 
to a aproximação trapezoidal será menor. Em um intervalo onde o gráfico é côncavo para 
cima, ocorrerá o inverso. Em resumo, temos o seguinte resultado, que enunciamos sem 
prova formal. 


7.7.1 TEOREMA Seja f contínua em |a, b] e sejam |Em]| e |Er| os erros absolutos que 
resultam das aproximações pelo ponto médio e trapezoidal de Fœ) usando n subin- 
tervalos. 


(a) Se o gráfico de f for côncavo para cima ou para baixo em (a, b), então |Em| < |Erl, 
isto é, o erro na aproximação do ponto médio será menor do que aquele na aproxi- 
mação trapezoidal. 


Se o gráfico de f for côncavo para baixo em (a, b), então 


b 
T; <f f(x)dx < Mn 


Se o gráfico de f for côncavo para cima em (a, b), então 


b 
Mn <[ Fade Tr 


ADVERTÊNCIA 


Não conclua que a aproximação pelo 
ponto médio sempre é melhor do que 
a trapezoidal; a aproximação trape- 
zoidal pode ser melhor se a função 
trocar de concavidade no intervalo de 
integração. 
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> Exemplo 3 Como o gráfico de f(x) = 1/x é contínuo no intervalo [1, 2] e côncavo para 
cima no intervalo (1, 2), segue, da parte (a) do Teorema 7.7.1, que M, sempre dará uma apro- 


ximação melhor do que T, para 
= 
J — dx =In2 
1 X 


Além disso, segue da parte (c) do Teorema 7.7.1 que M, < In 2 < T, com qualquer inteiro 
positivo n. Observe que isso é consistente com nosso cálculo no Exemplo 2. < 


> Exemplo 4 As aproximações pelo ponto médio e trapezoidal podem ser usadas para 
aproximar sen 1 usando a integral 


1 
sen 1 = cosx dx 
0 


Como f(x) = cos x é contínua no intervalo [0, 1] e côncava para baixo em (0, 1), segue, 
das partes (a) e (b) do Teorema 7.7.1, que o erro absoluto de M, será inferior a T, e que 
T, < sen 1 < M, com qualquer inteiro positivo n. Isso é consistente com os resultados na Ta- 
bela 7.7.4 para n = 5 (cálculos intermediários omitidos). < 


Tabela 7.7.4 
sen 1 
(NOVE CASAS DECIMAIS) APROXIMAÇÃO ERRO 
0,841470985 Ms = 0,842875074 Ey = sen 1- Ms = — 0,001404089 
0,841470985 T; = 0,838664210 E, =senl-T; = 0,002806775 


> Exemplo 5 A Tabela 7.7.5 mostra aproximações pelo ponto médio e trapezoidal de 
sen3 = e cos x usando n = 10 subdivisões do intervalo [0, 3]. Observe que |Em| < |E7| e 
Tio < sen 3 < Mio, embora esses resultados não sejam garantidos pelo Teorema 7.7.1, já que 
ftroca de concavidade no intervalo [0, 3]. < 


Tabela 7.7.5 
sen 3 
(NOVE CASAS DECIMAIS) APROXIMAÇÃO ERRO 
0,141120008 Mọ = 0,141650601 Ey = sen 3- Mọ = —0,000530592 
0,141120008 To = 0,140060017 Er = sen 3- Tọ = 0,001059991 


E REGRA DE SIMPSON 
Lembre que a média das aproximações pelas extremidades esquerda e direita dá uma aproxi- 
mação melhor, a trapezoidal. Veremos, agora, como uma média ponderada das aproximações 
pelo ponto médio e trapezoidal pode dar uma aproximação ainda melhor. 

A evidência numérica nas Tabelas 7.7.3, 7.7.4 e 7.7.5 revela que, nesses casos, 
Er ~ —2 Em; portanto, 2 Ey + Er = O nesses casos. Isso sugere que 


b b b 
3f foda =2 [ fo) dr + | f(x)dx 


= 2(M; + Em) + (Tk + Er) 
= (2Mr + To) + (2Em + Er) 
= 2M; + Tk 
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ADVERTÊNCIA 


Observe que o subscrito n de S, em 
(7) é sempre par, pois é o dobro do 
valor do subscrito das aproximações 
pelo ponto médio e trapezoidal cor- 
respondentes. Por exemplo, 


Sio = } (2M5 + Ts) 


S2 = $ (2M0 + Tio) 


Disso resulta 


b 
| FO) dx = IM, + To (6) 


A aproximação pelo ponto médio M; em (6) exige calcular o valor de f em k pontos do in- 
tervalo [a, b], e a aproximação trapezoidal Ty em (6) exige calcular o valor de fem k + 1 
pontos de [a, b]. Assim, 1(2Mx + Tų) usa 2k + 1 valores de f, calculados em pontos igual- 
mente espaçados no intervalo [a, b]. Esses pontos são obtidos com uma partição de [a, b] em 
2k subintervalos iguais indicados pelas extremidades esquerda, extremidades direita e pelos 
pontos médios usados em T; e Mg, respectivamente. Tomando n = 2k, usamos S, para denotar 
a média ponderada de M, e T em (6). Assim, 


Sn = So = E(2Mk + Tk) ou Sh = E Mnn + Tap) (7) 


A Tabela 7.7.6 apresenta as aproximações S2, correspondentes aos dados nas Tabelas 7.7.3 
até 7.7.3. 


Tabela 7.7.6 


VALOR DA FUNÇÃO 
(NOVE CASAS DECIMAIS) APROXIMAÇÃO ERRO 


In 2 = 0,693147181 Se (1/x) dx = S3) = 1(2M;o + Tio) = 0,693147375  — 0,000000194 
sen 1 = 0,841470985 h cos xdx=S,= +(2M5 + T9) =0,841471453 — 0,000000468 
sen 3 = 0,141120008 h cos xdx= S= 1 (2M;o + Tio) =0,141120406 -— 0,000000398 


Usando a fórmula da aproximação pelo ponto médio na Tabela 7.7.1 e a Fórmula (2) da 
aproximação trapezoidal, podemos obter uma fórmula análoga para S,. Começamos com uma 
partição do intervalo [a, b] em um número par de subintervalos iguais. Se n for o número de su- 
bintervalos, então cada subintervalo tem comprimento (b — a)/n. Identificamos as extremidades 


desses subintervalos sucessivamente por a = x9, X1, X2, ..., Xn = b. Então, xo, X2, X4, . . ., Xn defi- 
ne uma partição de [a, b] em n/2 subintervalos iguais, cada um de comprimento 2(b — a)/n, e os 
pontos médios desses subintervalos são x1, X3, X5, . . ., Xn-1, respectivamente, conforme ilustrado 


na Figura 7.7.4. Usando y; = f(x;), temos 


2(b — a) 
2M2 =2 ~ [yi + y3 ++] 


b-a 
= =) [4yi +4y3 +++ + 4yr] 
Observando que (b — a)/[2(n/2)] = (b — a)/n, podemos expressar T,,» como 
b-a 


Tip = (=) [yo + 2y2 + 2y4 +--+ +2yn-2 + Yn] 


Assim, S, = “(2M, /2 + Ta/2) pode ser expresso por 


il (o = 
Sn = a =) [yo + 4y1 2y 4433 2yr F 2yn a2 +41 F Yn] (8) 
A aproximação 


b 
/ fd ES, (9) 


com S, dado por (8) é conhecida como regra de Simpson. O erro dessa aproximação é deno- 
tado por 


b 
Es = i f@œ)dx — Sn (10) 


Como antes, o erro absoluto da aproximação (9) é dado por | Es]. 
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b-a b-a 
| n n 
a = xo xı x2 ža X4 Xs x6 n: Xn-2 Xn-1 b=x, 
o- o NA: o 
ponto médio ponto médio ponto médio ponto médio 
« b >k b >k b >| a 
Figura 7.7.4 225º) aA ae (°) 


> Exemplo 6 Na Tabela 7.7.7, utilizamos a regra de Simpson com n = 10 subintervalos 


para obter a aproximação 


2 
1 
In2 = | — dx % Sio = 0,693150231 
1 X 


Para essa aproximação, 


1 /b—a 1/2-1 1 
( n )=;( 10 )=5 
Tabela 7.7.7 
UMA APROXIMAÇAO DE In 2 USANDO A REGRA DE SIMPSON 
EXTREMO MULTIPLICADOR 
i Xi yi = SO) = 1x; wi Wj); 
0 1,0 1,000000000 1 1,000000000 
1 1,1 0,909090909 4 3,636363636 
2 1,2 0,833333333 2 1,666666667 
3 1,3 0,769230769 4 3,076923077 
4 14 0,714285714 2 1,428571429 
5 1,5 0,666666667 4 2,666666667 
6 1,6 0,625000000 2 1,250000000 
7 17 0,588235294 4 2,352941176 
8 1,8 0,555555556 2 1.111111111 
9 1,9 0,526315789 4 2,105263158 
10 2,0 0,500000000 1 0,500000000 
20,794506921 


2 
1 A! o 
1 qdr= (59)(20,794506921) = 0,693150231 


Thomas Simpson (1710-1761) Matemático inglês. 
Simpson era filho de um tecelão. Ele foi treinado para 
seguir os passos do pai e teve pouca educação formal no 
começo de sua vida. Seu interesse por Ciência e Matemá- 
tica surgiu em 1724, quando presenciou um eclipse do 
Sol e recebeu dois livros de um vendedor ambulante, um 
sobre Astrologia e o outro sobre Aritmética. Simpson rapidamen- 
te absorveu seus conteúdos e logo tornou-se, com sucesso, adivi- 
nho local. Sua situação financeira melhorada permitiu-lhe desis- 
tir da tecelagem e casar-se com sua patroa. Então, em 1733, um 
incidente desafortunado e misterioso forçou-o a mudar-se. Ele se 
estabeleceu em Derby, onde lecionou em uma escola noturna e, 
durante o dia, trabalhou em uma tecelagem. Em 1736, mudou-se 
para Londres e publicou seu primeiro trabalho matemático em 


um periódico chamado Ladies's Diary (do qual, mais tarde, tor- 
nou-se editor). Em 1737, publicou um bem-sucedido livro de 
Cálculo, o qual possibilitou-lhe largar completamente a tecela- 
gem e concentrar-se em ensinar e escrever. Sua sorte melhorou 
mais ainda em 1740, quando alguém chamado Robert Heath o 
acusou de plágio. A publicidade foi maravilhosa, e Simpson con- 
seguiu escrever rapidamente uma sucessão de livros-texto de 
grande sucesso: Álgebra (dez edições mais traduções), Geome- 
tria (doze edições mais traduções), Trigonometria (cinco edições 
mais traduções) e inúmeros outros. É interessante notar que 
Simpson não descobriu a regra que leva seu nome: ela era um 
resultado bem conhecido em sua época. 


(Imagem: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Posters/820.html] 
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ay v=o) 


Figura 7.7.5 


n 


«— Ax — 


Embora Si seja uma média ponderada de Ms e Ts, faz sentido comparar Sj com My e 
Tio, já que as somas dessas três aproximações envolvem o mesmo número de parcelas. 
Usando os valores de My e Tio do Exemplo 2 e o valor de S1ọ da Tabela 7.7.7, temos 


[Em] = |ln2 — My = |0,693147181 — 0,692835360] = 0,000311821 
|Er| = |In 2 — To| = |0,693147181 — 0,693771403] = 0,000624222 
|Es| = |ln2 — S10| = |0,693147181 — 0,693150231| = 0,000003050 


Comparando esses erros absolutos, fica claro que S10 é uma aproximação muito mais precisa 
de In 2 do que M10 ou Tio. 4 


E INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DA REGRA DE SIMPSON 
A aproximação pelo ponto médio (ou pela reta tangente) e a aproximação trapezoidal de uma 
integral definida baseiam-se na aproximação de um segmento da curva y = f(x) por um seg- 
mento de reta. A intuição sugere que essas aproximações poderiam ser melhoradas usando 
arcos parabólicos em vez de segmentos de reta, incorporando, assim, a concavidade da curva 
y = f(x) na aproximação. 

Essa ideia é carregada por uma fórmula, algumas vezes chamada de regra do terço. 
Essa regra expressa a integral definida de uma função quadrática g(x) = Ax? + Bx + C 
em termos dos valores Yo, Yı e Y de g na extremidade esquerda, no ponto médio e na 
extremidade direita, respectivamente, do intervalo de integração [m — Ax, m + Ax] (ver 
Figura 7.7.5): 


m-+Ax Ax 
f (Ax? + Bx + C) dx = ŽŽ [Yo + 4h + Yal (1) 


m—Ax 


Deixamos a cargo do leitor verificar essa regra (Exercício 53). Aplicando a regra do terço 
aos subintervalos [x2x—2, X2x], com k = 1,...,n/2, chegamos à Fórmula (8) da regra de Simp- 
son (Exercício 54). Assim, a regra de Simpson corresponde à integral de uma aproximação 
quadrática por partes de f(x). 


E ESTIMATIVAS DOS ERROS 

Há duas fontes de erros com todos os métodos estudados nesta seção: o erro de truncamen- 
to, ou intrínseco, devido à fórmula de aproximação, e o erro de arredondamento, introdu- 
zido nos cálculos. Em geral, aumentando n reduzimos o erro de truncamento, mas aumen- 
tamos o erro de arredondamento, já que, para n grande, necessitamos de mais cálculos. Em 
aplicações práticas, é importante saber quão grande devemos tomar n para garantir um grau 
de precisão especificado. A análise do erro de arredondamento não será considerada neste 
texto, por ser muito complicada. Contudo, os teoremas seguintes, provados em livros de 
Análise Numérica, dão cotas superiores para os erros de truncamento das aproximações 
pelo ponto médio, trapezoidal e pela regra de Simpson. 


7.7.2 TEOREMA (Estimativa do Erro pelo Ponto Médio e Trapezoidal) Sef" forcon- 
tínua em (a, b] e se K, for o valor máximo de |f"(x)| em [a, b], então 


b = 3 
ajiye / fare (12) 


24n? 


b b— 3K 
© IErl=|[ fædre -n|< OE (13) 


Observe que as cotas superiores cal- 
culadas no Exemplo 7 são consisten- 
tes com os valores |Ey|, |Er| e |Es] 
calculados no Exemplo 6, mas são 
consideravelmente maiores do que 
aqueles valores. É bem comum que 
as cotas superiores dos erros absolu- 
tos dadas nos Teoremas 7.7.2 e 7.7.3 
excedam substancialmente os erros 
absolutos verdadeiros. Contudo, isso 
não diminui a utilidade dessas cotas. 
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7.7.3 TEOREMA (Estimativa do Erro em Simpson) Sef® for contínua em la, b] e se 

Kafor o valor máximo de |f “(x)| em [a, b], então 

(b — a) K, 
180nº 


(14) 


b 
Esl= | eT - Sl < 


> Exemplo 7 Encontre uma cota superior para o erro absoluto que resulta da aproxi- 


mação de 
1 
In2 = — dx 
1 X 


usando (a) a aproximação pelo ponto médio M10, (b) a aproximação trapezoidal Tio e (c) a 
regra de Simpson Sio com n = 10 subintervalos. 


Solução Aplicaremos as Fórmulas (12), (13) e (14) com 


1 
fO)=-—, a=1, b=2, e n=10 
x 


Temos 
; 1 i 2 m 6 24 
fo=-+ losz o=-p fo=Ss 
Assim, 
, 2 24 24 
IF”œ | = PE] = a | Fo) = É = x5 


onde ignoramos os valores absolutos porque f(x) e fO) têm valores positivos em | < x < 2. 
Como |f"(x)| e |f *(x)| são contínuas e decrescentes em [1, 2], ambas as funções têm seus valores 


máximos em x = 1; para |f"(x)|, esse valor máximo é 2 e, para |f(x)|, o valor máximo é 24. As- 
sim, podemos tomar K, = 2 em (12) e (13) e K4 = 24 em (14). Resulta 
b -aK 1.2 
Enc e DÊ. =: 0,000833333 
24n? 24 . 10? 
b- aK 12.2 
E a = 0,001666667 
127? 12.102 
b — aò K. 15-24 
ma un ~ 0,000013333 < 


= 18074 180.104 


> Exemplo 8 Quantos subintervalos deveriam ser usados para aproximar 


=j 
m2= f — dx 
| X 


pela regra de Simpson para obter uma precisão de cinco casas decimais? 


Solução Para obter uma precisão de cinco casas decimais, devemos escolher o número de 
subintervalos de tal modo que 


Esl < 0,000005 = 5 x 1076 


Por (14), isso pode ser alcançado tomando n na regra de Simpson de tal modo que valha 


5 
Co k cs 105 
180nº 


542 Cálculo 


OBSERVAÇÃO 


N U A 


= |F” Œ] = 4x? cos (x?) + 2 sen (x°)| 


Saa 


Figura 7.7.6 


Fazendo a = 1, b = 2 e K4 = 24 (obtido no Exemplo 7) nessa desigualdade, obtemos 


15 . 24 —6 
—— <5x10 
180 - n4 
que, tomando recíprocos, pode ser escrita como 
4 2x10 8x10 
n > = 
5 3 


Assim, 


> 20 x 12,779 
NES A, 
“6 


Como n é um inteiro par, vemos que n = 14 é o menor valor de n que satisfaz essa exigência. As- 
sim, a aproximação S44 com 14 subintervalos produz uma precisão de cinco casas decimais. <4 


Nos casos em que for difícil encontrar os valores de K, e K4 nas Fórmulas (12), (13) e (14), poderemos trocar 
essas constantes por quaisquer constantes maiores. Por exemplo, suponha que uma constante K, que possa 
ser encontrada facilmente, dê a certeza de que |f"(x)| < K no intervalo. Então K < K e 


(b -aP K = (b -aK 


Er € 
lEr|l < oa É ma 


(15) 


de modo que o lado direito de (15) é, também, uma cota superior do valor de |Er|. Contudo, utilizar K prova- 
velmente aumentará o valor calculado do n que é necessário para a tolerância do erro dada. Muitas aplicações 
envolvem a resolução desses assuntos práticos concorrentes, exemplificados aqui pela compensação entre a 
conveniência de encontrar uma cota grosseira para |f"(x)| e a eficiência de utilizar o menor n possível para a 
precisão desejada. 


> Exemplo 9 Quantos subintervalos devem ser usados na aproximação de 


1 
Í cos(x?) dx 
0 


pelo ponto médio para uma precisão de três casas decimais? 


Solução Para obter uma precisão de três casas decimais, precisamos escolher n de tal for- 
ma que 


[Eu] < 0,0005 = 5 x 104 (16) 
A partir de (12) com f(x) = cos(x), a = 0 e b = 1, um limite superior para o erro |Ey| é dado por 
El < E a7) 
24n? 
onde |K2| é o valor máximo de |f"(x)| no intervalo [0, 1]. Contudo, 
f'(o) = —2x sen(x?) 
f(x) = —4x? cos(x?) — 2 sen(x?) = —[4x? cos(x?) + 2 sen(x?)] 
e, portanto, 
1f"(9)| = |4xº cos?) + 2 sen(x?)| (18) 


Seria cansativo buscar analiticamente o valor máximo dessa função no intervalo [0, 1]. Dado 
x em [0, 1], é fácil ver que cada uma das expressões x”, cos (x?) e sen (x?) é limitada por 1 em 
valor absoluto, de modo que |4x? cos (x?) + 2 sen(x?)| < 4 + 2 = 6 em [0, 1]. Podemos me- 
lhorar isso usando um recurso gráfico para esboçar |f"(x)|, como mostramos na Figura 7.7.6. 
É evidente pelo gráfico que 


IfQ)|<4 se 0<x<l 
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Desse modo, temos, a partir de (17), que 


Eul < K> 5 4 _ 1 
T 24n? Mn? n? 


e, assim, podemos satisfazer (16) escolhendo n de forma que 


5x 104 
— <5X 
6n? 
o que pode ser escrito como 
104 10? 
n? > — ou n> — 7 18,257 
30 


O menor valor de n que satisfaz essa desigualdade é n = 19. Assim, a aproximação pelo ponto 
médio M; usando 19 subintervalos produz uma precisão de três casas decimais. <4 


E UMA COMPARAÇÃO ENTRE OS TRÊS MÉTODOS 

Dos três métodos estudados nesta seção, a regra de Simpson, em geral, produz resultados 
mais precisos do que as aproximações pelo ponto médio ou trapezoidal, com a mesma quan- 
tidade de trabalho. Para tornar isso plausível, vamos expressar (12), (13) e (14) em termos do 
comprimento do subintervalo 


b-a 
Ax = 
n 
Obtemos 
1 
lEnl < 37%% — a) (Ax)? (19) 
1 RA 
|Er| < 15 K2(b — a)(Ax) (20) 
1 4 
Es < tag Kt — (AX) (21) 


(verifique). Portanto, para a regra de Simpson, o limite superior do erro absoluto é propor- 
cional a (Ax)*, enquanto para aproximações pelo ponto médio e trapezoidal, é proporcional a 
(Ax). Assim, reduzindo o comprimento do intervalo por um fator de 10, por exemplo, reduz- 
-se O limite do erro por um fator de 100 para o ponto médio e o trapezoidal, e por um fator 
de 10.000 para a regra de Simpson. Isso sugere que a precisão da regra de Simpson melhora 
muito mais rapidamente do que a das outras aproximações. 

Como nota final, observe que, se f(x) for um polinômio de grau 3 ou menor, então te- 
mos f(x) = O em qualquer x; assim, K4 = 0 em (14) e, consequentemente, |Es| = 0. Logo, a 
regra de Simpson dá resultados exatos para polinômios de grau 3 ou menor. Analogamente, as 
aproximações pelo ponto médio e trapezoidal dão resultados exatos para polinômios de grau 
1 ou menor. (O leitor deve ser capaz de ver isso geometricamente.) 


Y EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.7 (Ver página 547 para respostas.) 


1. Seja T, a aproximação trapezoidal para a integral definida de 
f(x) sobre um intervalo [a, b] usando n subintervalos. 
(a) Em termos de L, e R, (as aproximações pelas extremida- 
des esquerda e direita), temos T, = ; 
(b) Em termos dos valores yo, yı, - . ., Yn da função nas extre- 
midades dos subintervalos, temos T, = 


2. Sejam Ta integral definida de f sobre um intervalo [a, b] e T, e 
M, as respectivas aproximações trapezoidal e pelo ponto médio 
de 1 com um n dado. Suponha que o gráfico de f seja côncavo 
para cima no intervalo [a, b]; ordene as quantidades T,, M, e 1 de 
menor para maior: < < 
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3. Seja Sẹ a aproximação pela regra de Simpson de J f(x)dx 
usando n = 6 subintervalos. 
(a) Em termos de M3 e T; (as aproximações pelo ponto médio 
e trapezoidal), temos Sẹ = : 
(b) Em termos dos valores yọ, Y1, Y2, - - - , Y6 da função nos ex- 
tremos dos subintervalos, temos $6 = 


4. Suponha que f® seja contínua em [0, 1] e que f (9(x) satisfaça 
IF| < 1 em [0, 1], com k = 1,2, 3, 4. Encontre uma cota 


EXERCÍCIOS 7.7 [elcas 


superior para o erro absoluto que resulta de aproximar a inte- 
gral definida de f sobre [0, 1] usando (a) a aproximação pelo 
ponto médio Mio, (b) a aproximação trapezoidal Tio e (c) a 
regra de Simpson S10. 


3 
1 
5. Aproxime 1 — dx usando o método indicado. 
1 X 


(a) Mı = 
©) S2= 


(b) Ti= 


1-6 Aproxime a integral usando (a) a aproximação Mio pelo ponto 
médio, (b) a aproximação trapezoidal Tio e (c) a aproximação pela 
regra de Simpson S29 usando a Fórmula (7). Em cada caso, encontre 
o valor exato da integral e aproxime o erro absoluto. Expresse suas 
respostas com pelo menos quatro casas decimais. E 


3 94 x/2 
1. I ~x +1dx 2: | — dx 3: À cos x dx 
0 4 NX 0 


2 3 3 4 
4. f sen x dx S: f e dx 6. | dx 
0 1 0 3x+1 


7-12 Use as desigualdades (12), (13) e (14) para encontrar cotas su- 
periores para os erros nas partes (a), (b) e (c) dos exercícios indica- 
dos. E 


7. Exercício 1 8. Exercício 2 9. Exercício 3 


10. Exercício 4 11. Exercício 5 12. Exercício 6 


13-18 Use as desigualdades (12), (13) e (14) para encontrar um nú- 
mero n de subintervalos para a aproximação (a) pelo ponto médio 
M, e (b) trapezoidal T, e (c) pela regra de Simpson S, que garanta 


que o erro absoluto seja menor que o valor dado. E 
13. Exercício 1;5 x 10? 14. Exercício 2;5 x 1074 
15. Exercício 3; 10? 16. Exercício 4; 107° 
17. Exercício 5; 10? 18. Exercício 6; 1074 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


19. A aproximação pelo ponto médio M,,, é a média das aproxima- 
ções pelas extremidades esquerda L, e direita R,. 


20. Se f(x) for côncava para baixo no intervalo (a, b), então a apro- 
ximação trapezoidal T, subestima f f(x)dx. 


21. A aproximação Ss de I f(x) dx pela regra de Simpson é uma 
média ponderada das aproximações Mso e Tso, em que Mso tem 
o dobro do peso de Tso na média. 


22. A aproximação $so de f(x) dx pela regra de Simpson corres- 
ponde a J, q(x) dx, em que o gráfico de q é composto de 25 
segmentos parabólicos ligados em pontos do gráfico de f. 


23-24 Encontre uma função g(x) da forma 


ga) =Ax + Bx+ C 


cujo gráfico contenha os pontos (m — Ax, f(m — Ax)), (m, f(m)) e 
(m + x, f(m + Ax)), onde f(x) é a função dada, e para os valores 
dados de m e Ax. Então, verifique a Fórmula (11): 


m+Ax Ax 
f g(x)dx = a otdi + XY] 


m—Ax 


onde Yọ = f(m — Ax), Yı = f(m) e Yp = f(m + Ax). E 


1 
23. f(x) zom 3,Ax=1 


24. f(x) = sen? (rx); m = 1, Ax = t 


1 
5 


25-30 Aproxime a integral usando a regra de Simpson Sio e com- 
pare sua resposta com aquela produzida por algum recurso compu- 
tacional provido de integração numérica. Expresse suas respostas 
com pelo menos quatro casas decimais. E 


1 
25. f e“ dx 
= 


2 
27. 1 xv2 +x? dx 
-1 


3 
x 
26. f E dx 
o y2x3 +1 


28. f É dx 
o 2+senx 


1 2 
29. I cos(x?) dx 30. f (in x)? dx 
0 1 


31-32 O valor exato da integral dada é x (confira). Aproxime a in- 
tegral usando (a) a aproximação Mio pelo ponto médio, (b) a apro- 
ximação trapezoidal Tio e (c) a aproximação S20 pela regra de Simp- 
son usando a Fórmula (7). Dê uma estimativa do erro absoluto e 
expresse suas respostas com pelo menos quatro casas decimais. EH 


2 8 3 4 
31. —— d 32. -y9 — x? d 
Í Rá x Í 9 xX X 


33. No Exemplo 8, mostramos que tomando n = 14 subdivisões 
garante que a aproximação de 


zj 
m2= f — dx 
1 X 


pela regra de Simpson seja precisa com cinco casas decimais. 
Confirme isso comparando a aproximação de In 2 pela regra 
de Simpson com n = 14 ao valor produzido diretamente de seu 
recurso computacional. 


34. Em cada parte, determine se a aproximação trapezoidal subes- 
tima ou superestima a integral definida dada. 


1 2 
(a) Í cos(x?) dx (b) f cos(x?) dx 
0 3/2 


35-36 Encontre um valor de n que garanta que o erro absoluto na 
aproximação da integral com a aproximação pelo ponto médio seja 
inferior a 1074. Dê uma estimativa do erro absoluto e expresse suas 
repostas com pelo menos quatro casas decimais. E 


1 
36. f eS* dx 
0 


37-38 Mostre que as desigualdades (12) e (13) não têm serventia 
para encontrar uma cota superior para o erro absoluto que resulta 
de aproximar a integral dada com as aproximações tanto pelo ponto 
médio quanto trapezoidal. E 


1 
37: / xx dx 
0 


2 
35. Í x senx dx 
0 


1 
38. I sen x dx 
0 


39-40 Use a aproximação Sio da regra de Simpson para aproximar 
o comprimento da curva. Expresse sua resposta com pelo menos 
quatro casas decimais. E 


39. y = sen x desde x = 0 até x = 7 


40. y= x7? desde x = 1 até x = 2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41. A figura a seguir mostra um gráfico da curva velocidade v 
versus tempo t para um teste do automóvel BMW 335i. Dê 
uma estimativa das velocidades em t = 0, 5, 10, 15,20, 25 e 
30 s a partir do gráfico, converta pé/s usando 1 milha/h = 
Z pés/s e use essas velocidades e a regra de Simpson para 
aproximar o número de pés percorridos nos 30 primeiros 
segundos. Arredonde sua resposta até o pé mais próximo. 
[Sugestão: Distância percorrida = SE v(t)dt.] 


Fonte: Dados da revista Car and Driver, setembro de 2010. 


160 p 
140 
120 
100 
80 
60 
40 
20 


Velocidade v (mi/h) 


Tempo ż (s) 


Figura Ex-41 


42. Um gráfico da curva aceleração a versus tempo t para um 
objeto movendo-se em linha reta está na figura a seguir. Es- 
time as acelerações em t = 0, 1, 2,..., 8 s a partir do gráfi- 
co e use a regra de Simpson para aproximar a variação da 
velocidade de t= 0 a t= 8 s. Arredonde sua resposta até o 
décimo de cm/s mais próximo. [Sugestão: Variação na ve- 
locidade = A a(t) dt.) 
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Aceleração a (cm/s?) 


Figura Ex-42 


43-46 Os métodos de integração numérica podem ser usados em 
problemas nos quais os valores do integrando são somente dados 
por mensuração ou, então, determinados experimentalmente. Use 
a regra de Simpson para estimar o valor das integrais relevantes 
nestes exercícios. E 


43. A tabela abaixo dá as velocidades em milhas por segundo em 
vários instantes para um foguete de teste lançado para cima da 
superfície da Terra. Use esses valores para aproximar o número 
de milhas percorridas durante os primeiros 180 s. Arredonde 
sua resposta até o décimo de milha mais próximo. [Sugestão: 
Distância percorrida = e v(t) dt.) 


VELOCIDADE U 
TEMPO 1 (s) 


(mi/s) 

0 0,00 
30 0,03 
60 0,08 
90 0,16 
120 0,27 
150 0,42 
180 0,65 


Tabela Ex-43 


44. A tabela abaixo mostra as velocidades de uma bala saída da 
boca de um rifle em várias distâncias. Use esses valores para 
aproximar o número de segundos para a bala percorrer 1.800 
pés. Expresse sua resposta até o centésimo de segundo mais 
próximo. [Sugestão: Se v for a velocidade da bala e x for a 
distância percorrida, então v = dx/dt, logo dt/dx = 1/v e 


t = h O A/v) dx] 


DISTÂNCIA X VELOCIDADE V 


(pés) (pés/s) 

0 3.100 
300 2.908 
600 2,725 
900 2.549 
1200 2.379 
1500 2.216 
1800 2.059 


Tabela Ex-44 


45. As medidas de um caco de cerâmica descoberto em uma esca- 
vação arqueológica revelam que ele veio de um pote com uma 
base plana e secção transversal circular (ver figura a seguir). A 
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46. 


[5] 47. 


[2] 48. 
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figura mostra medidas do raio interior do caco feitas a cada 4 
cm a partir da base em direção ao topo. Use esses valores para 
aproximar o volume interno do pote até o décimo de litro mais 
próximo (1 ! = 1.000cmº). [Sugestão: Use 6.2.3 (volume por 
secção transversal) para estabelecer uma integral apropriada 
para o volume.] 


Figura Ex-45 


Engenheiros querem construir uma estrada reta e nivelada, 
com 600 pés de comprimento e 75 pés de largura, fazendo um 
corte através de um morro (veja a figura a seguir). As alturas 
do morro acima da linha central da estrada proposta, obtidas de 
vários pontos de um mapa topográfico da região, estão na tabe- 
la que segue. Para estimar o custo da construção, eles precisam 
conhecer o volume de terra que deve ser removido. Aproxime 
esse volume, arredondando ao pé cúbico mais próximo. [Su- 
gestão: Primeiramente, estabeleça uma integral para a área da 
seção transversal do corte ao longo da linha central da estrada; 
depois, suponha que a altura do morro não varie entre a linha 
central e as margens da estrada.) 


DISTÂNCIA ALTURA 
HORIZONTAL x (pés) h (pés) 
0 0 

100 7 

200 16 

300 24 Linha 

400 25 central 

500 16 

600 0 


Figura Ex-46 


Seja f(x) = cos(x’). 

(a) Use um CAS para aproximar o valor máximo de |f”(x)] 
em [0, 1]. 

Qual é o tamanho de n na aproximação do ponto médio 
de E f(x) dx para garantir que o erro absoluto seja menor 
do que 5 x 1074? Compare seu resultado com o obtido no 
Exemplo 9. 

Calcule a integral usando a aproximação pelo ponto médio 
com o valor de n obtido em (b). 


Seja f(x) = 1 + x2. 


(a) Use um CAS para aproximar o valor máximo de |f"(x)| 
em [0, 1]. 


(b) 


(c) 


c|49. 


c|50. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


51. 


52. 


53. 


54. 


(b) Qual é o tamanho de n na aproximação trapezoidal de 
J f(x)dx para garantir que o erro absoluto seja menor do 
que 10? 

(c) Calcule a integral usando a aproximação trapezoidal com 
o valor de n obtido em (b). 


Seja f(x) = cos(x?). 

(a) Use um CAS para aproximar o valor máximo de |f2(x)| 
em [0, 1]. 

(b) Qual é o tamanho de n na aproximação S, de h f(x)dx 
pela regra de Simpson para garantir que o erro absoluto 
seja menor do que 104? 

(c) Calcule a integral usando a aproximação S, pela regra de 
Simpson com o valor de n obtido em (b). 


Seja f(x) = V2 + x. 

(a) Use um CAS para aproximar o valor máximo de |f® œ| 
em [0, 1]. 

(b) Qual é o tamanho de n na aproximação S, de i f(x)dx 
pela regra de Simpson para garantir que o erro absoluto 
seja menor do que 1076? 

(c) Calcule a integral usando a aproximação S, regra de Simpson 
com o valor de n obtido em (b). 


(a) Verifique que a média das aproximações pela extremi- 
dade esquerda e pela extremidade direita dadas na Ta- 
bela 7.7.1 dá a Fórmula (2) da aproximação trapezoidal. 
Suponha que f seja uma função contínua e não negativa 
no intervalo [a, b] e subdivida [a, b] em pontos igual- 
mente espaçados a = xo < xı < ++- < Xn = b. Encontre 
a área do trapézio sob o segmento de reta que liga os 
pontos (Xk, f(x) € (ris f(Xk+1)) e acima do intervalo 
[xk xz+1]. Mostre que o lado direito da Fórmula (2) é a 
soma dessas áreas de trapézios (Figura 7.7.1). 


(b) 


Seja fuma função positiva, contínua, decrescente e cônca- 
va para baixo no intervalo [a, b]. Suponha que o interva- 
lo [a, b] esteja subdividido em n subintervalos de mesmo 
comprimento. Arranje as aproximações de f f(x)dx a se- 
guir em ordem decrescente de valores: pela extremidade 
esquerda, pela extremidade direita, pelo ponto médio e 
trapezoidal. 


Suponha que Ax > 0 e que g(x) = Ax? + Bx + C. Seja m 
um número e defina Yọ = g(m — Ax), Yı = g(m) e Y = 
g(m + Ax). Verifique a Fórmula (11): 


m+Ax Ax 
f g(x) dx = -—lYo + 4Yı + Y2] 


m—Ax 


Suponha que f seja uma função contínua e não ne- 
gativa no intervalo [a, b] n seja par e subdivida o in- 
tervalo [a, b] em n + 1 pontos igualmente espaça- 
dos a = xo < xı < -< Xn = b. Denotemos yo = f(Xo), 
yi =f 1), -- - , Yn =f Xn). Sejam gi, 82, . . - , 8n/2 as funções 
quadráticas da forma g;(x) = Ax? + Bx + C tais que 


n/2 xj 
>» (/ g;(x) ax) 


+o gráfico de 8n/2 passa pelos pontos n-2; Yn-2); (pt, Yn-1) 


b-a 
(==) [yo + 4y1 +2y2 +4y3 +2y4 + e 


+ 2Yn-2 1 


H 4Yyn—1 + Yn] 
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55. Texto Discuta duas circunstâncias diferentes nas quais é ne- 


e o gráfico de gı passa pelos pontos (xo, Yo). (x1, Y1) € (X2, y2); cessária a integração numérica. 


e o gráfico de g2 passa pelos pontos (x2, y2), (x3, y3) e (x4, y4); 56. Texto Uma aproximação mais precisa com os métodos de in- 


tegração numérica desta seção foi obtida aumentando o número 
de subdivisões do intervalo. Outra estratégia é usar o mesmo 
número de subintervalos, mas selecionar subintervalos de com- 


EM Yi): Ê ; : - 

di primentos diferentes. Discuta um esquema para fazer isso na 
Confira que a Fórmula (8) calcula a área sob o gráfico de aproximação trapezoidal de i „/x dx com 4 subintervalos. Co- 
uma função quadrática por partes, mostrando que mente sobre as vantagens e desvantagens desse esquema. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.7 


b-a 


1. (a) 3(Ln + Rn) O (PZE) Dot 2y tt Dra] 2. Mi<I<T 3. (a) 5M +57 


b—a 
(b) ( Jo H4yi +2y2 +4y3 +2y4 +45 + y6) 4. (a) 


18 


1 1 


1 
2400 ® 1200 © 7800.000 


5 @ M=} On=L()54=B 


2 9 


7.8 INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 


Até aqui, concentramo-nos nas integrais definidas com integrandos contínuos e intervalos 
de integração finitos. Nesta seção, ampliaremos o conceito de integral definida para incluir 
intervalos de integração infinitos e integrandos que se tornam infinitos dentro dos intervalos 
de integração. 


E INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 
Supõe-se na definição da integral definida 


b 
À f(x)dx 


que [a, b] seja um intervalo finito e que o limite que define a integral exista, isto é, que a 
função f seja integrável. Observamos nos Teoremas 5.5.2 e 5.5.8 que funções contínuas são 
integráveis, bem como o são funções limitadas com um número finito de descontinuidades. 
Também observamos no Teorema 5.5.8 que funções que não são limitadas no intervalo de 
integração não são integráveis. Assim, por exemplo, uma função com uma assíntota vertical 
dentro do intervalo de integração não seria integrável. 

Nosso objetivo principal nesta seção é ampliar o conceito de uma integral definida para 
permitir intervalos infinitos de integração e integrandos com as assíntotas verticais dentro do 
intervalo de integração. Vamos chamar as assíntotas verticais de descontinuidades infinitas 
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e as integrais com intervalos de integração infinitos ou com descontinuidades infinitas dentro 
do intervalo de integração de integrais impróprias. Aqui estão alguns exemplos: 


e Integrais impróprias com intervalos de integração infinitos: 
+e dx o è ta- dx 
D e dx, 7 
1 xX —o Egg AX 
e Integrais impróprias com descontinuidades infinitas no intervalo de integração: 
3 dx * dx ” 
a ; tg x dx 
—1 
-3 X 1 X 0 


e Integrais impróprias com descontinuidades infinitas e intervalos infinitos de integração: 


+% dx +> dx T d 
—, ——, sec x dx 
0 Vx —90 e = 1 


E INTEGRAIS SOBRE INTERVALOS INFINITOS 
Para motivar uma definição razoável para integrais impróprias da forma 


+o 
f(x)dx 
a 
vamos começar com o caso em que f é contínua e não negativa em [a, 4º); assim, podemos 
pensar na integral como a área abaixo da curva y = f(x) no intervalo [a, +) (Figura 7.8.1). 
y A princípio, podemos estar inclinados a argumentar que essa área é infinita, pois a região 
tem uma extensão infinita. Porém, tal argumento estará baseado em uma intuição vaga, e não 
em uma lógica matemática precisa, uma vez que o conceito de área foi somente definido em 
intervalos de extensão finita. Dessa forma, antes de fazer qualquer afirmativa razoável sobre 
a área da região na Figura 7.8.1, precisamos começar por definir o que entendemos por área 
dessa região. Para isso, será útil examinar um exemplo específico. 
Vamos supor que estejamos interessados na área A da região que está abaixo da cur- 
va y = 1/x? e acima do intervalo [1, +) do eixo x. Em vez de tentar encontrá-la toda de 
uma vez, vamos começar por calcular a parte dela acima do intervalo finito [1, b], onde 


b > 1 é arbitrário. Essa área é 
f dx 1P a 
poxo xo b 


(Figura 7.8.2). Se permitirmos b crescer de tal forma que b — +, então a parte da área acima 
de [1, b] irá começar a preencher a área sobre todo o intervalo [1, +) (Figura 7.8.3); logo, 
podemos definir razoavelmente a área A sob y = 1/x? sobre o intervalo [1, +%) como sendo 


Figura 7.8.1 


te dx : b dx ] 1 
A= = = lim — = lim (1--)=1 (1) 
1 x boto), X? boto b 
Assim, a área tem um valor finito de 1, e não é infinita, como havíamos conjecturado ini- 


cialmente. 


Figura 7.8.2 


Figura 7.8.3 


Tomando a discussão anterior como guia, vamos fazer a definição a seguir (que é apli- 
cável a funções com valores tanto positivos quanto negativos). 


Se f for uma função não negativa no 
intervalo [a, +ºº), então interpreta- 
mos a integral imprópria da Definição 
7.8.1 como a área sob o gráfico de f 
acima do intervalo [a, +). Se a in- 
tegral convergir, então a área é finita 
e igual ao valor da integral; se diver- 
gir, consideramos a área como sendo 
infinita. 


Figura 7.8.4 
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7.8.1 DEFINIÇÃO A integral imprópria de f no intervalo [a, +) é definida por 


+œ 


b 
PEOC = Jim f HONN 
b> +00 a 


a 


No caso em que o limite existe, dizemos que a integral imprópria converge, e o limite é 
definido como sendo o valor da integral. Caso ele não exista, dizemos que a integral im- 
própria diverge, e não é atribuído qualquer valor. 


> Exemplo 1 Calcule 


tedy te dx 
(a) | = J = 
1 xX 1 xX 


Solução (a) Seguindo a definição, substituímos o limite superior infinito por um limite 
finito b e, então, tomamos o limite da integral resultante. Isso fornece 


te dx Hds o a IÉ La 1 
— = lim — = lim E = lim ee E 
1% bote) x? bote) 2x2], >+» \2 2b 2 


Como o limite é finito, a integral converge e seu valor é 1/2. 


Solução (b) 


+» d bd 
/ O = lim | Z= lim [nx]? = lim Inb =+% 
LX  b>+ojy x bos b5>+ 


Nesse caso, a integral diverge e, portanto, não tem valor algum. « 


Como as funções 1/xº, 1/x2 e 1/x são não negativas no intervalo [1, +); temos, a 
partir de (1) e do último exemplo, que sobre esse intervalo a a área sob y = 1/xº é L, que 
a área sob y =1/x? é 1 e que a área sob y = 1/x é infinita. Porém, superficialmente, os 
gráficos das três funções são muito parecidos (Figura 7.8.4), e não há nada que sugira por 
que uma das áreas seja infinita e as outras duas, finitas. Uma explicação é que 1/x° e 1/x? 
tendem a zero mais rapidamente do que 1/x quando x —>+%, de tal forma que a área no 
intervalo [1, b] acumula menos rapidamente sob as curvas y = 1/xº e y = 1/xº do que sob 
y = 1/x quando b —> +%, e a diferença é suficiente para que as duas primeiras áreas sejam 
finitas e a terceira, infinita. 


—+oo 
> Exemplo 2 Com quais valores de p a integral L F converge? 
1 x 


Solução Sabemos, do exemplo anterior, que a integral diverge se p = 1; portanto, supomos 
que p 1. Nesse caso, temos 


+e dx b xi 7º bl-p 1 
/ — = lim x ?dx= lim = lim RE 
1 xP b>+% Jı b>+» l| — p 1 b—>+o% | 1 p 1 p 


Se p > 1, então o expoente 1 — p é negativo e b!™P —> 0 quando b > +; se p < 1, então o 
expoente 1 — p é positivo e b!™P —> +% quando b —>+%. Assim, a integral converge se p > 1 
e diverge em caso contrário. No caso convergente, o valor da integral é 


z2 0 1 1 ( Da 
= = > 
1 x? l-p p-—1 p 
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| A área líquida com sinal entre 
| O gráfico e o intervalo [0, +) 
| é zero. 


Figura 7.8.5 


Se f for não negativa no intervalo 
(—00, +00), então interpretamos a 
integral imprópria 


+% 
fl) dx 

como a área sob o gráfico de f acima 

do intervalo (—%, +90). A área é fini- 

ta e igual ao valor da integral se esta 

convergir, e infinita se ela divergir. 


Embora seja costume escolher c = 0 
em (3), essa escolha não é relevante, 
já que pode ser provado que nem a 
convergência nem o valor da integral 
são afetados pela escolha de c. 


O seguinte teorema resume esse resultado. 


7.8.2 TEOREMA 


se p>1 


p-—1 
diverge se p<l 


+œ 
> Exemplo 3 Caleute f (d — x)e™ dx. 
0 


Solução Inicialmente, calculamos a integral indefinida usando integração por partes. To- 
mando u = 1 — xedv=e* dx, obtemos 


fo — x)e “dx=-e * (1 — x)— I e™ dx =—e™ +xe “+e ~“ +C = xe +C 
Assim, 


+% b b b 
Í Q=- xe dx= lim | (1—-x)e™ dx= lim [xe] E im 
i b> +» Jo b> +o 0  b>+o eP 


O limite é uma forma indeterminada do tipo %/%; portanto, vamos aplicar a Regra de 
L Hôpital, derivando o numerador e o denominador em relação a b. Isso fornece 


+% 1 
| (1-x)e “dx = lim 5=0 
0 b>+0 e 


Podemos interpretar isso como significando que a área líquida com sinal entre o gráfico de 
y = (1 — x) e™ eo intervalo [0, +2) é O (Figura 7.8.5). < 


7.8.3 DEFINIÇÃO A integral imprópria de f no intervalo (— œ, b] é definida por 


b b 
f(x) dx = dim | f(x) dx 


Dizemos que a integral converge se o limite existir e diverge caso contrário. 


A integral imprópria de f no intervalo (— 00, +%) é definida por 


+o c +o 


TEDi = f(x)dx + fl) dx (3) 


—o c 


onde c é um número real qualquer. Dizemos que a integral imprópria converge se ambas 
as parcelas convergirem e diverge se alguma delas divergir. 


RES te dx 
> Exemplo 4 Calcule —. 
a Ta? 


Solução Vamos calcular a integral escolhendo c = 0 em (3). Com esse valor para c, obtemos 


te dx i é dx , b , x 
= lim — = lim [arc tg x| = lim (arctg b) = — 

o l+x? b>+ejJọ 1+x2 b>+o 0 b>+o 2 
T 

2 


° dx . 0 dx 0 . 
= lim = lim [arc tg x| = lim (—arc tg a) = 
m 1 | x2 a>—o Ja 1 | x2 as —o a as —o 
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Assim, a integral converge e seu valor é 


Figura 7.8.6 


Ay 


“a dx f dx +f dx TA 
= =— = =N 
e l+x? e l +x? o l+x 2 2 


Uma vez que o integrando é não negativo no intervalo (—%, +%), a integral representa a área 
da região mostrada na Figura 7.8.6. < 


E INTEGRAIS CUJOS INTEGRANDOS TÊM DESCONTINUIDADES INFINITAS 

A seguir, vamos considerar integrais impróprias cujos integrandos têm descontinuidades infi- 
nitas. Vamos começar com o caso em que o intervalo de integração é um intervalo finito [a, b] 
e a descontinuidade infinita ocorre na extemidade direita. 

Para motivar uma definição apropriada para tal integral, vamos considerar o caso 
em que f é não negativa em [a, b]; dessa forma, podemos interpretar a integral imprópria 
f f(x)dx como a área da região na Figura 7.8.7a. O problema de encontrar a área dessa re- 
gião é complicado pelo fato de que ela se estende indefinidamente na direção positiva de y. 
Porém, em vez de tentar encontrar a área toda de uma só vez, podemos proceder indiretamen- 
te, calculando a parte dela acima do intervalo [a, k], onde a < k < b, e então fazendo k tender a 


(a) 


Š b para completar a área toda da região (Figura 7.8.7b). Motivados por essa ideia, elaboramos 
a definição a seguir. 
7.8.4 DEFINIÇÃO Seffor contínua no intervalo [a, b], exceto por uma descontinuidade 
infinita em b, então a integral imprópria de f no intervalo [a, b] é definida por 
b k 
Í f(x) dx = lim jl f(x)dx (4) 
a fe dh 
X Caso o limite indicado exista, dizemos que a integral imprópria converge, e o limite é 


Figura 7.8.7 


Figura 7.8.8 


(b) 


definido como sendo o valor da integral. Caso o limite não exista, dizemos que a integral 
imprópria diverge, e não é atribuído qualquer valor. 


1 dx 
o vI=x 


> Exemplo 5 Calcule 


Solução A integral é imprópria, pois o integrando tende a +% quando x tende para o limite 
superior 1 pela esquerda (Figura 7.8.8). A partir de (4), 
! dx . k dx . 
—— = lim 
o V1—x k>17 Jo VI—x k>1- 
= lim |-2VT=k+2|=2 « 


k> 1- 


As integrais impróprias com uma descontinuidade infinita na extremidade esquerda ou 
dentro do intervalo de integração são definidas como segue. 
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yx 


b 
fœ) dx é imprópria 


a 


Figura 7.8.9 


Figura 7.8.10 


7.8.5 DEFINIÇÃO Se ffor contínua no intervalo [a, b], exceto por uma descontinuidade 
infinita em a, então a integral imprópria de f no intervalo [a, b] é definida por 


b b 
/ tod = Jim l f(x) dx 
a >a* Jk 


Dizemos que a integral converge se o limite existir e diverge caso contrário. 


Se f for contínua no intervalo [a, b], exceto por uma descontinuidade infinita em um ponto 
c em (a, b), então a integral imprópria de f no intervalo [a, b] é definida por 


b c b 
o [ fed + | f(x)dx (6) 


em que duas integrais do lado direito são impróprias. Dizemos que a integral imprópria do 
lado esquerdo converge se ambas as integrais da direita convergirem e diverge se alguma 
delas divergir (Figura 7.8.9). 


> Exemplo 6 Calcule 


2 dx b 4 dx 
of o [Sa 


Solução (a) A integral é imprópria porque o integrando tende a —o quando x tende ao li- 
mite inferior 1 pela direita (Figura 7.8.10). A partir da Definição 7.8.5, obtemos 


2 dx . 2 dx R 2 
= lim = lim | In |1 x] 
pv I-x k>ltjy l—x k>lt k 


= lim [-ln|—1|+1n|1—k|]= lim 1n|1 — k| = —o 
k— 1+ k> + 


Assim, a integral diverge. 


Solução (b) A integral é imprópria porque o integrando tende a +% no ponto x = 2, que 
está dentro do intervalo de integração. A partir da Definição 7.8.5, obtemos 


4 dx E dx 3 dx 
GPB) ah -D7 


e precisamos investigar a convergência de ambas as integrais impróprias do lado direito. 
Temos 


2 dx . k dx l = m 
J zoa 7 lim I =. = lim E 2) 3(1-2) | -3 

1 XD sr) (xD 457 

4 dx = É dx = Ü 34 — D! —3(k -21⁄3 33/72 
cad) copas | 8 ag — 28] = 


Assim, a partir de (7), 


4 dx 3 
—— =34+3V2 4 
J (x — 2)2/3 P 


ADVERTÊNCIA 


y= 


Figura 7.8.11 
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Às vezes, é tentador aplicar o Teorema Fundamental do Cálculo diretamente a uma integral imprópria, sem to- 
mar os limites apropriados. Para ilustrar o que pode acontecer de errado com esse procedimento, suponha que 
ignoremos o fato de que a integral 


É dx 
l 8) 
o (x— 1? 
é imprópria e a calculemos incorretamente como 
1 2 
| ==]=()==2 
x—1lo 


Esse resultado é evidentemente incorreto, pois o integrando nunca é negativo e, por consequência, a integral 
não poderia ser negativa! Para calcular (8) corretamente, deveríamos primeiro escrever 


4 dx f dx f dx 
o œ&-1} J @-1} J @œ@-1}? 


e, então, tratar cada parcela como uma integral imprópria. Na primeira parcela, vemos que 


! dx l t dx l 1 
——— = lim = lim 1| = +% 
o @=1} od @= 1) r k—1 


de modo que (8) diverge. 


E COMPRIMENTO DE ARCO E ÁREA DE SUPERFÍCIE USANDO INTEGRAIS 
IMPRÓPRIAS 

Nas Definições 6.4.2 e 6.5.2 para o comprimento de arco e a área de superfície, exigiu-se que 
a função f fosse lisa (derivada primeira contínua) para garantir a integrabilidade na fórmula 
resultante. Porém, essa exigência é muito restritiva, uma vez que algumas das fórmulas mais 
básicas em Geometria envolvem funções que não são lisas, mas que levam a integrais impró- 
prias convergentes. Assim, vamos ampliar a definição de comprimento de arco e de área de 
superfície para permitir funções que não sejam lisas, mas para as quais a integral resultante 
na fórmula convirja. 


> Exemplo 7 Deduza a fórmula para a circunferência de um círculo de raio r. 


Solução Por conveniência, vamos supor que o círculo esteja centrado na origem; nesse 
caso, sua equação será x? + y? = r?°. Encontraremos o comprimento de arco da parte do cír- 
culo que está no primeiro quadrante e, então, vamos multiplicá-lo por 4 para obter a circun- 
ferência total (Figura 7.8.11). 

Como a equação do semicírculo superior é y = yr? — x?, temos, a partir da Fórmula 
(4) da Seção 6.4, que a circunferência C é 


; r Ms E 
c=s[ VIFO f fi (gA) e 


= 4r 


4 dx 
o jrr 


Essa integral é imprópria por causa da descontinuidade infinita em x = r, de modo que a 
calculamos escrevendo 


= 4r Jim [> 
vVré — x 
— 4r lim [are sen (- JJ o (77) da Tabela 
ky r e Integrais das Capas 
= 4r lim |arc senį — | — arc sen 0 
k> rm 


= 4rlarc sen 1 — arc sen 0] = 4r E — 0) =2nr 4 


= 


g 
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VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.8 (Ver página 557 para respostas.) 


1. Em cada parte, determine se a integral é imprópria e, caso po- 
sitivo, dê a razão disso. Não calcule as integrais. 


3m/4 x 

(a) cotg x dx (b) f cotg x dx 
x/4 

+% 1 

d d 

(d) f =” 


n/4 
+% 1 
c) —— dx 
( Í x? +1 
2. Expresse cada integral imprópria do Exercício 1 em termos de 
um ou mais limites apropriados. Não calcule os limites. 


EXERCÍCIOS 7.8 [F Recurso Gráfico [E] CAS 


3. A integral imprópria 


+% 
f x? dx 
1 


converge a desde que 


4. Calcule as integrais que convirjam. 


+0 +0 
(a) f e“ dx (b) 1 e“ dx 
0 0 


q LI 
(c) À g” (d) f a 


1. Em cada parte, determine se a integral é imprópria e, se for, 


explique por quê. 
5 5 
dx dx 
(a) f (b) | 
1 X— 3 1 *¥ + 3 
+ dx 


+o 
(d) J e“dx (e) 3 
1 


—o x—1 


1 
(c) | lnx dx 
0 
n/4 
(£) f tgxdx 
0 


2. Em cada parte, determine todos os valores de p com os quais a 


integral é imprópria. 
1 2 1 
d d 
(a) | = ©) Í - ©) f e dx 
o XP 1 X=p 0 


3-32 Calcule as integrais que convirjam. E 
+o +o = 
3. / e dx 4. f —— dx 
0 =i 1 + x? 
+o 2 Jor 
5. f > dx 6. f xe“ dx 
3 gl 0 


+o 1 
e oia 
e xix 


0 3 
9. | a 10. f dx 
—% (2x E 1º —oo x2+9 
0 0 xd 
11. J e™ dx 12. I Eer 
= a 3— 2e" 
+% +» z 
13. | x dx 14. f —— dx 
es -» yx’ +2 
+o +% =í 
15. / E 16. f < dt 
o (x2? +3) æ le” 
4 8 
17. { o 18. | A 
o (x—4) o x 
x/2 4 dx 
19. Í tg x dx 20. — 
0 o V4—x 
1 xdx 


21 22. 


f dx 
0 V1-x? 


x/2 sen x m/4 sec? x 
23, f —— dx a. f dx 
z/3 ~/1—2cosx o 1-tgx 
3 2 
as. f 2x ». f a 
0 x—2 =2 x? 
8 1 
d 
27. I x! dx 28. f a 
- o (x— 123 


+e q Ei dx 
29. f — dx 30. Í — 
o x 1 xyx?—1 
1 dx T dx 
31. I —— 32. f —— 
o vx(x+1) o vx(x+1) 


33-36 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. W 


—+oo 
33. ) x74 converge a 3. 
1 


34. Se f for contínua em [a, +%) e limy,» f(x) = 1, então 
fi” f(x) dx converge. 


2 
1 
35. f ——— dx é uma integral imprópria. 
ı xŒ —3) 


14 
3. f = dx =0 
1X 


37-40 Faça a substituição u e calcule a integral definida resultante. EB 


+o N 
37. Í -n dx; u= x [Nota: u —> +% quando x — +00] 
o NX 


TR dx 
38. f —— ~; u= x [Nota:u —> +% quando x — +%] 
2 vx(x+4) 


+o q 
39. f dx, u = 1— e™ 
o vVl-e+* 


[Nota: u — 1 quando x — +90] 


+% —x 
40. | £ dx; u=e* 
0 


= e 


o 


[€] 41-42 Expresse a integral imprópria como um limite e, então, cal- 
cule esse limite com um CAS. Confirme sua resposta calculando 
diretamente as integrais com um CAS. HH 


+% 
42. f xe * dx 
0 


+0 
41. I e “cosxdx 
0 


c|43. 


Em cada item, tente calcular exatamente a integral com um 


CAS. Se sua resposta não for numericamente simples, en- 
tão use o CAS para encontrar uma aproximação numérica da 
integral. 


id 1 
(a) a xL FE 1 dx (b) Í Ja dx 


+0 -o0 
(e) / TE dr (a) f 
1 


Em cada item, confirme o resultado com um CAS. 
+” senx T O ai 

a —— dx =,]— (b =* dx = s/n 

(a) Í E x =. 7 (b) z e x=7 


= 
E: 12 


[0] 4a. 


45. Encontre o comprimento de arco da curva y = (4 — x)? 


acima do intervalo [0, 8]. 


46. Encontre o comprimento de arco da curva y = v4 — x? acima 
do intervalo [0, 2]. 


47-48 Use a Regra de L'Hôpital para ajudar a calcular a integral 
imprópria. E 


E T a X 
47. | lIn x dx 48. ls 
0 
49. Encontre a área da região entre o eixo x e a curva y = e ** com 
x>0. 


50. Encontre a área da região entre o eixo x e a curva y = 8/(º — 4) 
com x> 4. 


51. Suponha que a região entre o eixo x e a curva y = e * com 
x > 0 gire em torno do eixo x. 
(a) Encontre o volume do sólido que é gerado. 
(b) Encontre a área da superfície do sólido. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


52. Suponha que fe g sejam funções contínuas e que 


O <f < ga) 


se x > a. Dê um argumento informal razoável, usando 
áreas, para explicar por que os seguintes resultados são ver- 
dadeiros. 


(a) Se ff 
(b) Se f,” 8 
SI Fœ) dx < (gw) dx. 


[Nota: Os resultados neste exercício são, às vezes, chama- 
dos de testes de comparação para integrais impróprias.) 


f(x) dx diverge, então de (x) dx diverge. 


(x) dx converge, então e f(x)dx converge e 
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53-56 Use os resultados do Exercício 52. E 


53. (a) Confirme gráfica e algebricamente que 


(x > 1) 


(b) Calcule a integral 


+o 
Í e™ dx 
1 


(c) O que o resultado obtido em (b) diz sobre a integral 


te 
Í e“ dx? 
1 


(a) Confirme gráfica e algebricamente que 


F54. 
1 er 


< 
2x+1 `~ 2x+1 


(x >0) 


(b) Calcule a integral 
| te dx 
0 2x + 1 


(c) O que o resultado obtido em (b) diz sobre a integral 


+% x 
/ É dy? 
0 2x + ji 


55. Seja R a região à direita de x = 1 que é limitada pelo eixo x 
e pela curva y = 1/x. Quando essa região gira em torno do 
eixo x, ela gera um sólido cuja superfície é conhecida como 
corneta de Gabriel (por razões que devem ficar claras na 
figura abaixo). Mostre que o sólido tem um volume finito, 
mas que sua superfície tem uma área infinita. [Nota: Foi 
sugerido que se alguém pudesse saturar o interior do sólido 
com tinta e permitir que permeasse para a superfície, então 
poderíamos pintar uma superfície infinita com uma quanti- 
dade finita de tinta! O que você acha?] 


Figura Ex-55 


56. Em cada parte, use o Exercício 52 para determinar se a integral 
converge ou diverge. Se convergir, então use a parte (b) daque- 
le exercício para encontrar uma cota superior para o valor da 


integral. 
+% 3 +% 
1 
(a) | M dx (b) f E dx 
2 xX 2 x +1 


TS xe” 
d 
(e) f 2x+1 ii 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


57. Esboce a região cuja área é 


NR dx 
o 1+xº 


e use seu esboço para mostrar que 


58. (a) Dê um argumento informal razoável, baseado em 
áreas, que explique por que as integrais 


+% +00 
| senxdx e À cos x dx 
0 0 


divergem. 


+0 
(b) Mostre que f 
0 


59. Em teoria eletromagnética, o potencial magnético em um pon- 
to no eixo de uma bobina circular é dado por 
27NIr f Es dx 
Us 
k A (r2 + x2)3/2 


onde N, 2, r, ke a são constantes. Encontre u. 


[0]60. A velocidade média v das moléculas de um gás ideal é dada por 


3/2 po 
ü= *. M f vie MY /CRT Jy 
va \2RT 0 


e a raiz média quadrada da velocidade Vims, por 


3/2 co 
os a. M A vte MICRO) Jy 
ms /m A2RT 0 


onde v é a velocidade da molécula, T é a temperatura do gás, M 
é o peso molecular do gás e R é a constante do gás. 
(a) Use um CAS para mostrar que 


pe 2,2 1 
xe dx = zA: 
o 2a 


e esse resultado para mostrar que v = /8RT/(mM). 
(b) Use um CAS para mostrar que 


NE: -åri Jr 3/7 
0 


e esse resultado para mostrar que vms = V3RT/M. 


61-62 Um medicamento pode ser ministrado a um paciente de vá- 
rias maneiras. Dado um método particular, seja c(t) a concentração 
(medida em mg/L) de medicamento na corrente sanguínea de um 
paciente t horas depois de aplicada a dose. A área abaixo da curva 
c = c(t) e acima do intervalo [0, +) indica a “disponibilidade” do 
medicamento para o corpo do paciente. Em cada exercício, determi- 
ne qual método oferece maior disponibilidade no intervalo dado. E 


61. Método 1: ci(t) = 5(e *! — e) 
Método 2: c(t) = 4(e 0%! — 35 


62. Método 1: ci(t) = 6(€ 24! — e 135) 
Método 2: c(t) = 5(e 24! — e!) 


63. No Exercício 25 da Seção 6.6, determinamos o trabalho neces- 
sário para levar um satélite de 6.000 libras para uma posição 
orbital que está 1.000 milhas acima da superfície da Terra. As 
ideias discutidas naquele exercício serão necessárias aqui. 

(a) Encontre uma integral definida que represente o trabalho 
necessário para levar um satélite de 6.000 libras para uma 
posição b milhas acima da superfície da Terra. 

(b) Encontre uma integral definida que represente o trabalho 
necessário para levar um satélite de 6.000 libras para uma 
distância “infinita” acima da superfície da Terra. Calcule a 
integral. [Nota: O resultado obtido aqui é, às vezes, chamado 
de trabalho necessário para “escapar” da gravidade da Terra.] 


64-65 Uma transformada é uma fórmula que converte ou “trans- 
forma” uma função em outra. As transformadas são usadas em apli- 
cações para converter um problema difícil em um mais fácil, cuja 
solução pode ser usada para resolver o problema original difícil. A 
transformada de Laplace de uma função f(t), que desempenha um 
papel importante no estudo das equações diferenciais, é denotada 
por $4 f(t)} e definida por 


+o 
HO = f e "fdt 


Nessa fórmula, s é tratada como uma constante no processo de inte- 
gração; assim, a transformada de Laplace tem o efeito de transfor- 
mar f (f) em uma função de s. Use essa fórmula nestes exercícios. E 


64. Mostre que 


(a) em=+, s>0 (b) Bl = s>2 


(c) Lfsent) = 5 
s 


,s>0 


(d) {cost} = > 0. 


s 
rr 
s? +1 
65. Em cada parte, encontre a transformada de Laplace. 

(a) HD)=t,s>0 w HO)=2,5>0 
t3 


© ro=f? ~ ani 


66. Mais adiante no livro, no Volume 2, mostraremos que 


+o 
—x E | 
Í e” dx = 547 


Confirme que isso é razoável usando um CAS ou uma calcula- 
dora com capacidade de integração numérica. 


67. Use o resultado do Exercício 66 para mostrar que 


+o 
(a) e dx = a a>0 
a a 


O + l Cb EET 
e x = O aU 
210 J—o i 


68-69 Uma integral imprópria convergente em um intervalo infi- 
nito pode ser aproximada, primeiro, substituindo-se o(s) limite(s) 
infinito(s) de integração por limite(s) finito(s) e, então, usando uma 
técnica de integração numérica, como a regra de Simpson, para 
aproximar a integral com limite(s) finito(s). Essa técnica está ilus- 
trada nestes exercícios. E 


68. Suponha que a integral no Exercício 66 foi aproximada escre- 


vendo-a primeiro como 


+ ' K E +o 
f e™ dx= [ e dx+ f e“ dx 
0 0 K 


e, então, abandonando o segundo termo e aplicando a regra de 
Simpson à integral 
K 
a? 
Í e™ dx 
0 


A aproximação resultante tem duas fontes de erro: o erro da 
regra de Simpson e o erro 


+02, 
E =f e dx 
K 


que resulta de descartar o segundo termo. Chamanos E de erro 

de truncamento. 

(a) Aproxime a integral no Exercício 66 aplicando a regra de 
Simpson, com n = 10 subdivisões à integral 


3 2 
Í e“ dx 
0 


Arredonde sua resposta para quatro casas decimais e com- 


70. 


71. 


72. 
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(b) Use o resultado obtido no Exercício 52 e o fato de que 
1/Gé + 1) < 1/xº se x > 4 para mostrar que o erro de trun- 
camento na aproximação em (a) satisfaz 0 < E < 2 x 1074. 


+% 
Com quais valores de p a integral Í e”* dx converge? 
0 


1 
Mostre que f dx/x? converge se p < 1 e diverge se p > 1. 
0 


É possível, às vezes, converter uma integral imprópria em uma 
integral “própria” com o mesmo valor, através de uma substi- 
tuição apropriada. Calcule a integral a seguir, fazendo a subs- 
tituição indicada, e investigue o que acontece se calcularmos a 
integral diretamente usando um CAS. 


1 
Í T d: u=v1lI-—x 


73-74 Transforme a integral imprópria dada em uma integral pró- 
pria fazendo a substituição u dada e, então, aproxime a integral pró- 
pria pela regra de Simpson com n = 10 subdivisões. Arredonde sua 
resposta para três casas decimais. E 


1 


cos x 
pare a INT arredondado para quatro casas decimais. 73. A Sx dx; u =x 
(b) Use o resultado obtido no Exercício 52 e o fato de que 
e” < ixe” X sex>3 para mostrar que o erro de trunca- L seny 
ã i -5 74. dx; u=vl-—x 
mento na aproximação de (a) satisfaz 0 < E < 2,1 x 10™. JIa 
69. (a) Pode-se mostrar que pEr E A A 
3 75. Texto O que é “impróprio” a respeito de uma integral sobre 
Í 1 Jra x um intervalo infinito? Explique por que a Definição 5.5.1 de 
o xó+1 3 E f(x) dx falha com ba f(x)dx. Discuta uma estratégia 
Aproxime essa integral aplicando a regra de Simpson, com para associar um valor a L f(x) dx. 
n = 20 subdivisões à integral 76. Texto O que é “impróprio” a respeito de uma integral sobre 


um intervalo no qual o integrando tem uma descontinuidade 
infinita? Explique por que a Definição 5.5.1 de Ji f(x)dx fa- 


E 
=—— dx 
0 x6 +1 


Arredonde sua resposta para três casas decimais e compa- 
re-a com 7/3 arredondado para três casas decimais. 


lha se o gráfico de f tiver uma assíntota vertical em x = a. Dis- 
"i . b 

cuta uma estratégia para associar um valor a J: f(x)dx nessa 

circunstância. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 7.8 


1. (a) própria (b) imprópria, pois cotg x tem uma descontinuidade infinita em x = 77 (c) imprópria, porque o intervalo de integração é in- 
finito (d) imprópria, porque o intervalo de integração é infinito e o integrando tem uma descontinuidade infinita em x = 1 
b b 2 b 


cotgxdx (c) lim 1” (d) lim a_j% t lim 
b— +o 0 X a—>lt a b— +% 2 


2. (b) lim dx 


b>m Jal4 x2— 1 


1 
3. ZIT p>1 4. (a) 1 (b) diverge (c) diverge (d) 3 
p= 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 7 


1-6 Calcule a integral com a ajuda de uma substituição u apro- 7. (a) Calcule a integral 


priada. E 


1 
—— dx 
1. | Vax 2 f dx a 


de três maneiras: usando a substituição u = «/x, usando a 
substituição u = «/2 — x e completando o quadrado. 
(b) Mostre que as respostas de (a) são equivalentes. 


Sec TX 


3. [ ves sen x dx 


S: [rea sec? (x?) dx 6. 
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8. Calcule a integral dx usando 


Lo od 
f vx? +1 
(a) integração por partes. 
(b) a substituição u = vx? + 1. 


9-12 Use integração por partes para calcular a integral. E 


9. l xe “dx 


11. fro +3)dx 


10. f> sen 2x dx 


1/2 
12. f arc tg (2x) dx 
0 


13. Calcule /8x! cos 2x dx usando integração por partes tabulada. 


14. Uma partícula move-se ao longo do eixo x com função velo- 
cidade v(t) = ?e”!. Qual é a distância percorrida por ela do 
instante t = 0 até o instante t = 5? 


15-20 Calcule a integral. E 


15. f sen? 50 do 16. / sen? 2x cos” 2x dx 


17. f sen x cos 2x dx 18. f sen 2x cos 4x dx 
0 


19. f sent 2x dx 20. fa cosi (x?) dx 


21-26 Calcule a integral efetuando uma substituição trigonométri- 
ca apropriada. E 


2 
x dx 
21. |- — 
v9 — x? x? 4/16 — x? 
2 
x 
24. |= 
~y x2? — 25 
(T+ 4x 
26. [ax 
x 


dx 
23. —— 
J Vx2—1 


x 
25. [5 
V9 +x? 


27-32 Calcule a integral usando o método das frações parciais. E 


7. [5a 8 [87 
x2+3x —4 x2+8x+7 


242 — 16 
w. [Ear a A 
x+2 (= D)e = 3)? 
x? dx 
31. | ——— d 32. 
mê Jon 
33. Considere a integral f dx. 
x —x 


(a) Calcule a integral usando a substituição x = sec 0. Com 
quais valores de x sua resposta é válida? 

(b) Calcule a integral usando a substituição x = sen 0. Com 
quais valores de x sua resposta é válida? 

(c) Calcule a integral usando o método das frações parciais. 
Com quais valores de x sua resposta é válida? 


34. Encontre a área da região delimitada pelas curvas y = (x — 3)/ 
(+), y= O,x=1ex=2. 


35-40 Calcule a integral usando a Tabela de Integrais. EB 


35. f sen 7x cos 9x dx 


37. fv — x? dx 


36. fo — xe dx 


dx 
38. — > 
/ xv4x +3 


40. I y 

2+x? 
41-42 Aproxime a integral usando (a) a aproximação pelo ponto 
médio Mio. (b) a aproximação trapezoidal Tio e (c) a aproximação 
S29 pela regra de Simpson. Em cada caso, encontre o valor exato da 
integral e aproxime o erro absoluto. Expresse sua resposta com pelo 


menos quatro casas decimais. E 
1 = f 
dx 42. | —— dx 
Vx+1 114% 


43-44 Use as desigualdades (12), (13) e (14) da Seção 7.7 para en- 
contrar cotas superiores para os erros nas partes (a), (b) e (c) dos 
exercícios indicados. EB 


39. I tg? 2x dx 


43. Exercício 41. 44. Exercício 42. 


45-46 Use as desigualdades (12), (13) e (14) da Seção 7.7 para en- 
contrar um número n de subintervalos para (a) a aproximação pelo 
ponto médio M,, (b) a aproximação trapezoidal T, e (c) a aproxima- 
ção S, pela regra de Simpson para garantir que o erro absoluto seja 


menor do que 104. E 
45. Exercício 41 46. Exercício 42 


47-50 Calcule a integral se for convergente. E 


+% a d 
47. | e“ dx 48. f E 
0 -o X? +4 


? dx | 
50. dx 
V9— x f 2x- 1 


51. Encontre a área da região que é delimitada pelo eixo x e a curva 
y= (Inx — 1)/x comx > e. 


49. 


52. Encontre o volume do sólido que é gerado quando a região 
entre a curva y = e “com x > 0 e o eixo x gira em torno do 
eixo y. 


53. Encontre um valor positivo de a que satisfaça a equação 


+% 1 
/ di 
o x2+a? 


54. Considere os seguintes métodos de calcular integrais: substi- 
tuição u, integração por partes, frações parciais, fórmulas de 
redução e substituições trigonométricas. Em cada parte, dê a 
abordagem que você tentaria em primeiro lugar para calcular 
a integral. Se nenhuma delas parecer apropriada, aponte isso. 
Não é preciso calcular a integral. 


(a) f> sen x dx (b) foosx sen x dx 


(c) fixas (d) fis xsectxax 
3x? 3x? 

o faa” O fat 

(g) farcisvax (h) [vaca 

(1) fava ax 


55-74 Calcule a integral. E 


d 
55. J P 56. j: cos 3x dx 
(3 + x2)3/2 
x/4 7 cos 0 
57. tg 0 do 58. 5 do 
0 sen“ 0 — 6 sen 0 + 12 
+ Í 
59. Í sen? 2x cos? 2x dx 60. f ———— dx 
o (x—3)2 
1/2 
61. I e™ cos 3x dx 62. f (A — 2x?) dx 
-1/V2 


CAPÍTULO 7 ESTABELECENDO CONEXÕES [t] CAS 


1. Lembre, do Teorema 3.3.1 e da discussão que o precede, que, 
se f(x) > 0, então a função f é crescente e tem uma inversa. 
O propósito das partes (a), (b) e (c) deste problema é mostrar 
que, se essa condição estiver satisfeita e se f’ for contínua, en- 
tão a integral definida de f~! pode ser expressa em termos de 
uma integral definida de f. 
(a) Use a integração por partes para mostrar que 


b b 
f dee a f TOR 


(b) Use o resultado de (a) para mostrar que, se y = f(x), então 
b fb) 
| oaze- Hoa 


fla) 


(c) Mostre que, se fizermos q = f (a) e 8 = f (b), então o resul- 
tado de (b) poderá ser escrito como 


JE 


) 
f(x) dx 


B 
| Foder m-aro- f 
a fo) 
2. Em cada parte, use o resultado do Exercício 1 para obter a 
equação e confirme que ela está correta fazendo as integrações. 
1/2 


x/6 
(a) arc sen x dx = É arc sen (4) — i senx dx 
0 0 


e? 2 
(b) / Inx dx = (2e? — e) — f e“ dx 
e 1 


(9) 


63 


65 


67 


69. 


71 


73. 


74. 


Sh 
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dx 64 a dx 
“Te-Der+rDa-D Jo (4-9 


In2 


8 
Vx—4 
' f x dx 66. ves — idx 
4 xX 


0 


1 dx 
E dx 68. —— 
Ira lo a 
1/2 
f arc sen x dx 70. fis 4x sec! 4x dx 
0 
2 
l x+3 dx n f fo A 
Vx2+2x+2 tg? 8 — tg? 0 


a s 
=r ao GM: 
a @?+1? 


ii dx 
À as et> 


A função gama, T(x), é definida por 
+o 
ni) = I pie” dh 
0 


Pode-se mostrar que essa integral imprópria converge se, e so- 

mente se, x > 0. 

(a) Encontre F (1). 

(b) Prove: r(x + 1) = x T(x) com qualquer x > 0. [Sugestão: 
Use integração por partes.] 

(c) Use os resultados de (a) e (b) para encontrar T (2), (3) e 
T(4); depois, faça uma conjectura sobre I'(n) com valores 
inteiros positivos de n. 

(d) Mostre que T (3) = y7. [Sugestão: Ver Exercício 66, da 
Seção 7.8.] 

(e) Use os resultados obtidos em (b) e (d) para mostrar que 


rG) = irer ($) = im 


. Usando a função gama definida no Exercício 3, da Seção 7.8 


mostre que 
1 
(a) f nx)” dx=(-D)T(An+D, n>0 
0 
[Sugestão: Tome t = —In x.] 


ADA, il 
œ f en dx =r(=+ | w = 0), 
0 n 


[Sugestão: Tome t = x”. Use o resultado do Exercício 3 (b).] 


. Um pêndulo simples consiste em uma massa que oscila em 


um plano vertical no extremo de uma haste sem massa com 


560 


Cálculo 


comprimento L, conforme a Figura Ex-5. Suponha que um 
pêndulo simples seja deslocado de um ângulo 0 e solto a par- 
tir do repouso. Pode-se mostrar que, na ausência de atrito, o 
tempo T necessário para o pêndulo fazer uma oscilação com- 
pleta, chamado de período, é dado por 


8L Me 1 
IPE do (1) 
g Jo «/cos0 — cos 0o 


onde 0 = 6(t) é o ângulo que o pêndulo faz com a vertical no 
instante t. A integral imprópria em (1) é difícil de ser calcu- 
lada numericamente. Usando a substituição sugerida abaixo, 
pode-se mostrar que o período pode ser expresso como 


x/2, 
r=4/E 1 do (2) 
8 Jo 1-K sen? q 


onde k = sen(69/2). A integral em (2) é chamada de integral 
elíptica completa de primeira espécie e é mais facilmente cal- 
culada por métodos numéricos. 

(a) Obtenha (2) a partir de (1) substituindo 


cos = 1 — 2 sen? (0/2) 
cos @o = 1 — 2 sen? (00/2) 
k = sen(00/2) 


e, então, fazendo a mudança de variável 


- sen(0/2) _ sen(0/2) 
SUAE sen(09/2) k 


(b) Use (2) e a capacidade de integração numérica de seu 
CAS para encontrar o período de um pêndulo simples 
para o qual L = 1,5 pés,0=20º e g = 32 pés/s”. 


T Figura Ex-5 


EXPANDINDO O HORIZONTE DO CÁLCULO 


Para aprender como a integração numérica pode ser aplicada à análise de custo de um 
projeto de Engenharia, confira o módulo intitulado Planejamento de Estradas de 


Ferro em 


www.grupoa.com.br 


FÓRMULAS DE GEOMETRIA 


A = área, S = área da superfície lateral, V = volume, h = altura, B = área da base, r = raio, / = altura inclinada, C = circunferência, s = comprimento de arco 
Paralelogramo Triângulo Trapézio Círculo Setor 
pe a >] 
| 
|h 5 
| 
ol E 
1 1 2 A= 4r, s=r0 
A=bh A= >bh A=-(a+b)h A=nr,C=2nr 2 i 
2 2 (0 em radianos) 
Cilindro circular reto Cone circular reto Cilindro ou prisma com bases paralelas Esfera 
p | = e. — 
| | | 
| A: ii ; 
| ʻA d | 
V=7"2h,8=2nrh V=Larh,S= zrl V= Bh 
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A FÓRMULA 
QUADRÁTICA 


FÓRMULAS DE ÁLGEBRA 


A FÓRMULA BINOMIAL 


As soluções da equação quadrática 
ax? + bx + c = 0 são 


—b + yb? — 4ac 
x=> 1n 
2a 


n(n — D n-2 2  n(n-—l)(n-2) 1333 


| nyny | n— 

(x +y) x nx 1-2 TRE nxy y 
= — D(n —2 

(x y ny” nx”ly ne a ) n-2 2 n(n i ia ) "33 dE. nxy'o! + y” 


FUNÇÕES BÁSICAS 


TABELA DE INTEGRAIS 


ur 
HC 


1. fu du = 
n+1 


du 
5 [S&=mul+o 
u 


feau=e+c 


2 


fsenudu = -cosu +c 


k fosudu= senu +c 


A 


frsudu=miseeul+c 


. faresenudu = uaresenu + 1—u? 4 


10. 


11. ln udu = uln u — u + C 


cotg u du = ln |sen u| + C 


13 secu du = ln |sec u + tg u| + C 


= In |tg (4x + Zu) I+C 


| cossec u du = In |cossec u — cotg u| + C 


. J re cos udu = uare cosu - VI = 124 


É farctgudu=uaretgu- vTr? +C 


14. 
= Inltgjul +C 
EC 15. J arc otg udu = uane cotgu +m VTF + C 
LC 16. fare sec udu = uaresecu -mju + Va? 1] +C 


3 f are cossee u du = u are cossec u + In fu + Vi? — 1| +C 


RECÍPROCOS DE FUNÇÕES BÁSICAS 


1 1 
18. Jira eutsun 22. J TE = Ha Imisena cosu) +C 
1] + sen u 1 + cotg u 
1 1 
19. du = — cotg u + cossec u + C 23. J du = u + cotg u 3 cossec u + C 
LEcosu 1+ secu 
1 1 
20. f du = Zu In |cos u + sen u|) + C 24. / du = u — tgu + secu + C 
l+ttgu 1 + cossecu 
1 1 
21. / du =Inltgu|+C 25. f du = u — ln(1 + e")+ C 
sen u cosu le 


POTÊNCIAS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


26. fer uu = iu = 4 sen 2u +C 32. fon udu =-—cotgu — u + C 
Zi feostudu= ut }senzu+c 33. fsetudu=tsu+c 
28. frudu=tsu-u+o 34. J ossec? udu =- corgu +€ 
1 —1 1 
29; f udu = —— sen"! u cosu + dm f sen"? u du 35: fo! udu = — 1 cotg”™! u — foe udu 
n n n— 
1 —1 1 —2 
30. for u du = — cos”™! u sen u + m [cos u du 36. f sec” u du = 1 sec" u tg u + = I sec"? u du 
n n — n— 
1 —2 
31. fe udu = ET tg" u— pus u du 37. f cosse" udu = — 1 cossec”™? u cotg u + — f cossec”™? u du 
E: = E 
PRODUTOS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
38. [en mu sen nu du = sente o } senom =ti)u +C 40. [sen mu cosnu du = Cost Fiu  cosom= Ajy | 
2(m +n) 2(m — n) 2(m +n) 2(m — n) 
= m—l n+1 = 
39. f cosmu cosnu du = Ho t E FC 41. sen” u cos” u du = — HCO H | m= sen”? u cos” u du 
2(m +n) 2(m — n) m+n m+n 
sen” t! u cos”™! u pe 1 f sen” E 
m+n m+n 
PRODUTOS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS E EXPONENCIAIS 
au au 
42. he sen bu du = 2o (a sen bu — b cos bu) + C 43. fe cos bu du = DID (a cos bu + b sen bu) + C 
POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO FUNÇÕES BÁSICAS 
44. fusenuau = sen u — u cosu + C Si; fue du=e(u-D+C 
45. fucosuau = cosu + u senu + C 52. fu e“ du = u” e" -n f edu 
u”a" n 
46. fè senudu = 2usenu (2 — u?) cosu +C 53; freaz — — | u” !a"du+C 
Ina Ina 
Uu Uu Uu 
47. f? osudu = 2ucosu u? 2) senu + C 54. JE m e l J: du 
u” (n— 1)u”-! n-1 ur 
u u u 
48. fit senudu = ue cosu +n f ut! cosu du 55. f: du = g lna J: du 
u” (n—1)u”-! n—1 J u”! 
49. fe cos u du = u” sen u — n furo! sen u du 56. l t =Inllnul+C 
uln 
u”+! 
50. futmudu= [n+DInu-1]+C 
(n+ 12 
POLINÔMIOS MULTIPLICANDO FUNÇÕES BÁSICAS 
au l au 1 1 au 1 UA au x x 
57. froe du = — p(u)e zP (u)e™ 4 zP (u)e ..- [sinais alternados: + — + — --] 
a a a 
1 1 1 
58. (u) sen au du = —— p(u) cosau + — p' (u) sen au + — p” (u)cosau — --- [sinais alternados em pares depois do primeiro termo: + + — — ++ — — +] 
ii a a? a? 


1 1 1 
59. frw cosau du = — p(u) sen au + —s p'u) cosau — -z Du) senau —::- [sinais alternados em pares: + + — — ++ — —..] 
a a a 


FUNÇÕES RACIONAIS CONTENDO POTÊNCIAS DE a + bu NO DENOMINADOR 


u du 1 u du 1 a 1 
60. = b l Hb +C 64. = +C 
Io p! u= aln labil] f (atbu) b? Fr: | 
u? du OR du 1 u 
61. = + bu)? — 2a(a + bu) + a? In la 4 65. =-=] H 
n b3 E u) ala u) ta nja bu | fe [= a j a + bu G 
62 udu 1 a -In| bull+c 66 f du 1 , b, a + bu Lc 
. = t t f . = T n T 
(a+bu)} b? | a+ bu RA u? (a + bu) au a? u 
š u2 du A a? Suites] dês a f du 1 SE a i 
É (a+ bu)? — b3 g a + bu anla bul i ula +bu)}}  alļa+bu) a latbul. 
FUNÇÕES RACIONAIS CONTENDO a? + u? NO DENOMINADOR (a > 0) 
du 1 u du 1 u—a 
68. = t +C 70. = ji 
[5 a a [Es 24 re 
du 1 u+a bu+c b 2 2 c u 
69. = Ji +C Ti: du= =l t H t H 
E= Za usa Ja “ 3 ne E aa Re 


INTEGRAIS DE Va? + u?, y'a? — E vu? — a? E SUAS RECÍPROCAS (a > 0) 
u du 
vu? +a? du = Ha? 4 75. J 
z f a Va 
u a du 2. 2 
73, a a? du = 3 u? — a? In |u u? —a?|+C 76. [ms =Inju uº — a*| + C 
74. fve 2 du = 5 va 


= In(u u2+a)+C 


E” u? +a?)+C 


nS 


u 
= arc sen — + C 
a 


2 u2 + 


u 77 / du 
are Sen +C . VE 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO va? — u? OU SUA RECÍPROCA 


2 


2d 
78. feve u? du = qu ava? — u? 4 S arc sen = +C 81. E : = - a? — u? 4 S arc sen = FC 
a+va? -— u? 


82 f du 
E uya —u a 
di f ~a? — u? du a? — u? u P du a? — u? 
i u? a “S pecu au 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO yu? + a? OU SUAS RECÍPROCAS 


1 du u2 +a? 
uyu? +a? du = - (u 4 a?)?/2 C 90. f =T EC 
Í 3 u? y/u? +a? a2u 
1 4 
85 fi u? — a? du = z0 raae Eo 91. feve Ha? du = qu? Ha’) yu? +a? a In(u u? +a?) 
4 
PA f u _ La a+vul+a? É 92. [wvu2-aldu= q Ou? au — a? a In ju u2? — a?| 
2 2 a u 
Fa M r ERA num 
8. f e ; -|+C Ed 7 liae A 
Ê = — arc sec | 
uyu? —a? a a (Da E) 
94. f a 5 2 qu= nro In ju u? -a+C 
TERRE) d u u 
88. / Ea u? — a? a are sec| =| +c e u 1 EEEE a al T74 C 
u a 3 u= u +a n(u u? +a 
Jaa 7 2 2 
Vu? +a? du a + s/u? + a? E ne 2 
89. f = yu? +a? — aln +C 96. Í 4 du="V/2-2+ mu DRE 
u u Vu? — a? 2 2 
INTEGRAIS CONTENDO (a? + u?)32, (a? — u?)32, (u? — a? (a>0) 
du u u 3a? 
97. I auy T pJ A EC 100. fe +22 du = quê +50) Vu? + a? 3 In(u u? +a?) 
du u u 3a? 
98. f mrap E ama +C 101. fe — 2 du = ze — 5a?) yu? — a? 3 In ju u? = a?] 


99. fe- 2 du = -50 — 5a?) y a2 — u2 arc sen = FC 
a 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO Va + bu OU SUA RECÍPROCA 


2 [Eb 
102. [uva + bu du = z bu — 2a) (a 4 bu)?’ +C ! In a+bu- a FC (a>0) 
a sã f du | va |Varbu+va 
103. fu? a + budu = o (1Sb?u? — 12abu + 8a°)(a 4 bu)? +C Juvarõ 3 E 
mat 2 e Ci o PESE) 
u (a u) an n iz 
104. | u” V/a + budu = -1 Ja+ bud 
fu OTOMANS n3) ron | ERER 
2 PEST z 
105. u du = -4> (bu — 2a) aruit 109, du - a + bu b(2n — 3) du 
Varbu 3b u" s/a + bu a(n — Dur  2a(n—1) J u”! Va + bu 
u? du 2 /a + bu d d 
106. = L (bu? — 4abu + 80))Va + bu + C no. f dido RE rr f a 
Va+bu 15b? u PE ARS uya + bu 
107. [ du tva + bu 2an u"! du iy, [ Vetru (a+bu2  bRn-5) f VaFbudu 
Ja + bu b(Qn + 1) b(2n+1) J Va+ bu E u” ~ am=1)u"! 2a(n—1) un 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO v2au — u? OU SUA RECÍPROCA 


2 - 
112. f v2au u? du = “Vau u? 4 5 are sen( 2) ŁC 


du 
116. f Ro arc sen 


u—a 
)ro 
a 


Iu? 3a? 3 = 2 
113. fuvZau w du = O Aau- ae sen( 2) EC n. f di E am 
6 2 a uy 2au — u? au 


AF = y? = = 
ua. f dent di dm u? 4 asesen( 50) +c us. f — 2au — u? 4 aare sen ( SJ +c 
v2au — w? du 2n/2au — u? u—a f u° du (u + 3a) 24 j a a 
us. f 7 E arc sen( E ) HC 119. Ta A 7 2 u? + arc sen| — FC 
INTEGRAIS CONTENDO (2au — u?)3/2 
du u—a u du u 
120. = +C 121. = tC 
I (Cau —u2)3/2 a2? /2au — u? (Cau — u232 ayau — u? 
A FÓRMULA DE WALLIS 
7/2 n/2 PEA = n um número E E EE E n um número 
122. f sen” u du = f cos” u du = o Gu inteiro par e ou da fd inteiro ímpar e 
0 o 2.4.6 n n>2 3.5.7. -...n n>3 
y me 
LB Jon (1,8) REVISÃO DE TRIGONOMETRIA 
2º 2 E aa 
CEA ao 1) 5 . 
e 2" 2 IDENTIDADES DE PITAGORAS 


(cos 6, sen 6) 


x i 
> 


sen? 0 + cos? 0 = 1 


tg? 0 +1 = sec? 0 


1 + cotg? 8 = cossec? 0 


G1, 0) S E 
271(1,0) IDENTIDADES DE SINAL 
Bl 6J $,- 
( 2? 3) Iz G q ) sen(—89) = —sen 0 
i Lat 
TE po “2 cossec(—9) = —cossec 6 
E (0, -1) G.-5) 


IDENTIDADES COMPLEMENTARES 


sen( = -0) =cos0 cos (5 -0) = sen 0 sen(7 — 0) = sen O 
2 2 cossec(m — 0) = cossec 6 
sen(m + 0) = —sen 6 


cossec( = — o) = sec sec (5 — 8) = cossec 0 cotg( Z — 8) =tgô 
2 2 2 cossec(7 + 0) = —cossec 6 


FÓRMULAS DE ADIÇÃO 


cos(—0) = cos 0 


sec(—0) = sec O 


IDENTIDADES SUPLEMENTARES 


cos(x — 0) = —cos 0 
sec(m — 0) = —sec O 
cos(x + 0) = —cos 0 
sec(x + 0) = —sec 0 


te(—0) = —tg 0 
cotg(—0) = —cotg 0 


tg(x — 0) = —tg 0 
cotg(x — 0) = —cotg O 
tg(r + 0) =tg 0 
cotg(z + 0) = cotg O 


2 1 +cosa 


sen(a + £) = sena cos f + cosa sen 8 tac tga+rtg B cos(a + £) = cosa cos f — sena sen 8 
a =" — 
sen(a — 8) = sena cos f — cosa sen f E 1 — tg a tg £ cos(a — B) = cos a cos B + sena sen É 
FÓRMULAS DO ÂNGULO DUPLO FÓRMULAS DO ÂNGULO METADE 
sen 2g = 2 sena cosa cos 2g = 2 cos? a — 1 54 1] — cosa 
sen“ — = ——— cos” — = 
cos 2a = cos? œ — sen? à cos2a=1-—-2sera 2 2 2 2 


tg(œ — p) = 


tga — tg B 
1 +tgatgß 


GRÁFICOS DE 
FUNÇÕES UTILIZANDO 
CALCULADORAS 

E RECURSOS 
COMPUTACIONAIS 


E CALCULADORAS GRÁFICAS E SISTEMAS ALGÉBRICOS COMPUTACIONAIS 
O desenvolvimento de novas tecnologias tem mudado significativamente como e onde ma- 
temáticos, engenheiros e cientistas executam seu trabalho, bem como sua abordagem na so- 
lução de problemas. Entre as mais significativas inovações estão os programas conhecidos 
como Sistemas Algébricos Computacionais (CAS), cujos exemplos mais comuns são o Ma- 
thematica e o Maple * Os sistemas algébricos computacionais não apenas têm capacidade 
gráfica, mas, como o nome sugere, podem executar muitos dos cálculos simbólicos que ocor- 
rem na Álgebra, no Cálculo e na Matemática Superior. Por exemplo, é trivial para um CAS 
executar a fatoração 


xÉ + 236 + 147%! — 139x? — 3464x? — 2112x + 23040 = (x + 5) (x — 32 (x + 8% 


ou a computação numérica exata 


63456 43907 Nº 2251912457164208291259320230122866923 
3177295 22854377)  382895955819369204449565945369203764688375 


A tecnologia também tornou possível gerar, em segundos, gráficos de equações e fun- 
ções que, no passado, poderiam ter levado horas para ser produzidos. A Figura A.1 mostra os 
gráficos da função f(x) = x! — x° — 2x? produzidos com vários recursos gráficos; os dois pri- 
meiros foram gerados com os programas Mathematica e Maple, e o terceiro com uma calcu- 
ladora gráfica. As calculadoras gráficas produzem gráficos mais grosseiros do que a maioria 
dos programas de computador, mas têm a vantagem de ser compactas e portáteis. 


41 
Gerado pelo Mathematica Gerado pelo Maple Gerado por calculadora gráfica 


Figura A.l 


* Mathematica é um produto da Wolfram Research, Inc. e Maple é um produto da Waterloo Maple Software, Inc. 


A2 Apêndice A 


(a, d) 


[a, b] 


A janela [a, b] x[c, d] 


Figura A.2 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use seu próprio recurso computacio- 
nal para gerar o gráfico da função 


TOFA r 


na janela [—3, 3] x [—4, 4]. 


o+ 


-2f 


-4 


Gerado pelo Mathematica 


A e a 


Gerado por calculadora gráfica 


Figura A.3 


[-5,5]x [-5, 5] 
xScl = 0,5, yScl = 10 


Figura A.4 


Gráficos de funções utilizando calculadoras e recursos computacionais 


E JANELAS DE INSPEÇÃO 


Os recursos gráficos podem mostrar somente uma parte do plano xy em sua tela; assim, o pri- 
meiro passo ao fazer o gráfico de uma equação é determinar qual região retangular do plano xy 
desejamos ver exposta. Essa região é denominada janela de inspeção (ou retângulo de inspe- 
ção). Por exemplo, na Figura A.1, a janela de inspeção estende-se sobre o intervalo [—3, 3] na 
direção x e [—4, 4] na direção y. Assim, dizemos que a janela de inspeção é [—3, 3] x [—4, 4] 
(leia “[—3, 3] por [—4, 4]”). Em geral, se a janela de inspeção for [a, b] x [c, d], então ela se 
estende entre x = a e x = b na direção x e entre y = ce y = d na direção y. Dizemos que [a, b] 
é o intervalo x da janela e que [c, d] é o intervalo y da janela (Figura A.2). 

Recursos gráficos diferentes denotam as janelas de inspeção de formas distintas. Por 
exemplo, os dois primeiros gráficos na Figura A.1 foram produzidos pelos comandos 


Plot [xº4 - xº3 -2+*xº2, (x, -3, 3), PlotRange ->(-4, 4}] 
(Mathematica) 


plot (xº4 - xº3 -2+*xº2, x = -3..3, y = -4..4); 
(Maple) 


e o último gráfico foi produzido em uma calculadora gráfica, pressionando a tecla GRAPH, 
depois dando os seguintes valores às variáveis que determinam os intervalos x e y: 


xMin = —3, xMax=3, yMin=-—4, yMax=4 


E SINAIS REPRESENTANDO PONTOS NA ESCALA E GRADE DE RETAS 
Para ajudar a localizar pontos visualmente em uma janela de inspeção, os recursos gráficos 
fornecem métodos de representar pontos na escala (também denominados sinais de escalas) 
sobre os eixos coordenados ou outras localizações na janela. Em programas como o Mathe- 
matica e o Maple, há comandos específicos para designar o espaço entre os sinais na escala, 
porém, se o usuário não der o espaçamento, o programa faz uma escolha por default. Por 
exemplo, nas duas primeiras partes da Figura A.1, os sinais sobre a escala foram escolhas por 
default. 

Em algumas calculadoras gráficas, o espaçamento entre os sinais sobre a escala é de- 
terminado por duas variáveis de escala (também denominadas fatores de escala), as quais 
vamos denotar por 


xScl e yScl 


(A notação varia entre calculadoras.) Essas variáveis especificam o espaçamento entre os 
sinais sobre as escalas nas direções x e y, respectivamente. Por exemplo, na terceira parte da 
Figura A.1, a janela e os sinais sobre as escalas foram especificados pelos ajustes 


xMin = —3 xMax = 3 
yMin = —4 yMax = 4 
xScl = 1 yScl= 1 


A maioria dos recursos gráficos permite variações na disposição e na localização desses si- 
nais. Por exemplo, a Figura A.3 mostra duas variações dos gráficos da Figura A.1; a primeira 
foi gerada em um computador usando uma opção de colocar sinais e números sobre os lados 
da janela, e a segunda foi gerada em uma calculadora usando uma opção de desenhar uma 
grade de retas simulando papel gráfico. 


> Exemplo 1 A Figura A.4 mostra a janela [—5, 5] x [—5, 5] com os sinais sobre a escala 
espaçados em 0,5 unidade na direção x e 10 unidades na direção y. Note que não há sinais 
visíveis na direção y, pois o sinal da origem está coberto pelo eixo x e os demais na direção x 
caem fora da janela. < 


Apêndice A Gráficos de funções utilizando calculadoras e recursos computacionais A3 


> Exemplo 2 A Figura A.5 mostra a janela [—10, 10] x [—10, 10] com os sinais sobre 
a escala espaçados em 0,1 unidade nas direções x e y. Nesse caso, os sinais estão tão próxi- 
mos que criam um efeito de retas mais grossas sobre os eixos cooordenados. Quando isso 
ocorre, em geral aumentamos os fatores de escala para reduzir o número de sinais e torná- 
-los legíveis. < 


DOMÍNIO DA | Calculadoras com recursos gráficos têm valores por default para a janela e para os fatores de escala. Por exem- 
TECNOLOGIA | plo, uma calculadora tem uma janela default de [— 10, 10] x [—10, 10] e fatores de escala default de xScl =1 
e yScl = 1. Verifique o manual para determinar os valores default de sua calculadora e como restaurar essa 
configuração. Se estiver usando um programa de computador, verifique o tutorial do mesmo para determinar os 
comandos que especificam o espaçamento entre os sinais sobre as escalas. 


E COMO ESCOLHER UMA JANELA DE INSPEÇÃO 


: Quando o gráfico de uma função se estende indefinidamente em alguma direção, nenhu- 
[-10, 10] x [-10, 10] ma janela pode mostrá-lo todo. Em tais casos, a escolha da janela de inspeção pode afe- 
xScl = 0,1, yScl = 0,1 tar nossa percepção do gráfico. Por exemplo, a Figura A.6 mostra um gráfico gerado em 
computador de y = 9 — x?, e a Figura A.7 mostra quatro vistas desse gráfico geradas em 
uma calculadora. 


Figura A.5 
e Na parte (a), o gráfico cai completamente fora da janela; assim, ela aparece em branco 
(exceto por eixos e sinais). 

e Na parte (b), o gráfico está quebrado em duas partes, pois sai e entra na janela. 


e Na parte (c), o gráfico parece uma linha reta, pois focalizamos um pequeno segmen- 
to da curva. 


e Na parte (d), temos uma visão mais completa da forma do gráfico, pois a janela com- 
preende todos os pontos importantes; isto é, o ponto mais alto e as intersecções com o 
eixo x. 


Figura A.6 


[-2, 2] x [-2, 2] 1 1 [-4, 4] x [-2,5] 
xScl = 1, yScl = 1 xScl = 1, yScl = 1 


(a) (b) 


[2,5;3,5]x [-1, 1] [-4, 4] x [-3, 10] L , 
xScl = 0,1, yScl = 1 xScl = 1, yScl = 1 
(c) (d) 


Figura A.7 Quatro vistas de y = 9 — x°. 
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[-3,3] x [-1,4] 
xScl = 1,yScl= 1 


Figura A.8 


Para uma função cujo gráfico não se estenda indefinidamente em ambas as direções x e 
y, o domínio e a imagem da função podem ser usados para obter uma boa janela de inspeção, 
como mostramos no exemplo seguinte. 


> Exemplo 3 Use o domínio e a imagem da função f(x) = v12 — 3x? para determinar 
uma janela que contenha todo o gráfico. 


Solução O domínio natural de fé [—2, 2] e a imagem é [0, 12] (verifique). Dessa forma, 
todo o gráfico está contido na janela de inspeção [—2, 2] x [0, 12]. Por clareza, é preferível 
usar uma janela um pouco maior para evitar ter o gráfico muito próximo dos lados dela. Por 
exemplo, a janela [—3, 3] x [— 1,4] dá o gráfico da Figura A.8. < 


As vezes será impossível encontrar uma única janela de inspeção que exiba todas as 
características importantes de um gráfico, caso em que precisaremos decidir o que é mais 
importante para o problema à mão e escolher a janela de acordo. 


> Exemplo 4 Faça o gráfico da equação y = x° — 12x? + 18 nas seguintes janelas, discu- 
tindo as vantagens e desvantagens de cada uma. 


(a) [—10, 10] x [—10, 10] com xScl = 1 e yScl = 1 
(b) [-20, 20] x [-20, 20] com xScl = 1 e yScl= 1 
(c) [-20, 20] x [—300, 20] com xScl = 1 e yScl = 20 
(d) [—5, 15] x [-300, 20] com xScl = 1 e yScl = 20 
(e) [1,2] x [-1, 1] com xScl= 0,1 e yScl = 0,1 


Solução (a) A janela na Figura A.9a cortou fora a parte do gráfico que intersecta o eixo y e 
mostra somente duas das três raízes reais possíveis para o polinômio cúbico dado. Para con- 
tornar esse problema, precisamos alargar a janela em ambas as direções, x e y. 


Solução (b) A janela da Figura A.9b mostra a intersecção do gráfico com o eixo y e as três 
raízes reais, mas cortou fora a parte do gráfico entre as duas raízes positivas. Além disso, os 
sinais na direção y estão quase ilegíveis, por estarem muito perto um do outro. Precisamos 
estender a janela na direção de y negativo e aumentar yScl. Como não sabemos o quanto es- 
tender a janela, são necessárias algumas tentativas para obter o que queremos. 


Solução (c) A janela na Figura A.9c mostra todos os principais aspectos do gráfico. Porém, 
temos algum espaço desperdiçado na direção x. Podemos melhorar a figura diminuindo a ja- 
nela apropriadamente nessa direção. 


Solução (d) A janela na Figura A.9d mostra todos os principais aspectos do gráfico sem 
muito desperdício de espaço. Entretanto, não oferece uma visão clara das raízes. Para obter 
uma visão mais próxima das raízes, precisamos abandonar a ideia de mostrar todos os princi- 
pais aspectos do gráfico e escolher as janelas que focalizem as raízes. 


Solução (e) A janela A.9e expõe muito pouco do gráfico, porém mostra claramente que a 
raiz no intervalo [1, 2] é aproximadamente 1,3. < 
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[-5, 51x [-1000, 1000] 
xScl = 1, yScl = 500 


(a) 


[-5, 5]x [-10, 10] 
xScl = 1,yScl= 1 


(b) 
Figura A.10 
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[-10, 10] x [-10, 10] [-20, 20] x [-20, 20] [-20, 20] x [-300, 20] 
xScl = 1, yScl = 1 xScl = 1, yScl = 1 xScl = 1, yScl = 20 


(a) (b) (c) 


[-5, 15] x [-300, 20] [1,2]x[+1,1] 
xScl = 1, yScl = 20 xScl = 0,1, yScl = 0,1 


(d) (e) 


Há situações nas quais queremos determinar a janela de inspeção, escolhendo o intervalo x para a janela e 
permitindo que o recurso gráfico determine um intervalo y, o qual compreende os valores máximo e mínimo 
da função sobre o intervalo x. A maioria dos recursos gráficos fornece algum método para fazer isso; assim, 
verifique nas instruções para descobrir como fazê-lo. Permitir que o recurso gráfico determine o intervalo y da 
janela elimina muito da adivinhação do problema, como aquela na parte (b) do exemplo precedente. 


E FAZENDO ZOOM 


O processo de aumentar ou diminuir o tamanho da janela de inspeção é denominado fazer 
o zoom. Ao reduzir o tamanho da janela, vemos menos do gráfico como um todo, mas mui- 
tos detalhes da parte mostrada; isso é denominado fazer o zoom para dentro. Ao contrário, 
aumentando o tamanho da janela, mais vemos o gráfico como um todo, porém com menos 
detalhes da parte mostrada; isso é denominado fazer o zoom para fora. Muitas calculadoras 
fornecem um menu para os dois tipos de zoom por fatores fixo. Por exemplo, em algumas 
delas o efeito total de ampliação ou redução é controlado atribuindo-se valores a dois fatores 
de zoom, xFact e yFact. Se 


xFact= 10 e yFact=5 


então, cada vez que um comando de zoom é executado, a janela de inspeção é ampliada ou 
reduzida por um fator de 10 na direção x e um fator de 5 na direção y. Com programas de 
computador, como o Mathematica e o Maple, o zoom é controlado ajustando-se diretamente 
os intervalos x e y; contudo, há maneiras de automatizar isso através de programação. 


E COMPRESSÃO 

A ampliação da janela de inspeção de um gráfico tem o efeito geométrico de compressão, 
pois uma maior parte do gráfico é espremida na tela da calculadora. Se a compressão for mui- 
to grande, então detalhes do gráfico podem ser perdidos. Dessa forma, a escolha da janela de 
inspeção depende, frequentemente, do que queremos ver: mais do gráfico ou mais do detalhe. 
A Figura A.10 mostra duas vistas da equação 


p=" (x-2) 


Na parte (a) da figura, o intervalo y é muito grande, resultando em uma compressão vertical 
que obscurece os detalhes nos arredores do eixo x. Na parte (b), o intervalo y é muito menor, 


A6 


Apêndice A Gráficos de funções utilizando calculadoras e recursos computacionais 


e consequentemente vemos mais detalhes nas vizinhanças do eixo x, porém menos do gráfico 
na direção y. 


> Exemplo 5 A função f(x) = x + 0,01 sen(507x) é a soma de fi(x) = x, cujo gráfico é a 
reta y = x, e f(x) = 0,01 sen(507x), cujo gráfico é uma curva senoidal de amplitude 0,01 e 
período 27/50m = 0,04. Isso sugere que o gráfico de f(x) segue o padrão geral da reta y = x, 
mas com altos e baixos resultantes da contribuição das ondulações senoidais, como vemos na 
parte (c) da Figura A.11. Gere os quatro gráficos mostrados na Figura A.11 e explique por que 
as oscilações são visíveis somente na parte (c). 


Solução Para gerar os quatro gráficos, inicialmente devemos colocar o recurso gráfico no 
modo radiano.* Como as janelas de partes sucessivas do exemplo são de tamanho decrescen- 
te, com fator de 10, os leitores que utilizarem calculadoras podem fixar o fator de zoom em 10 
unidades em ambas as direções x e y. 


(a) Na Figura A.l la, o gráfico parece ser uma reta, pois a compressão vertical esconde as 
pequenas oscilações senoidais (sua amplitude é apenas 0,01). 


(b) Na Figura A.11b, começam a aparecer pequenos altos e baixos na reta, pois há menos 
compressão vertical. 


(c) Na Figura A.11c, as oscilações começam a ficar evidentes, pois a escala vertical é mais 
compatível com a amplitude das oscilações 


(d) Na Figura A.1 1d, o gráfico parece ser uma reta, pois vemos o zoom de uma porção muito 
pequena da curva. <4 


[-10, 10] x [-10, 10] 
xScl = 1,yScl= 1 


Figura A.11 


(a) 


[1 1] x [-1, 1] [-0,1:0.1]x [-0,1; 0.1] [-0,01; 0,01] x [-0,01; 0,01] 
xScl = 0,1, yScl = 0,1 xScl = 0,01, yScl = 0,01 xScl = 0,001, yScl = 0,001 


(b) (c) (d) 


E DISTORÇÃO NA PROPORÇÃO DA APARÊNCIA 

A Figura A.12a mostra um círculo de raio 5 e duas retas perpendiculares, esboçado em uma 
janela de [—10, 10] x [—10, 10] com xScl = 1 e yScl = 1. Entretanto, o círculo está dis- 
torcido e as retas não aparentam ser perpendiculares, pois a calculadora não usou o mesmo 
comprimento para 1 unidade no eixo x e 1 unidade no eixo y. (Compare o espaçamento entre 
os sinais sobre os eixos.) Isso é denominado distorção na proporção da aparência. Muitas 
calculadoras têm um menu para corrigir automaticamente a distorção ajustando adequada- 
mente a janela de inspeção. Por exemplo, algumas calculadoras fazem a correção da janela 
[—10, 10] x [- 10, 10] mudando-a para 


[— 16,9970674487; 16,9970674487] x [—10, 10] 


(Figura A.12b). Em programas como o Mathematica e o Maple, a distorção na proporção da 
aparência é controlada pelo ajuste das dimensões físicas da janela de inspeção na tela do com- 
putador, em vez de alterar os intervalos x e y da janela. 


* Neste livro, seguimos a convenção de que ângulos são medidos em radianos, a não ser que a medida em graus esteja especificada. 
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«——— 177 Pixels ——| 


| Uma janela de inspeção 
| de 63 linhas de 127 pixels 


Figura A.13 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de uma calcula- 
dora gráfica, leia o manual para des- 
cobrir sua resolução. 


e 
SRA 
nocie 

RES 

EEE 
minamina 
E Aapee 


a] 
p 


: 
ERES 
(+ 


[-10, 10] x [-10, 10] [-16,9970674487; 16,9970674487] x [-10, 10] 
xScl = 1, yScl = 1 xScl = 1, yScl = 1 
(a) (b) 


Figura A.12 


E ERRO DE AMOSTRAGEM 

A janela de inspeção de um recurso gráfico é composta de uma grade retangular de pequenos 
blocos retangulares denominados pixels. Para imagens em preto e branco, cada pixel tem dois 
estados, um ativo (ou escuro) e o outro desativado (ou claro). Um gráfico é formado ativando 
pixels apropriados para exibir a forma da curva. Em uma certa calculadora bem conhecida, a 
grade de pixels consiste em 63 linhas de 127 pixels cada (Figura A.13), caso em que dizemos 
que a janela tem uma resolução de 127 x 63 (pixels por linha vezes o número de linhas). 
Uma resolução típica em tela de computador é de 1280 x 1024. Quanto maior a resolução, 
mais lisos parecem ser os gráficos na tela. 

O procedimento utilizado por um recurso gráfico para gerar um gráfico é semelhante ao 
de esboçar uma curva à mão: quando digitamos uma equação e escolhemos uma janela, o recur- 
so gráfico seleciona as coordenadas x de certos pixels (sendo que essa escolha depende da ja- 
nela que está sendo usada) e calcula as correspondentes coordenadas y. Em seguida, o recurso 
ativa os pixels cujas coordenadas mais se aproximam dos pontos calculados e utiliza um algo- 
ritmo predeterminado para ativar pixels intermediários adicionais para criar o formato da curva. 
Esse processo não é perfeito, e é possível que alguma janela produza uma falsa impressão a res- 
peito da forma do gráfico, em geral por características importantes do gráfico estarem ocorren- 
do entre os pontos calculados. Isso é denominado erro de amostragem. Por exemplo, a Figura 
A.14 mostra o gráfico de y = cos(107x) gerado por uma certa calculadora bem conhecida em 
quatro janelas distintas. (A calculadora do leitor pode produzir resultados diferentes.) O gráfico 
da parte (a) tem o formato correto, mas os outros três não, devido a erros de amostragem: 


e Na parte (b), ocorre que os pixels exibidos caem justamente nos picos da curva do cos- 
seno, dando a impressão falsa de que o gráfico é uma reta horizontal. 


e Na parte (c), os pixels exibidos caem em pontos sucessivamente mais elevados do gráfico. 


Na parte (d), os pixels exibidos caem em um certo padrão regular que cria mais uma im- 
pressão falsa da forma do gráfico. 


pe a 


iiaadannararinonis isa dão 


atom 
LT 


[-1, 1] x [-1,1] [-12,6; 12,6] x [-1, 1] [-12,5; 12,6] x [-1, 1] [-6, 6] x [-1, 1] 
xScl = 0,5, yScl = 0,5 xScl = 1, yScl = 0,5 xScl = 1, yScl = 0,5 xScl = 1, yScl = 0,5 
(a) (b) (c) (d) 
Figura A.14 
OBSERVAÇÃO A Figura A.14 sugere que, para os gráficos trigonométricos com oscilações rápidas, restringir o intervalo x a pou- 


cos períodos provavelmente irá produzir representações mais precisas da forma do gráfico. 
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[-10, 10] x [-10, 10] 
xScl = 1, yScl= 1 


y = 1/(x — 1) com segmentos 
de retas falsos 


(a) 


y= 


Aspecto real da curva y = 1/x — 1) 


(b) 
Figura A.16 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Determine se seu recurso gráfico pro- 


duz o gráfico completo de y = x*?/ 


3 


para valores positivos e negativos de x. 


E LACUNAS FALSAS 

Algumas vezes, gráficos contínuos aparentam ter lacunas quando gerados em uma calcula- 
dora. Essas lacunas falsas costumam surgir quando o gráfico aumenta tão rapidamente que o 
espaço vertical se abre entre pixels sucessivos. 


> Exemplo 6 A Figura A.15 mostra o gráfico do semicírculo y = v9 — x? em duas janelas 
de inspeção. Embora esse semicírculo tenha cortes no eixo x nos pontos x = +3, a parte (a) 
da figura mostra lacunas falsas nesses pontos, pois não há pixels com coordenadas x iguais a 
+3 na janela escolhida. Na parte (b) não ocorrem lacunas, pois existem pixels com coordena- 
das x de +3 na janela usada. < 


[-5, 5] x [-5,5] [-6,3; 6,3] x [-5, 5] 
xScl = 1, yScl = 1 xScl = 1, yScl = 1 
(a) (b) 

Figura A.15 


E SEGMENTOS DE RETA FALSOS 
Além de criar lacunas falsas em gráficos contínuos, as calculadoras podem errar na direção 
oposta colocando segmentos de reta falsos nas lacunas de curvas descontínuas. 


> Exemplo 7 A Figura A.l6a mostra o gráfico de y = 1/(x — 1) na janela default de uma 
calculadora. Apesar de o gráfico aparente conter segmentos de reta verticais próximos de 
x = 1, estes não deviam estar lá. Realmente, há uma lacuna na curva em x = 1, uma vez que 
uma divisão por zero ocorre nesse ponto (Figura A.16b). < 


E ERROS DE OMISSÃO 

A maioria dos recursos gráficos usa logaritmos para avaliar as funções com expoentes fracioná- 
rios como f(x) = x? = Sx? Contudo, como os logaritmos estão definidos somente para os 
números positivos, muitos recursos gráficos omitem partes dos gráficos de funções com expo- 
entes fracionários. Por exemplo, uma calculadora faz o gráfico de y = x?” como o da Figura 
A.17a, quando o gráfico real é o da Figura A.17b. (Para uma maneira de contornar isso, veja 
a discussão que precede o Exercício 23.) 


[-4, 4] x [-1, 4] 
xScl = 1,yScl= 1 


(a) (b) 


Figura A.17 


| x=3-56+1, y=t 
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E QUAL É A VERDADEIRA FORMA DE UM GRÁFICO? 

Embora os recursos gráficos sejam ferramentas poderosas na geração rápida de gráficos, eles 
podem produzir gráficos enganosos devido à compressão, ao erro de amostragem, a lacunas fal- 
sas e a segmentos de reta falsos. Em resumo, os recursos gráficos podem sugerir as formas dos 
gráficos, mas não estabelecê-las com certeza. Assim, quanto mais você souber sobre os gráfi- 
cos das funções que está gerando, mais fácil será escolher uma boa janela de inspeção e maior 
será sua habilidade de julgar quão razoáveis são os gráficos produzidos por seu recurso gráfico. 


E MAIS INFORMAÇÕES SOBRE RECURSOS GRÁFICOS E CALCULADORAS 
A melhor fonte de informação sobre seu recurso gráfico é o manual dele, por isso sugerimos 
que o leitor o consulte de tempos em tempos para aprender uma determinada técnica. 


E CURVAS PARAMÉTRICAS GERADAS COM RECURSOS GRÁFICOS 

Muitos recursos gráficos permitem que façamos gráficos de equações da forma y = f(x), mas 
não os da forma x = g(y). Às vezes, somos capazes de reescrever x = g(y) na forma y = f(x), 
mas se isso for inconveniente ou impossível, então podemos fazer o gráfico de x = g(y) intro- 
duzindo um parâmetro t = y e expressando a equação parametricamente como x = g(t), y = t. 
(Às vezes, devemos experimentar vários intervalos de t para produzir um gráfico completo.) 


> Exemplo 8 Use um recurso computacional para fazer o gráfico da equação x = 3yº — 
5y +1. 


Solução Se t= y for o parâmetro, então a equação poder ser escrita na forma paramétrica 
como 


x=3 -5P +1, y=t 


A Figura A.18 mostra o gráfico dessas equações com —1,5 < t < 1,5. 4 


|  =1,5<t<1,5 
Figura A.18 Algumas curvas paramétricas são tão complexas que é praticamente impossível visuali- 
zá-las sem algum tipo de recurso gráfico. A Figura A.19 mostra três dessas curvas. 
Ay 

X 
> 

x=31 cos t — 7 cos (31/7)t x= 17 cos t + 7 cos(17/7)t x= cos t+ (1/2) cos 7t + (1/3)sen 17t 

y=31 sen t — 7 sen (31/7)t y= 17 sen t — 7 sen(17/7)t y = sen t+ (1/2) sen 7t + (1/3)cos 17t 

(0 <t< 14r) (0 <t <14) (0 <t <27) 
Figura A.19 


E GRÁFICOS DE FUNÇÕES INVERSAS USANDO RECURSOS GRÁFICOS 

A maioria dos recursos gráficos computacionais não consegue traçar o gráfico de funções 
inversas diretamente. Contudo, existe uma maneira de traçar gráficos de funções inversas 
expressando-os parametricamente. Para ver como isso pode ser feito, suponha que estejamos 
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Teste sua habilidade com seu recurso 
gráfico gerando algumas curvas para- 
métricas que lhe pareçam interessan- 
tes ou bonitas. 


Figura A.20 


Ay 


ys 


X = X9 +r cos t 
Y =y +r sent 
(0 <t<2x) 


Figura A.21 
DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use a capacidade paramétrica de seu 
recurso gráfico computacional para 
gerar um círculo de raio 5 e centro em 
(3, —2). 


va 


=g a 


x =a cost, y= b sent 
(0 <t<2r) 


Figura A.22 
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interessados no gráfico da inversa de uma função injetora f. Sabemos que a equação y = f(x) 
pode ser expressa parametricamente por 


x=t y=f0 (1) 


e sabemos que o gráfico de f”! pode ser obtido trocando x com y, já que isso reflete o gráfico de 
fpela reta y = x. Assim, por (1), o gráfico de f~! pode ser representado parametricamente por 


x=f(1), y=t (2) 


Por exemplo, a Figura A.20 mostra o gráfico de f(x) = xº + x + 1 e o de sua inversa gerados 
com um recurso gráfico. O gráfico de ffoi gerado com as equações paramétricas 


Xx=t, y=2+t+41 
e o gráfico de f~! foi gerado com as equações paramétricas 


x=P+t+1, y=t 


E TRANSLAÇÃO 


Se uma curva paramétrica C for dada pelas equações x = f(t), y = g(t), então a adição de 
uma constante a f(t) transladará a curva C na direção x, e a adição de uma constante a g(t) 
translada a curva na direção y. Assim, um círculo de raio r, com centro em (xo, yo), pode ser 
representado parametricamente por 


x=xo+rcost y=yo+rsent (O<t<27) 
(Figura A.21). Se for o caso, podemos eliminar o parâmetro dessas equações notando que 
(Œ — x0 + O — yo) =(rcost?+(rsent?=r 


Assim, obtivemos a conhecida equação em coordenadas retangulares para um círculo de raio 
r e centro em (xo, yo): 


-xw +0- yr 


E MUDANDO AS ESCALAS 

Se uma curva paramétrica C é dada pelas equações x = f(t), y = g(t), então a multiplicação 
de f(t) por uma constante alonga ou comprime C na direção x, enquanto a multiplicação de 
g(t) por uma constante alonga ou comprime C na direção y. Por exemplo, é de se esperar que 
as equações paramétricas 


x=3cost, y=2sent (O<t<27m) 


representem uma elipse com centro na origem, uma vez que o gráfico dessas equações resulta 
do alongamento do círculo unitário 


x=cost, y=sent (O<t<27) 


por um fator de 3 na direção x e um fator de 2 na direção y. Em geral, se a e b forem constan- 
tes positivas, então as equações paramétricas 


x=acost, y=bsent (0<t< 2r) (3) 


representam uma elipse, centrada na origem, e que se estende entre —a e a no eixo x e entre 
—b e b no eixo y (Figura A.22). Os números a e b são os semieixos da elipse. Se for o caso, 
podemos eliminar o parâmetro t em (3) e reescrever as equações em coordenadas retangu- 
lares como 


X 
Te si (4) 


Use a capacidade paramétrica de seu recurso para gerar uma elipse centrada na origem e se estendendo entre 
—4 e 4 na direção x e entre —3 e 3 na direção y. Gere uma elipse com as mesmas dimensões, porém translada- 
da de tal forma que seu centro esteja no ponto (2, 3). 
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Gráficos de funções utilizando calculadoras e recursos computacionais A11 


{~ 1-4 Use um recurso computacional para gerar o gráfico de f nas 


janelas de inspeção dadas e especifique qual janela, em sua opinião, 
melhor descreve o gráfico. E 


1. f0)= t-r 


(a) [-50, 50] x [-50, 50] (b) [-5, 5] x [-5, 5] 
(c) [-2, 2] x [-2, 2] (d) [-2, 2] x [—1,1] 
(e) [-1,5; 1,5] x [—0,5; 0,5] 
2 fQ =5Ã-r 
(a) [-50, 50] x [ —50, 50] (b) [-5, 5] x [-5, 5] 
(c) [=2, 2] x [—2,2] (d) [-2, 2] x [-1, 1] 
(e) [-1,5; 1,5] x [—0,5; 0,5] 
3. fQ =x2+ 12 
(a) [-1, 1] x [13,15] (b) [-2,2] x [11,15] 
(c) [—-4,4] x [10,28] (d) Uma janela de sua escolha 


4. fj)=-12—x 
(a) [-1, 1] x [—-15,-13] (b) [-2,2]x [-15, —11] 
(c) [—4, 4] x [-28, —10] (d) Uma janela de sua escolha 


5-6 Use o domínio e a imagem de f para determinar uma janela de 


inspeção que contenha todo o gráfico e, então, gere-o nela. E 


5. fow)=v16-2x? 6. f(x) = v3 — 2x — x? 


[~ 7-14 Gere o gráfico de fem uma janela julgada apropriada. E 


7 
8. fo- 


10. f(x) = 12 sen(x/80) 


7. fO)=xº— 9x — 36 


9. f(x) = 2 cos(80x) 
11. f(x) = 300 — 10x? + 0,01% 
12. f(x) = x(30 — 2x)(25 — 2x) 


13. f(x) =x? + 1 14. f(x) = V1lx— 18 
xX 


{~ 15-16 Gere o gráfico de f e determine se seus gráficos contêm 


segmentos de reta falsos. Esboce o gráfico verdadeiro e veja se é 
possível eliminar os segmentos de reta falsos mudando a janela de 
inspeção. E 


x? 


4— x? 


15. f(x) = 16. f(x) = 


x2—1 


17. O gráfico da equação x? + y? = 16 é um círculo de raio 4 e cen- 


tro na origem. 

(a) Encontre a função cujo gráfico é o semicírculo superior e 
esboce-o. 

(b) Encontre a função cujo gráfico é o semicírculo inferior e 
esboce-o. 

(c) Faça o gráfico dos dois semicírculos juntos. Se os dois grá- 
ficos combinados não formarem um círculo, tente ajustar a 
janela de inspeção para eliminar a distorção na proporção 
da aparência. 

(d) Faça o gráfico da porção do círculo no primeiro quadrante. 

(e) Há alguma função cujo gráfico seja o lado direito do círcu- 
lo? Explique. 


18. Em cada parte, faça o gráfico da equação resolvendo y em ter- 
mos de x e, então, esboce juntas as funções resultantes. 
(a) 2/44+7/9=1 b) y -r= 


19. Leia o manual de seu recurso gráfico para determinar como fa- 
zer o gráfico de funções que envolvam valores absolutos. Faça, 
então, os gráficos das equações dadas. 

(a) y= xl (b) y=- 1| 
(0) y=Ix|—1 (d) y= |sen x| 
(e) y = senlx| (O y=lx] -k+ 1| 


20. Com base em seu conhecimento da função valor absoluto, es- 
boce o gráfico de f(x) = |x|/x. Confira seu resultado usando 
um recurso gráfico. 


21-22 A maioria dos recursos gráficos fornece uma forma de fazer 
o gráfico de funções definidas por partes; veja o manual para saber 
como. Contudo, se sua meta for somente encontrar a forma geral do 
gráfico, isso poderá ser feito plotando cada parte da função separa- 
damente e combinando as partes com um esboço feito à mão. Use 
esse método nestes exercícios. E 


21. Esboce o gráfico de 


Yx—2, x<2 
fœ) = 


x -2x—4, x>2 


22. Esboce o gráfico de 


lI<x<4 


FO) = 


à 
1l—x 
x? cosx, 4<x 


23-24 Observamos no texto que, em se tratando de funções envol- 


vendo expoentes fracionais (ou radicais), os recursos gráficos omi- 
tem partes do gráfico. Se f(x) = x”/4, onde p/q é uma fração positi- 
va, já simplificada, o problema da omissão pode ser contornado da 
seguinte forma: 
e Sep for par e q ímpar, então faça o gráfico de g(x) = |x|"/!em 
vez de f(x). 
e Sep eq forem ímpares, então faça o gráfico de g% = ([x]/x)|x]?/1 
em vez de f(x). E 


23. (a) Gere os gráficos de f(x) = x?º e g(x) = |x|?^ e determine 

se seu recurso gráfico omitiu parte do gráfico de f. 

(b) Gere os gráficos das funções f(x) = x!P e g(x) = 
(|x//2)| x]! e determine se seu recurso gráfico omitiu par- 
te do gráfico de f. 

(c) Gere um gráfico da equação f(x) = (x — 1)*º que mostre 
todas as suas características importantes. 

(d) Gere um gráfico da equação f(x) = (x + 1) que mostre 
todas as suas características importantes. 


24. Os gráficos de y = (1º — 472 e y = [(xº — 4]! deveriam ser 
os mesmos. Seu recurso gráfico produz o mesmo gráfico para 
ambas? Se não, o que deve estar acontecendo? 


A12 


m26. 


25. 
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Em cada parte, faça o gráfico da função para vários valores de 
c e descreva em um ou dois parágrafos como as mudanças em 
c afetam o gráfico em cada caso. 

(a) y=cx? b) y=x+ecx 

C) y=2+x+c 


O gráfico de uma equação da forma y? = x(x — a)(x — b) (onde 
0 < a < b) é denominado cúbica bipartida. A figura abaixo 
mostra um gráfico típico dessa equação. 

(a) Faça o gráfico da cúbica bipartida y? = x(x — D(x — 2) 
resolvendo para y em termos de x e, então, fazendo os grá- 
ficos das duas funções resultantes. 

Encontre os cortes no eixo x da cúbica bipartida 


(b) 
y? = x(x — ax — b) 


e faça uma conjectura sobre como uma mudança nos valo- 
res de a e b afetaria o gráfico. Teste sua conjectura através 
do gráfico da cúbica bipartida para vários valores de a e b. 


A) 


= 


— > 


Cúbica bipartida N 
Figura Ex-26 


30. 


Gráficos de funções utilizando calculadoras e recursos computacionais 


[~ 27. Com base em seu conhecimento dos gráficos de y = x e y = sen x, 


faça um esboço do gráfico de y = x sen x. Verifique sua conclu- 
são usando um recurso gráfico. 


. Como será o gráfico de y = sen (1/x)? Teste sua conclusão usan- 


do um recurso gráfico. [Sugestão: Examine o gráfico em uma 
sucessão de intervalos cada vez menores centrados em x = 0.] 


29-30 Faça o gráfico da equação usando um recurso gráfico. EH 


29. 


(a) x=y7+2y+1 
(b) x=seny,—-27 <y<27 


(a) x=y+2 -y 
(b) x=tg y, —m/2<y<7n/2 


m~ 31-34 Use um recurso gráfico e equações paramétricas para exibir 


os gráficos de fe f7! na mesma tela. E 


31. 
32. 
33. 
34. 


m35. 


fœ =x} +0,2x—1, 
fO)=vVx2+2+x, —5<x<5 
f(x) = cos(cos 0,5x), 


=]l'<xy<2 


0O<x<3 


fO)=x+senx, 0O<x<6 


(a) Encontre equações paramétricas da elipse centrada na ori- 
gem que corta os eixos coordenados em (4, 0), (—4, 0), 
(0,3) e (0, —3). 

(b) Encontre equações paramétricas da elipse obtida por trans- 
lação da elipse da parte (a) de tal modo que seu centro seja 
(—1,2). 

(c) Confirme seus resultados nas partes (a) e (b) usando um 
recurso computacional. 


Figura B.2 


1 radiano 


REVISÃO DE 
TRIGONOMETRIA 


E ÂNGULOS 

Os ângulos em um plano podem ser gerados pela rotação de um raio (semirreta) em torno de 
sua extremidade. A posição inicial do raio é denominada lado inicial do ângulo, a posição 
final é chamada de lado final do ângulo e o ponto onde se cruzam os lados inicial e final é o 
vértice do ângulo. Vamos admitir a possibilidade de que o raio possa fazer mais de uma revo- 
lução completa. Os ângulos são considerados positivos se gerados no sentido anti-horário e 
negativos se gerados no sentido horário (Figura B.1). 


Da 
a 
9 
Ni 
Vértice 
Lado inicial 


Um ângulo [ Um ângulo Ângulos gerados por | 
positivo negativo mais de uma revolução | 


Existem dois sistemas padrão de medida para descrever o tamanho de um ângulo: medi- 
da em graus e medida em radianos. Na medida em graus, 1 grau (escreve-se 1°) é a medida 
de um ângulo gerado por 1/360 de uma revolução. Assim, há 360° em um ângulo de uma 
revolução, 180° em um ângulo de meia revolução, 90° em um ângulo de 1/4 de revolução 
(ângulo reto) e assim por diante. Os graus são divididos em 60 partes iguais, denominadas 
minutos, e os minutos são divididos em 60 partes iguais, denominadas segundos. Assim, 1 
minuto (escreve-se 1") é 1/60 de um grau, e 1 segundo (escreve-se 1”) é 1/60 de um minuto. 
As subdivisões menores de um grau são expressas como frações de segundo. 

Na medida em radianos, os ângulos são medidos pelo comprimento do arco que eles 
subentendem sobre um círculo de raio 1 quando o vértice está no centro. Uma unidade de 
arco sobre um círculo de raio 1 é denominada radiano (escreve-se 1 rad) (Figura B.2) e, por- 
tanto, a circunferência inteira de um círculo de raio 1 tem 27 radianos. Segue que um ângulo 
de 360º subentende um arco de 27 radianos, um ângulo de 180º subentende um arco de 7 
radianos, um ângulo de 90º subentende um arco de 7/2 radianos e assim por diante. A Figura 
B.3 e a Tabela B.1 mostram a relação entre as medidas em graus e em radianos para alguns 
ângulos positivos importantes. 


Figura B.1 


B2 Apêndice B 


Note que, na Tabela B.1, os ângulos 
em graus são designados pelo sím- 
bolo de grau, mas os ângulos em 
radianos não têm unidades especi- 
ficadas. Isso é uma prática padrão 
— deve-se entender que as unidades 
são radianos quando não houver uni- 
dade especificada para um ângulo. 


Figura B.4 
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Ay Ay A) A) 


vS 
D 


y= 
> 
y= 


A) A) Ay 
Eu És 
6 4 
X xX X X X 
> > > > > 
Figura B.3 
Tabela B.1 
GRAUS 30º 45º 60º 90º 120º 135° 150° 180º 270º 360° 
DOS x T x T 27 3m Sr z 37 2x 
6 4 3 2 3 4 6 2 


A partir do fato de que 7 radianos correspondem a 180º, obtemos as fórmulas a seguir, 
que são úteis para converter graus em radianos e vice-versa. 


Ie = ad 001745 tad (1) 
180 
180º 
ne (5) a 57°17’ 44,8" (2) 
T 


> Exemplo 1 


(a) Expresse 146º em radianos (b) Expresse 3 radianos em graus 


Solução (a) A partir de (1), os graus podem ser convertidos em radianos multiplicando-se 
pelo fator de conversão de 7/180. Assim, 


ng = (E vias mis ads da ad 
180 90 


Solução (b) De (2), radianos podem ser convertidos em graus multiplicando-se pelo fator 
de conversão de 180/7. Assim, 


180º 540)? 
3rad= (3: = x 171,9º «4 
T T 


E RELAÇÕES ENTRE COMPRIMENTO DE ARCO, ÂNGULO, RAIO E ÁREA 

Há um teorema em Geometria plana que estabelece que, para dois círculos concêntricos, a 
razão entre os comprimentos de arco subentendidos por um ângulo central é igual à razão 
dos raios correspondentes (Figura B.4). Em particular, se s for o comprimento de arco su- 
bentendido sobre um círculo de raio r por um ângulo central de 6 radianos, então, compa- 


AS 


Se 0 estiver em 


radianos, então 0 = s/r. 


Figura B.5 


Figura B.6 
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rando com o comprimento de arco subentendido pelo mesmo ângulo sobre um círculo de 
raio 1, obtemos 


de onde tiramos as seguintes relações entre o ângulo central 6, o raio r e o comprimento de 
arco subentendido s quando 0 estiver em radianos (Figura B.5): 


@ = 5/7 e s=r0 (3-4) 


A região sombreada na Figura B.5 é chamada de setor. É um teorema na Geometria 
plana que a razão entre a área A desse setor e a área de todo o círculo é a mesma que a razão 
entre o ângulo central do setor e o ângulo do círculo inteiro; assim, se os ângulos estiverem 
em radianos, temos 


A 0 


ar? 2x 


Resolvendo-se para A, resulta a seguinte fórmula para a área de um setor em termos do raio r 
e do ângulo 6 em radianos: 


2 (5) 


E FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS PARA TRIÂNGULOS RETÂNGULOS 

O seno, o cosseno, a tangente, a cotangente, a secante e a cossecante de um ângulo agudo 
positivo 0 podem ser definidos como razões entre os lados de um triângulo retângulo. Usando 
a notação da Figura B.6, essas definições tomam a seguinte forma: 


cateto opostoað y hipotenusa r 
sen 0 = - = ^, cossec 0 = = 
hipotenusa r cateto oposto a 0 y 
cateto adjacente a O x hipotenusa 
cos 0 = - = —, secs - = (6) 
hipotenusa cateto adjacente a O x 
cateto oposto a 0 y cateto adjacentea O x 
= =. cotg 0 = = 


cateto adjacente a O x cateto oposto a 0 y 
Vamos dizer que sen, cos, tg, cotg, sec e cossec são as funções trigonométricas. Como tri- 
ângulos semelhantes têm lados proporcionais, os valores das funções trigonométricas depen- 
dem somente do tamanho de 0, e não do triângulo retângulo particular usado para calcular 
as razões. Além disso, nessas definições não importa se O estiver medido em graus ou em 
radianos. 


> Exemplo 2 Sabemos da Geometria que dois lados de um triângulo de ângulos de 45º, 
45º e 90º são iguais e que a hipotenusa de um triângulo de ângulos de 30º, 60º e 90º é duas 
vezes o lado menor, que é o lado oposto ao ângulo de 30º. Esses fatos e o Teorema de Pitágo- 
ras fornecem a Figura B.7. A partir da figura, obtemos os resultados na Tabela B.2. < 


45º fe 
AD 2 


45° E 30º E 


1 
Figura B.7 v3 
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Tabela B.2 
sen 45° = 1/N2, cos 45° = 1/V2, tg45º=1 
cossec 45° = V2, sec 45° = V2, cotg 45° = 1 


sen 30° = 1/2, cos 30° = V3/2, — tg30° = 1/V3 


cossec 30° = 2, sec 30° = 2/3, cotg 30° = V3 
sen 60° = 3/2, cos 60º = 1/2, tg 60º = 3 
cossec 60º = 2/43, sec 60° = 2, cotg 60° = 1/43 


E ÂNGULOS EM SISTEMAS DE COORDENADAS RETANGULARES 

Como os ângulos de um triângulo retângulo estão entre O e 90º, as fórmulas em (6) não são 
diretamente aplicáveis a ângulos negativos ou maiores do que 90º. Para estender as funções 
trigonométricas a esses casos, será conveniente considerar ângulos em sistemas de coor- 
denadas retangulares. Dizemos que um ângulo está em posição padrão em um sistema de 


coordenadas xy se seu vértice estiver na origem e seu lado inicial sobre o eixo x positivo 
(Figura B.8). 


A) Ay 
Lado final 
x Lado inicial x 
Lado inicial 
A 
PÈ) Lado final 
A Um ângulo positivo Um ângulo negativo 
> em posição padrão em posição padrão 
Figura B.8 POSSAS R ps 
Para definir as funções trigonométricas de um ângulo 6 na posição padrão, construímos 
um círculo de raio r, centrado na origem, e tomamos P(x, y) como a intersecção do lado final 
Figura B.9 de 6 com esse círculo (Figura B.9). Fazemos a definição seguinte. 


B.1 DEFINIÇÃO 


sen =>, cos = —, R) = 


cossec 0 = —, sec = —, cotg 0 = 


Note que as fórmulas dessa definição estão de acordo com aquelas dadas em (6); logo, não 
há conflito com a definição anterior de funções trigonométricas para triângulos. Porém, essa 
definição se aplica a todos os ângulos (exceto quando ocorrer um zero no denominador). 


(cos 0, sen 0) 


Figura B.10 


y= 


Figura B.11 


Figura B.12 
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No caso especial em que r = 1, temos que sen 6 = y e cos 0 = x, portanto o lado final 
do ângulo 0 intersecta o círculo unitário no ponto (cos 0, sen 6) (Figura B.10). Temos, a par- 
tir da Definição B.1, que as funções trigonométricas remanescentes de 0 são expressas por 
(verifique) 


sen O cos 6 1 1 1 
= RR PIS ==, moedas + Cos = (7-10) 
cos 0 sen tgô cos 0 sen 0 


Essas observações sugerem o seguinte procedimento para o cálculo de funções trigonométri- 
cas de ângulos comuns: 


e Construa o ângulo 0 na posição padrão de um sistema de coordenadas (x, y). 


e Encontre as coordenadas da intersecção do lado final do ângulo com o círculo unitá- 
rio; as coordenadas (x e y) dessa intersecção são, respectivamente, os valores de cos 6 
e sen 6. 


e Use as Fórmulas (7) a (10) para encontrar os valores das funções trigonométricas rema- 
nescentes a partir dos valores de cos 0 e sen 0. 


> Exemplo 3 Calcule as funções trigonométricas de 0 = 150º. 


Solução Construa um círculo unitário e coloque o ângulo 0 =150º em posição padrão (Fi- 
gura B.11). Uma vez que o ângulo LAOP mede 30º e o triângulo AOAP tem ângulos de 30º, 
60º e 90º, o lado AP tem comprimento 5 (metade da hipotenusa) e o lado OA, pelo Teorema 
de Pitágoras, tem um comprimento de 3/2. Assim, as coordenadas de P são (— /3/2, 1/2), 
de onde obtemos 


1 3 150° 1/2 1 
sen 150° = —, cos150° = E tg 150º = fia = / = 

2 2 cos 150° —4„⁄3/2 3 

150º a 2 150º a E 
cossec = "E à sec = = 
sen 150° cos 150° 3 
1 

cotg 150° = =-V3 «4 


tg 150º 


> Exemplo 4 Calcule as funções trigonométricas de 0 = 57/6. 


Solução Como 57/6 = 150º, esse problema é equivalente ao do Exemplo 3. Daquele 
exemplo, obtemos 


ent) 7.3 ST 1 
e T 6 7º Ce 
5 5 2 5 
cossec — =2, sec 7 =— , cotg 7 =-3 <q 
6 V3 6 


> Exemplo 5 Calcule as funções trigonométricas de 0 = —7/2. 


Solução De acordo com a Figura B.12, o lado final de 0 = —7/2 intersecta o círculo uni- 
tário no ponto (0, — 1), portanto 


sen(—7/2)= —1, cos(—7/2) = 0 
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sen 
cossec 
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e, das Fórmulas (7) a (10) obtemos 


sen(—7/2)  —l 


tg(—x7/2) = o (indefinida) 
—1/2 0 
cotg (— 7/2) = mea =ne 0 
sec (—7/2) = E = : (indefinida) 
1 1 
cossec (— 7/2) = a Gio 1 «4 


Pelos métodos ilustrados nos três últimos exemplos, o leitor deve ser capaz de obter to- 
dos os resultados da Tabela B.3. Os traços indicam quantidades não definidas. 


Tabela B.3 
(= (0) 7/6 m/4 m/3 x/2 27/3 37/4 57/6 x 37/2 27 
(0º) (30º) (45º) (60º) (90º) COP) | BS | (ISO) | CEO) | (270) | (GO) 
seng | O 1/2 1N2 | 32 1 V3/2 | 1W2 1/2 0 =i 0 
cosð| 1 V3/2 | 1x2 1/2 0 1/2 1N2 | 32 | -1 0 1 
tol) O 13 1 V3 — -V3 =] -1/3 0 Es 0 
cossec6 | — 2 2 2/43 1 2/43 V2 2 — É = 
seco | 1 2/43 2 2 Es 2 2 253 | -1 = 1 
cotgo | — 3 1 1/N3 0 -1/43 | -1 3 — 0 = 
OBSERVAÇÃO | Os valores exatos das funções trigonométricas somente podem ser obtidos em casos especiais; normalmente, 
é necessário dispor de uma calculadora ou de um programa computacional. 
y Os sinais das funções trigonométricas de um ângulo são determinados pelo quadrante 
no qual cai o lado final do ângulo. Por exemplo, se o lado final cair no primeiro quadrante, 
Todas + então x e y são positivos na Definição B.1. Assim, todas as funções trigonométricas têm valo- 


Figura B.13 


res positivos. Se o lado final cair no segundo quadrante, então x é negativo e y positivo; logo, 
seno e cossecante são positivos, mas todas as demais funções trigonométricas são negativas. 
O diagrama na Figura B.13 mostra quais funções trigonométricas são positivas nos vários 
quadrantes. O leitor achará instrutivo conferir que os resultados na Tabela B.3 são consisten- 
tes com a Figura B.13. 


E IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
Uma identidade trigonométrica é uma equação envolvendo funções trigonométricas que é 
verdadeira com todos os ângulos para os quais ambos os lados da equação estão definidos. 
Uma das identidades mais importantes em Trigonometria pode ser deduzida aplicando-se o 
Teorema de Pitágoras ao triângulo na Figura B.9 para obter 

x + y =r 


Dividindo ambos os lados por 7? e usando as definições de sen 6 e cos 6 (Definição B.1), ob- 
temos o seguinte resultado fundamental: 


sen? 0 + cos? 0 = 1 (11) 


(=x, y) 
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As seguintes identidades podem ser obtidas de (11) dividindo-se ambos os membros por 
cos? 0 e sen? 0, respectivamente, e então aplicando as Fórmulas (7) a (10): 


tg? 0 +1 = sec? 0 (12) 


1+ cotg? 0 = cossec? 0 (13) 


Se (x, y) for um ponto no círculo unitário, também estarão nele os pontos (—x, y), 
(—x, —y) e (x, — y) (por quê?), e os quatro pontos formam os vértices de um retângulo com os 
lados paralelos aos eixos coordenados (Figura B.14a). As coordenadas x e y de cada vértice 
representam o seno e o cosseno de um ângulo na posição padrão, cujo lado final passa pelo 
vértice; assim, obtemos as identidades nas partes (b), (c) e (d) da Figura B.14 para o seno e 
o cosseno. Dividindo aquelas identidades, obtemos identidades para a tangente. Em suma: 


sen(x — 0) = sen 9, sen(x +0) = — sen, sen(-60) = —sen6 (14-16) 
cos(mx — 0) = — cos, cos(m +0)= — cos6, cos(—0) = cos0 (17-19) 
te(r — 0) = — tg, te(7+ 0) =tg0, ts(—0) = — tg 0 (20-22) 


(=x, =) 


Figura B.14 


(a) 


sen (7 — 0) = sen O sen (7 + 0) = —sen O sen (—0) = —sen 6 
cos (x — 0) = —cos 0 cos (7 + 60) = —cos 6 cos (-6) = cos 6 
(b) (c) (d) 


Dois ângulos na posição padrão que tenham o mesmo lado final devem ter os mesmos 
valores para suas funções trigonométricas, pois seus lados finais intersectam o círculo unitá- 
rio no mesmo ponto. Em particular, dois ângulos cujas medidas em radianos diferem por um 
múltiplo de 27 têm o mesmo lado final e, portanto, as suas funções trigonométricas têm os 
mesmos valores. Isso dá lugar às identidades 


sen O = sen (0 + 27) = sen (0 — 27) (23) 
cos 0 = cos(0 + 27) = cos(0 — 27) (24) 
e, mais geralmente, 
semo =en 0 =E mo) O ID (25) 
COS O= ICOS OEE 77) n SO (26) 


A identidade (21) implica que 
tg0 = te(0 + 7) e tg =te(0 — 7) (27-28) 


A identidade (27) é precisamente (21) com os termos da soma em ordem inversa, e a identi- 
dade (28) segue de (21) substituindo 0 — x no lugar de 6. Essas duas identidades estabelecem 


B8 Apêndice B Revisão de trigonometria 
que somar ou subtrair 7 de um ângulo não afeta o valor de sua tangente. Tem-se que o mesmo 
é verdadeiro para todo múltiplo de 7; assim, 
tg0 = te(0 nr), mN 2 (29) 


A Figura B.15 mostra ângulos complementares 0 e (7/2) — 0 de um triângulo retângu- 
lo. Tem-se, a partir de (6), que 


cateto oposto a 0 cateto adjacente a (7/2) — 0 T 
sen = - = - = cos (5 — 0) 
hipotenusa hipotenusa 
cateto adjacente a O cateto oposto a (7/2) — 0 T 
cos 0 = - = - = sen(> — 0) 
hipotenusa hipotenusa 

Figura B.15 . ; 

o que fornece as identidades 
m w mx 
sen( = E o) SERË, CE o = o) = senf, tg = < o) = cotgo (30-32) 
onde a terceira identidade resulta da divisão das duas primeiras. Essas identidades também 
são válidas para ângulos que não são agudos ou que são negativos. 
E A LEI DOS COSSENOS 
O próximo teorema, denominado lei dos cossenos, generaliza o Teorema de Pitágoras. Esse 
resultado tem valor por si mesmo e também como ponto de partida de algumas identidades 
trigonométricas importantes. 
B.2 TEOREMA (Leidos Cossenos) Se os lados de um triângulo tiverem comprimentos 
a, b, c e se 0 for o ângulo entre os lados com comprimentos a e b, então 
e = &@ + b? — 2ab cos 0 
(1,9) AY DEMOSTRAÇÃO Vamos introduzir um sistema de coordenadas de tal forma que 0 esteja na posi- 


ção padrão com o lado de comprimento a sobre o eixo x positivo. De acordo com a Figura B.16, o 
lado de comprimento a se estende da origem até um ponto (a, 0) e o lado b, da origem até algum 
ponto (x, y). A partir da definição de sen 6 e cos 6, temos que sen 0 = y/b e cos 0 = x/b, logo 


y=bsenô, x=bcos6 (33) 
A partir da fórmula da distância entre os pontos (x, y) e (a, 0) obtemos 


e = (x — a’ + O -— 0? 


e, portanto, por (33) 


Figura B.16 c? = (bcos0 — a) + b? sen? 0 


= a° + b? (cos? 0 + sen? 0) — 2ab cos 8 
= a? + b? — 2ab cos 0 


o que completa a prova. E 


Vamos, agora, mostrar como usar a lei dos cossenos para obter as identidades a seguir, 
denominadas fórmulas de adição para o seno e o cosseno: 


sen(a + f) = sena cos f + cosa sen 6 (34) 


cos(a + 8) = cosa cos f — sena sen 5 (35) 


P ‚(cos œ, sena) 


Ay 
Ps(cos £, sen £) 


Figura B.17 


y= 
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sen(a — 8) = sena cos f — cosa sen B (36) 


cos(a — f) = cosa cos f + sena sen f (37) 


Vamos deduzir primeiro (37). Em nossa dedução, vamos supor que O < 8 < a < 27 (Figura 
B.17). Conforme a figura, os lados finais de q e £ intersectam o círculo unitário nos pontos 
Pi(cos œ, sen œ) e Palcos £, sen £). Se denotarmos os comprimentos dos lados do triângulo 
OPP por OP,, P;P, e OP», então OP, = OP, = 1 e, da fórmula da distância entre dois 
pontos, 


(P, P2)? = (cos 8 — cosa)? + (sen £ — sen a)? 
= (sen? a + cos? æ) + (sen? B + cos? B) — 2(cosa cos 8 + sena sen £) 


= 2 — 2(cosa cos B + sena sen £) 
Contudo, o ângulo POP, = œ — $, de modo que da lei dos cossenos resulta que 
(Pi P2)? = (OP1)? + (OP»)* — 2(OP1)(OP3) costa — p) 
= 2 — 2 cos(« — 8) 
Igualando as duas expressões para (P,P, )? e simplificando, obtemos 
cos(a — 8) = cosa cos 8 + sena sen f 


o que completa a dedução de (37). 
Podemos usar (31) e (37) para deduzir (36) da seguinte forma: 


sen(a — 8) = cos 5 — (a — B)| = cos C — a) — (-8) | 
cos (5 — a) cos(— B) + sen (= — a) sen(— 8) 
= cos (5 -a) cos  — sen (5 -a) sen 8 


sena cos 5 — cosa sen 8 


As identidades (34) e (35) podem ser obtidas de (36) e (37) substituindo-se — 8 por £ e 
usando as identidades 


sen(—8) = —sen 8, cos(—8)=cos 8 


Deixamos para o leitor deduzir as identidades 


go+p= e  go-p= od 6859) 


A identidade (38) pode ser obtida dividindo-se (34) por (35) e, então, simplificando-se. A 
identidade (39) pode ser obtida de (38) substituindo-se — £ por £ e simplificando-se. 

No caso especial em que a = £, as identidades (34), (35) e (38) dão lugar às fórmulas 
do ângulo duplo 


sen 2a = 2 sena cosa (40) 

cos Zu = cos? a — sen? œ (41) 
2tga 

io Do = = 42 

a 1- tg? a (2) 


Usando-se a identidade sen? œ + cos? œ = 1, (41) pode ser reescrita nas formas alternativas 


cos 2 = 2 cos? œ — 1 e cos 2a = 1 — 2 sena (43—44) 
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Se substituirmos q por œ/2 em (43) e (44) e usarmos alguma álgebra, obteremos as fór- 
mulas do ângulo metade. 


il l= 
T ant e CE a E (45—46) 
2 2 2 2 


Deixamos como exercício deduzir as seguintes fórmulas de produto em soma a partir 


de (34) até (37): 
eae lsen(a ER) (47) 
sena sen B = alcos(a — B) — cos(a + £)] (48) 
Eus alcos(a Eee A (49) 


Também deixamos como exercício deduzir as seguintes fórmulas de soma em produto: 


Cia e 


sena + sen 8 = 2 sen 2 2 (50) 
sena — sen 8 = 2cos “HE cent É (51) 
cosa + cos p = 2cos SÊ cos SÉ (52) 
cosa — cos 5 = 2sen SÊ sent É (53) 


E ENCONTRANDO UM ÂNGULO A PARTIR DO VALOR DE SUAS FUNÇÕES 
TRIGONOMÉTRICAS 

Há inúmeras situações nas quais é necessário encontrar um ângulo desconhecido a partir do 

valor conhecido de uma de suas funções trigonométricas. O exemplo a seguir ilustra um mé- 

todo para fazer isso. 


> Exemplo 6 Encontre 0 sabendo que sen O = L, 


Solução Vamos começar procurando por ângulos positivos que satisfaçam a equação. 
Como sen 6 é positivo, o ângulo 0 deve terminar no primeiro ou no segundo quadrante. Se 
(a) terminar no primeiro quadrante, então a hipotenusa do triângulo OAP na Figura B.18a é o 
dobro do lado AP, portanto 


x 
Ay 0 = 30° = - rad 
rk 


Se 0 terminar no segundo quadrante (Figura B.18b), então a hipotenusa no triângulo OAP é o 
dobro do lado AP; logo, o ângulo AOP = 30°, o que implica 


0 = 180° — 30º = 150° = = rad 


Encontradas essas duas soluções, todas as outras podem ser obtidas somando-se ou subtrain- 
do-se múltiplos de 360º (27 rad) a esses ângulos. Assim, o conjunto de todas as soluções é 
(b) dado pelas fórmulas 


Figura B.18 0=30º+n:360º, n=0,1,2,... 


Círculo unitário 


ApêndiceB Revisão de trigonometria B11 


09=150º+n-360º, n=0,1,2,... 


ou, em radianos, 


o=% end, n=0,1,2,... 4 


E ÂNGULO DE INCLINAÇÃO 

A inclinação de uma reta não vertical L está relacionada com o ângulo formado entre L e o 
eixo x positivo. Se 4 for o menor ângulo positivo medido no sentido anti-horário do eixo x até 
L, então a inclinação da reta pode ser expressa como 


m=tgó (54) 


(Figura B.19a). O ângulo q, denominado ângulo de inclinação da reta, satisfaz 0º < ø < 180º 
em graus (ou, de forma equivalente, O < À < 7 em radianos). Se ø for um ângulo agudo, en- 
tão m = tg q é positivo e a reta inclina-se para cima à direita; e se ø for um ângulo obtuso, en- 
tão m = tg à é negativo e a reta inclina-se para baixo à direita. Por exemplo, a reta cujo ângulo 
de inclinação é 45º tem uma inclinação de m = tg 45º = 1, e a reta cujo ângulo de inclinação 


AJ mea j é 135º tem uma inclinação de m = tg 135° = —1 (Figura B.19b). A Figura B.20 mostra uma 
m= A å 55 š š a 
regra conveniente de uso da reta x = 1 como uma “régua” para visualizar a relação entre retas 
4F Inclinação com várias inclinações. 
H positiva 
3 5S 
m=1 
2} / Ay y 
1 =- 
TES m= 
, Elevação 
| 135º 
-2} \Ẹ AA = Š ; 
m=-1 o| a 45 x 
-3r 4 Inclinação vango 
negativa i - 
4t _ elevação _ 
o m= E = tan À 
m=-2 
ge Rê (a) b) 
Figura B.20 Figura B.19 
EXERCÍCIOS APÊNDICE B 
1-2 Expresse os ângulos em radianos. E 5-6 Encontre os valores exatos de todas as seis funções trigonomé- 
1. (a) 75º (b) 390º (e) 20º (d) 138º and di 
5. b 
2. (a) 420º (b) 15º (© 225º (d) 165º (8) (5) (e) 
4 
3 3 
5 
5 LS C AT 
3-4 Expresse os ângulos em graus. E I 
3. (a) 7/15 (b) 1,5 (c) 87/5 (d) 37 Jn A 
4. (a) 7/10 (b) 2 (c) 27/5 (d) 77/6 2 
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6. (a) A (b) 4 (c) 


7-12 O ângulo 9 é um ângulo agudo de um triângulo retângulo. Re- 
solva os problemas desenhando um triângulo apropriado. Não use 
calculadora. E 


7. Encontre sen 0 e cos 0, dado que tg 0 = 3. 

8. Encontre sen 0 e tg 0, dado que cos 6 = Z, 

9. Encontre tg O e cossec 0, dado que sec O = >. 
10. Encontre cotg 0 e sec 0, dado que cossec 0 = 4. 


11. Encontre o comprimento do lado adjacente a 0, dado que a hi- 
potenusa tem comprimento 6 e cos 6 = 0,3. 


12. Encontre o comprimento da hipotenusa, dado que o lado opos- 
to a 6 tem comprimento 2,4 e sen 0 = 0,8. 

13-14 É dado o valor do ângulo 6. Encontre os valores de todas as 

seis funções trigonométricas de O sem usar a calculadora. E 

13. (a) 225º (c) 57/3 

14. (a) 330º (c) 97/4 


(b) —210° (d) —3m/2 


(b) —120° (d) —37 


15-16 Use as informações dadas para encontrar os valores exatos 
das funções trigonométricas restantes de 0. E 
15. (a) cos 0 = 0<0<x/2 

(b) cos 8 = —x/2<0<0 

(c) tg0=-1/4/3, m/2<0<7 

(d) tgo=-—1//3, -7/2<0<0 

(e) cossec 6 = 2, 0O<0<m/2 

(f) cossec 0 = «2, m/2<0<m 


3 
5> 
3 
ES 


16. (a) senô=1, 0<0<x/2 
(b) sen ð= 4, m/2 <0 <T 
(c) cotg 0 =4, 0<0<x/2 
(d) cotg0=}, m< 0< 37/2 
(e) sec 0=—5, m/2<0<m 
(£) seco =, mx<0<3n/2 


17-18 Use um recurso computacional para obter x até a quarta casa 
decimal. EH 


17. (a) (b) 


18. (a) Es (b) 
2 X 
X 


19. Em cada parte, seja 0 um ângulo agudo de um triângulo retân- 
gulo. Expresse as cinco funções trigonométricas restantes em 
termos de a. 

(a) sen 0 = a/3 


(b) tg0=a/5 (c) sec0=a 


20-27 Encontre todos os valores de 0 (em radianos) que satisfaçam 
a equação dada. Não use calculadora. E 


20. (a) cos6=—1/42 (b) sen6=—1/V2 


21. (a) tg6=—1 (b) cos6=5 

22. (a) seng=—+ (b) tgo=3 

23. (a) tgo=1/V3 (b) seng=—/3/2 
24. (a) sen9= —1 (b) cos0=—1 
25. (a) cotg0 = —1 (b) cotgo= 3 
26. (a) sec 0 = —2 (b) cossec 6 = —2 


27. (a) cossec 0 = 2/43 (b) sec 0 = 2/43 


28-29 Encontre os valores de todas as seis funções trigonométricas 
de 0. E 


28. 29. Ay 


(2421, 4) 


va 


30. Encontre todos os valores de 0 (em radianos) tais que 


(a) sen6=1 (b) cos0=1 (c) tg0=1 

(d) cossec0=1 (e) sec6=1 (f) cotg6=1 
31. Encontre todos os valores de 0 (em radianos) tais que 

(a) sen6=0 (b) cos0=0 (c) tg9=0 


(d) cossec 0 é indefinida (e) sec 0 é indefinida 


(f) cotg 6 é indefinida 


32. Como poderíamos usar uma régua e um transferidor para apro- 
ximar sen 17º e cos 17°? 


33. Encontre o comprimento de um arco circular em um círculo 
com raio de 4 cm subentendido por um ângulo de 
(a) 7/6 (b) 150º 


34. Encontre o raio de um setor circular que tem um ângulo de 7/3 
e um comprimento de arco de 7 unidades. 


35. Um ponto P movendo-se no sentido anti-horário sobre um cír- 
culo com raio de 5 cm percorre um arco com comprimento de 
2 cm. Qual é o ângulo varrido por um raio do centro do círculo 
até P? 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


Encontre a fórmula para a área A de um setor circular em ter- 
mos de seu raio r e do comprimento de arco s. 


Como mostra a figura abaixo, um cone circular reto é feito de 
um pedaço de círculo de papel de raio R retirando um setor de 
ângulo 8 e colando as bordas da parte restante. Encontre 

(a) o raio r da base do cone em termos de R e O 

(b) a altura h do cone em termos de R e 6 


Figura Ex-37 


Como mostra a figura abaixo, sejam r e L o raio da base e a 
altura inclinada de um cone circular reto. Mostre que a área da 
superfície lateral § do cone é S = xrL. [Sugestão: Como mos- 
trado na Figura Ex-37, a superfície lateral do cone torna-se um 
setor circular quando cortada ao longo de uma reta a partir do 
vértice até a base e tornada uma figura plana.] 


Figura Ex-38 


Dois lados de um triângulo têm comprimentos de 3 cm e 7 cm 
e formam um ângulo de 60º. Encontre a área do triângulo. 


Seja ABC um triângulo cujos ângulos em A e B são 30º e 
45º. Se o lado oposto ao ângulo B tem comprimento igual a 
9, encontre os comprimentos dos lados restantes e o ângulo 
em €. 


Uma escada de 10 pés apoiada em uma casa faz um ângulo de 
67º em relação ao solo. Qual é a distância do topo até o chão? 
Expresse sua resposta até o décimo de pé mais próximo. 


De um ponto ao nível do chão a 120 pés de um prédio, o ângulo 
de elevação até o topo do prédio é de 76º. Encontre a altura do 
prédio e expresse sua resposta até o pé mais próximo. 


Um observador ao nível do chão está a uma distância d de 
um prédio. Os ângulos de elevação até as bases das janelas 
do segundo e terceiro andares são q e 8, respectivamente. 
Encontre a distância h entre as bases das janelas em termos 
de g, Bed. 


De um ponto ao nível do chão, o ângulo de elevação ao topo de 
uma torre é œ. De um ponto que está d unidades mais perto da 
torre, o ângulo de elevação é 8. Encontre a altura h da torre em 
termos de «, $ e d. 
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45-46 Não use calculadora nestes exercícios. E 


45. Secos 0 = Z e0 <90 < x/2, obtenha 
(a) sen 20 (b) cos 20 


46. Se tg æ =Ẹe tg £ = 2, onde 0 < œ < 7/2 e 0 < $ < 7/2, obtenha 
(a) sen (œ — p) (b) cos (a + £) 


47. Expresse sen 30 e cos 30 em termos de sen 0 e cos 6. 


48-58 Deduza as identidades dadas. E 
cos 9 sec 6 


48. ———— =cos0 
1+tg?0 
0 tgo 0 
A CR 
tgo 


50. 2 cossec 20 = sec 0 cossec 0 51. tg + cotg 0 = 2 cossec 20 
sen20 cos20 
sen 0 cos O 


52. = sec0 


53. sen + cos 20 — 1 =tô 
cos6 — sen 26 


54. sen 30 + sen 0 = 2 sen 20 cos 6 


55. sen 30 — sen 0 = 2 cos 20 sen 0 


0 l= [o 0 [o 
= cos 57. g? = sen 


56. tg- = ————— = — 
87 sen 6 2 1 + cos6 


58. cos (5 o) H cos ($ 0) cos O 


59-60 Estes exercícios referem-se a um triângulo arbitrário ABC, 
no qual o comprimento do lado oposto a A é a, o comprimento do 
lado oposto a B é b, e o comprimento do lado oposto a C é c. E 


59. Prove: A área de um triângulo ABC pode ser escrita como 
área = tbc sen A 


Encontre duas outras fórmulas análogas para a área. 


60. Prove a lei dos senos: Em qualquer triângulo, as razões dos 
lados para os senos dos ângulos opostos são iguais; isto é, 


a b c 


sen À sen B sen C 


61. Use as identidades (34) até (37) para expressar cada uma das 
seguintes expressões em termos de sen 6 ou cos 0. 


(a) sen (5 + o) (b) cos (5 + o) 


(o) (7 o) d) (Z+ 
c) sen z7 (d) cos EA 


62. Deduza as identidades (38) e (39). 


63. Deduza a identidade 
(a) (47) (b) (48) (c) (49). 


64. SeA=a+BeB=a- p,entãoa = (A+ B)eB = į (A — B) 
(verifique). Use esses resultados e as identidades (47) até (49) 
para deduzir a identidade 


(a) (50) (b) (52) (e) (53) 
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65. 
66. 


67. 
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Substitua 8 por — 8 na identidade (50) para deduzir (51). 
(a) Expresse 3 sen q + 5 cos a na forma 
C sen (a + q) 
(b) Mostre que uma soma da forma 
Asena + Bcosa 
pode ser reescrita na forma C sen (a + q). 


Mostre que o comprimento da diagonal do paralelogramo na 
figura abaixo é 


d = V'a? + b? +2abcos6 


a Figura Ex-67 


68-69 Encontre o ângulo de inclinação da reta com inclinação m até 
o grau mais próximo. Use um recurso gráfico quando necessário. EB 


68. (a) m=} b) m=-1 
(c) m=2 (d) m=—57 

69. (a) m=—5 (bì) m=1 
(co) m=—2 (d) m=57 


70-71 Encontre o ângulo de inclinação da reta até o grau mais pró- 
ximo. Use um recurso gráfico quando necessário. EH 


70. (a) 3y=2— 3x (b) y—-4x+7=0 
71. (a) y=3x+2 (b) y+2x+5=0 


RESOLUÇÃO DE 
EQUAÇÕES POLINOMINAIS 


Vamos supor, neste apêndice, que o leitor saiba dividir polinômios e usar o algoritmo de 
Briot-Ruffini. Se for necessário revisar essas técnicas, o leitor deve procurar um livro 
de Algebra. 


E UMA BREVE REVISÃO DE POLINÔMIOS 

Lembre que, se n for um inteiro não negativo, então um polinômio de grau n é uma função 
que pode ser escrita nas formas a seguir, dependendo de querermos as potências de x em or- 
dem crescente ou decrescente: 


Co H cx Hex + te (450) 
Grae + Ea! +--+ cix + co (Cn Ca 0) 


Os números co, cy,...., Cn São denominados coeficientes do polinômio. O coeficiente c, (que 
multiplica a potência mais alta de x) é chamado de coeficiente dominante, o termo cx” é co- 
nhecido como termo dominante e o coeficiente cy é o termo constante. Os polinômios com 
graus 1, 2, 3, 4 e 5 são chamados de linear, quadrático, cúbico, quártico e quíntico, respecti- 
vamente. Por simplicidade, os polinômios gerais de grau baixo são, frequentemente, escritos 
sem os subscritos nos coeficientes: 


P®=a 
p(x)=ax+b (a 0) 
p(x) =ax?°+bx+c (40) 
p(x) =ax? +bx?+cx+d (a#0) 


Quando tentamos fatorar completamente um polinômio, uma de três coisas pode ocorrer: 
e Pode ser que consigamos decompor o polinômio em fatores lineares distintos, usando 
somente números reais, como no exemplo a seguir: 
L HL 2x = x H x o ț 2) = xla o Dx +2) 
e Pode ser que consigamos decompor o polinômio em fatores lineares, usando somente 
números reais, mas alguns dos fatores podem ser repetidos; por exemplo: 
X — 3 + 2 = PE — ț 3x + 2) = La o Dx—2) (1) 
e Pode ser que consigamos decompor o polinômio em fatores lineares ou quadráticos, 
usando somente números reais, porém não somos capazes de decompor os fatores qua- 


dráticos sem usar números imaginários (tais fatores quadráticos são chamados de irre- 
dutíveis sobre os números reais); por exemplo: 


é-1=(E- DNE D= a- D+ D+ 1) 
=(x— Da + Dx- x + Ù 


Aqui, o fator x? + 1 é irredutível sobre os números reais. 


C2 Apêndice C Resolução de equações polinominais 


Em geral, se p(x) for um polinômio de grau n com coeficiente dominante a e se forem 
permitidos números imaginários, então p(x) pode ser fatorado como 


px) = aQ = ra = r2) +: Œ= Fn) (2) 


onde r1, r2,..., Fn São denominados zeros de p(x) ou raízes da equação p(x) = 0 e (2) é denomi- 
nada fatoração linear completa de p(x). Em (2), se algum dos fatores for repetido, então eles 
podem ser combinados; por exemplo, se os k primeiros fatores forem distintos e os restantes 
forem repetições dos k primeiros, então (2) pode ser expressa como 


p) = a(x — ri)™ (x — rm)... (x — nm) (3) 


onde r1, 12,..., rg são as raízes distintas de p(x) = 0. Os expoentes mı, mp,..., my mostram 
quantas vezes os vários fatores ocorrem na fatoração completa; por exemplo, em (3) o fator 
(x — rı) ocorre mı vezes, (x — 12) ocorre m vezes e assim por diante. Algumas técnicas para 
fatorar polinômios são discutidas adiante neste apêndice. Em geral, se um fator (x — r) ocor- 
rer m vezes na fatoração completa de um polinômio, dizemos que r é uma raiz ou um zero 
com multiplicidade m, e se (x — r) não repetir (isto é, tem multiplicidade 1), dizemos que r é 
uma raiz ou zero simples. Por exemplo, temos a partir de (1) que a equação x — 3x* + 2º = 0 
pode ser expressa como 


Cx (x+9)=0 (4) 
de modo que essa equação tem três raízes distintas: x = O com multiplicidade 3, x = 1 com 
multiplicidade 2 e uma raiz simples x = —2. 

Observe que em (3) a soma da multiplicidade das raízes deve ser n, pois p(x) tem grau 
n; isto é, 


mtm+-+m=n 


Por exemplo, em (4) as multiplicidades somam 6, que é o grau do polinômio. 

Segue de (2) que um polinômio de grau n pode ter, no máximo, n raízes distintas; se to- 
das as raízes forem simples, então haverá exatamente n; no caso de repetição, teremos menos 
do que n. Porém, na contagem das raízes de um polinômio é padrão contar as multiplicidades, 
pois essa convenção nos permite dizer que um polinômio de grau n tem n raízes. Por exem- 
plo, a partir de (1) as seis raízes do polinômio p(x) = xº — 3x! + 2x são 


r=0, 0, 0, 1, 1, —2 


Resumindo, temos o seguinte teorema importante. 


C.1 TEOREMA Se forem permitidas raízes imaginárias e se as raízes forem contadas 


de acordo com suas multiplicidades, então um polinômio de grau n terá exatamente n 
raízes. 


E OTEOREMA DO RESTO 


Quando dois inteiros positivos são divididos, eles podem ser expressos como o quociente 
mais o resto sobre o divisor, onde o resto é menor que o divisor. Por exemplo: 


17 2 
Se multiplicarmos essa equação por 5, obtemos 
17=5:3+2 


que estabelece que o numerador é o divisor vezes o quociente mais o resto. 
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O seguinte teorema, que daremos sem prova, é um resultado análogo para divisão de 
polinômios. 


C.2 TEOREMA Se p(x) e s(x) forem polinômios, e se s(x) não for o polinômio zero, en- 
tão p(x) poderá ser expresso como 


P) = sq) + rŒ) 


onde q(x) e r(x) são o quociente e o resto que resultam quando p(x) for dividido por s(x); 
além disso, ou r(x) é o polinômio zero ou o grau de r(x) é menor do que o grau de s(x). 


No caso especial em que p(x) for dividido por um polinômio de primeiro grau da forma 
x — c, o resto deve ser alguma constante r, pois ou é zero ou tem grau menor do que 1. Assim, 
o Teorema C. 2 implica que 


px) = (x — c)g(0) +r 


e isso, por sua vez, implica que p(c) = r. Em suma, temos o seguinte teorema. 


C.3 TEOREMA (Teorema do Resto) Se um polinômio p(x) for dividido por x — c, então 


o resto é p(c). 


> Exemplo 1 De acordo com o Teorema do Resto, o resto da divisão de 
pœ) = 2x2 + 3x2 — 4x — 3 
por x + 4 deve ser 
p4) = X4} + 3(—4)}? —4(—4) -3 = —67 
Mostre que é isso o que acontece. 


Solução Por divisão 


2x? 43x] —4x—-3|x+4 


2x) +8x? 2x? —- 5x +16 
-5xº -4x 
-5x — 20x 
16x-3 
16x +64 
— 67 


o que mostra que o resto é —67. 


Solução alternativa Como estamos dividindo por uma expressão da forma x — c (onde 
c = —4), podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini em vez da divisão. Os cálculos são 


= às 8 A 3 


—8 20 —64 
2 —5 16 —67 


mostrando, novamente, que o resto é — 67. «4 


C4 Apêndice C Resolução de equações polinominais 


E OTEOREMA DA FATORAÇÃO 

Fatorar um polinômio p(x) é escrevê-lo como um produto de polinômios de graus menores, 
chamados de fatores de p(x). Para s(x) ser um fator de p(x), não pode haver resto quando p(x) 
for dividido por s(x). Por exemplo, se p(x) puder ser fatorado como 


pæ) = sq) (5) 
então, 
PO) 
o q(x) (6) 


logo, dividindo p(x) por s(x), obtemos um quociente q(x) e nenhum resto. Reciprocamente, (6) 
implica (5), logo s(x) é um fator de p(x) se não existir resto quando p(x) for dividido por s(x). 

No caso especial em que x — c for um fator de p(x), o polinômio p(x) pode ser expresso 
como 


plo) = (x — oq) 


o que implica p(c) = 0. Reciprocamente, se p(c) = 0, então, pelo Teorema do Resto, x — c é 
um fator de p(x), uma vez que o resto é zero quando p(x) for dividido por x — c. Esses resul- 
tados estão resumidos no seguinte teorema. 


C.4 TEOREMA (Teorema da Fatoração) Um polinômio p(x) tem x — c como um fator 


se, e somente se, p(c) = 0. 


Segue desse teorema que as afirmações abaixo todas dizem a mesma coisa de diferentes 
maneiras: 


e x— c é um fator de p(x) 

ep()=0 

e c é um zero de p(x) 

e c é uma raiz da equação p(x) = O 

e c é uma solução da equação p(x) = O 


e c é um corte no eixo x de y = p(x) 


> Exemplo 2 Confirme que x — 1 é um fator de 
pœ) = — 3x2 — 13x + 15 
dividindo p(x) por x — 1 e verificando que o resto é zero. 


Solução Por divisão 


x? —-3xº-13x-15 |x—1 


Ñ$- x -2x-—15 
-2xº-13x 
2x) +2x 
—15x+15 
—15x +15 
0 


o que mostra que o resto é zero. 
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Solução alternativa Como estamos dividindo por uma expressão da forma x — c, pode- 
mos usar o algoritmo de Briot-Ruffini. Os cálculos são 
1] 1 =3 -13 15 
1 -2 —15 
1 —2 —15 0 


o que confirma ser zero o resto. <4 


E USANDO UM FATOR PARA ENCONTRAR OUTROS FATORES 
Se x — c for um fator de p(x), e se q(x) = p(x) / (x — c), então 


plo) = (x — oq) (7) 


logo, os fatores lineares adicionais de p(x) podem ser obtidos fatorando-se o quociente q(x). 


> Exemplo 3 Fatore 
Pp) = — 3x? — 13x + 15 (8) 
completamente em fatores lineares. 


Solução No Exemplo 2, mostramos que x — 1 é um fator de p(x) e também vimos que 
pœ) Mx — 1) =x? — 2x — 15. Assim, 


X — 3x2 — 13x + 15 = (x — 1) &@ — 2x — 15) 
Fatorando-se por inspeção xº — 2x — 15, obtemos 
X — 3x2 — 13x + 15 = (x — 1) (x — 5) (x + 3) 


o que é a fatoração linear completa de p(x). <4 


E MÉTODOS PARA ENCONTRAR RAÍZES 
Uma equação quadrática geral ax? + bx + c = 0 pode ser resolvida através da fórmula qua- 
drática, que expressa a solução da equação em termos dos coeficientes. Versões dessa fórmula 
eram conhecidas desde os tempos da Babilônia, e no século XVII foram obtidas fórmulas 
para a solução de equações cúbicas e quárticas gerais. Porém, tentativas de encontrar fórmu- 
las para a solução de equações gerais de quinto grau ou com grau maior foram infrutíferas. 
A razão para isso ficou clara quando, em 1829, o matemático francês Evariste Galois (1811- 
1832) provou que é impossível expressar a solução de uma equação geral de quinto ou maior 
grau em termos de seus coeficientes usando operações algébricas. 

Hoje, temos poderosos programas de computação para encontrar os zeros de polinô- 
mios específicos. Por exemplo, leva somente alguns segundos para um CAS (p. ex., Mathe- 
matica ou Maple) mostrar que os zeros do polinômio 


p(x) = 10x! — 23x — 10x? + 29x + 6 (9) 


e x=2 (10) 


= 
Ta 


x=-1, x= -:, 
Os algoritmos usados por esses programas para encontrar os zeros, inteiros ou racionais, caso 
existam, de um polinômio estão baseados no teorema a seguir, o qual é provado em cursos 


avançados de Álgebra. 
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C.5 TEOREMA Suponha que 


pŒ) = Cox” = Ea Her CIX F Co 


seja um polinômio com coeficientes inteiros. 
(a) Ser for um zero inteiro de p(x), então r deverá ser um divisor do termo constante co. 


(b) Se r = alb for um zero racional de p(x), onde todos os fatores comuns de a e de b fo- 
ram cancelados, então a deverá ser um divisor do termo constante co, e b deverá ser 
um divisor do coeficiente dominante c,. 


Por exemplo, em (9), o termo constante é 6 (que tem por divisores +1, +2, +3 e +6) e o co- 
eficiente dominante é 10 (que tem por divisores +1, +2, +5 e +10). Assim, os únicos zeros 
inteiros possíveis de p(x) são 


+l, +2, E3; +6 


e os únicos zeros racionais não inteiros possíveis são 


1 1 1 
+1, plo +4 


2 3 3 3 
w t5 t3 És, +ý 


6 
10º Es 


Usando um computador, é simples calcular p(x) em cada um desses números e mostrar que 
seus únicos zeros são os números dados em (10). 


> Exemplo 4 Resolva a equação x? + 3x? — 7x — 21 = 0. 
Solução As soluções da equação são os zeros do polinômio 
p(x) = X +3xX-— 7x21 


Vamos procurar, primeiro, pelos zeros inteiros. Como todos esses zeros devem dividir o ter- 
mo constante, as únicas possibilidades são +1, +3, +7 e +21. Substituindo esses valores em 
p(x) (ou usando o método do Exercício 6), obtemos que x = —3 é um zero inteiro. Isso nos 
diz que x + 3 é um fator de p(x), que pode ser escrito como 


L +32- 7x—-21=(x+ 3) q(x) 


onde q(x) é o quociente da divisão de x? + 3x? — 7x — 21 por x + 3. Deixamos a cargo do 
leitor mostrar, efetuando a divisão, que q(x) = x? — 7; logo 


+33) Ix- UGANDA ND — 7) 


o que nos diz que as soluções da equação dada são x = 3, x = V7 ~X 2,65 e x = -V1 ~x 
—2,65. 4 


EXERCÍCIOS APÊNDICE C [E] CAS 


1-2 Encontre o quociente q(x) e o resto r(x) que resulta da divisão 3-4 Use o algoritmo de Briot-Ruffini para encontrar o quociente 
de p(x) por s(x). E q(x) e o resto r(x) que resulta da divisão de p(x) por s(x). E 
1. (2) pœ) =x +32 — 5x+10; sx) =x- x+2 3. (a) pœ =32 — 4x- 1; sx)=x-2 
b) pœ = 6x +102 +5; s&)=3x2-— 1 b) po =x- 5+4; s()=x+5 
(c) px) =ó+0+5 (O=2+x (c) px) =x- l; (=x-1 
2. (a) pŒ = 24- 38 ++ 5L +27; sj=7-x+41 4. (a) pœ) =28 -x2 -—2x+1; sx)=x-—1 
b) pœ = 2x + 5x — 4e + 8L l; s= 2al b) pO = 22+ 38 17-29; s(x 


©) pœ) = 5x +42 HS; sa) +1 (O) pw =x +1; sx)=x-1 


10. 


Seja p(x) = 2x! + x? — 3x? + x — 4, Use o algoritmo de Briot- 
-Ruffini e o Teorema do Resto para encontrar p(0), p(1), p(—3) 
e p(7). 


Seja p(x) o polinômio do Exemplo 4. Use o algoritmo de Briot- 
-Ruffini e o Teorema do Resto para calcular p(x) em x = 1, 
+3,47 +21, 


Seja p(x) = xX? + 4x? + x — 6. Encontre um polinômio q(x) e 
uma constante r tais que 

(a) p= e-q) +r 

(b) pO)= (+ Dg0)+r 


Seja pœ) = xº — 1. Encontre um polinômio p(x) e uma cons- 
tante r tais que 

(a) pO)= («+ Dq) +r 

(b) pO)=(— Dag) +r 


Em cada parte, faça uma lista de todos os possíveis candidatos 
a zeros racionais de p(x). 

(a) pœ) = x +30 —-x+24 

(b) pœ) = 3x4 — 2x2 + 7x — 10 

©) pa) =x” — 17 


Encontre todos os zeros inteiros de 


pœ) = 2º + 5x 16x4 — 15x — 12x? — 38x — 21 


11-15 Fatore completamente os polinômios. E 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 


pa) =%-— 22 —x+2 
pa) =3 +x — 12x — 4 
pP) =f + 10 + 36x + 54x + 27 
PO = 22 +e 33x9 

4 — 34x? 


45x — 18 


po) = + 4x 


Apêndice C 


o 


16. 


C7 


Resolução de equações polinominais 


Para cada uma das fatorações obtidas nos Exercícios 11 a 15, 
verifique suas respostas usando um CAS. 


17-21 Encontre todas as soluções reais das equações. M 


17. 
18. 
19. 
20. 
21. 


23. 


24. 


26. 


27. 


22. 


25. 


L ++3+4x+12=0 
2%) — 5x2 — 10x+3=0 

3X + 14 + 14x — 8x —- 8=0 
2% — 2 — 142 —- 5x+6=0 
2-2! — 62 + 5x 48x+12=0 


Para cada uma das equações resolvidas nos Exercícios 17 a 21, 
verifique sua resposta usando um CAS. 


Obtenha todos os valores de k para os quais x — 1 é um fator do 
polinômio p(x) = KX — 7kx + 10. 


Será x + 3 um fator de x! + 2187? Justifique sua resposta. 


Uma fatia com 3 cm de espessura é cortada de um cubo, dei- 
xando um volume de 196 cm?. Use um CAS para encontrar o 
comprimento de um lado do cubo original. 


(a) Mostre que não há nenhum número racional positivo que 
exceda seu cubo por 1. 

(b) Existe algum número real que exceda seu cubo por 1? Jus- 
tifique sua resposta. 


Use o Teorema da Fatoração para mostrar cada uma das se- 

guintes afirmações. 

(a) x — y é um fator de x” — y” com qualquer valor inteiro po- 
sitivo de n. 

(b) x + y é um fator de x” — y” com qualquer valor inteiro po- 
sitivo par de n. 

(c) x + y é um fator de x” + y” com qualquer valor inteiro po- 
sitivo ímpar de n. 


Esta página foi deixada em branco intencionalmente. 


RESPOSTAS DOS 


EXERCÍCIOS ÍMPARES 


Blog “0 
Ciências Exatas 


Ebooks completos para download em formato PDF 


By kmz 


> Exercícios 0.1 (página 12) 
1. (a) —2,9; —2,0; 2,35;2,9 (b) nenhum (c) 0 (d) —175<x<2,15 


33. 


(a) r=34;h= 13,8 
(b) mais alto 


(e) Ymax = 2,8 em x = —2,6; Ymin = —2,2 em x = 1,2 (©) r% 3,1 cm; h ~% 16,0 cm; C ~ 4,76 centavos 
3. (a) sim (b) sim (c) não (d) não 35. (i) x=1,—2 (ii) g(x) =x + 1, todo x 
5. (a) 1999, em torno de $47.700 (b) 1933, $41.600 (c) primeiro ano 37. (a) 25°F (b) 13°F (c) 5°F 39. 15°F 
7. (a) —2; 10; 10; 25; 4;27? —2 (b) 0; 4; —4; 6; 2V2; fB) = 1/80 

com ż > 1 ef3t) = 6tcomt < 1 E E 
9. (a) domínio: x # 3; imagem: y 0 (b) domínio: x + O; imagem: » Exercícios 0.2 (página 24) 

(-1,1) (e) domínio: x <—30ux > 43; imagem: y > 0 1. (a) (b) y 


(d) domínio: —% < x < +%; imagem: y > 2 
(e) domínio: x £ (2n + mn 0, +1, +2, . . . ; imagem: y > i 
(f) domínio: —2 < x < 2 ou x > 2; imagem: 0 < y< 2ouy > 2 


11. (a) não; nascimentos e mortes (b) decresce por 8 horas, dá um salto x 
para cima e se repete 1 2 3 
13. h 
(c) (d) 
t 
3. (a) Ay 
15. função: y = 25 — x? 1f = 
1 inda | VOCE, SER SO zÍ 123 
O fd, Dexss il 
19. Falso; por exemplo, o gráfico da função f(x) = x? — 1 cruza o eixo x em 
X= El; (c) Ay (d) 
21. Falso; a imagem também inclui 0. 
23. (a) 24 (b) nenhum (ce) x<2;4<x (d) ymin= —1; nenhum ça 
máximo -1 123 
25. h=L(1- cos 6) = 
1— 2x x<0 
2 ; 
27. TOD AN E0 bj gadi, 0<x<1 5. 20 
4x+1, x>0 
2x — 1, x>1 -8 6 
29. (a) V= (8 — 2x) (15 — 2x)x 31. (a) L=x+ 2y 
(b) 0O<x<4 (b) L = x + 2000/x 
(©) 0 < V < 90, aproximadamente (©) 0<x< 100 
v (d) x~ 45 m, y %22 m —100 
80 L r i 
E 3 i 2 
60 300 
250 
40 200 
20 150 
x 100 -2 12 
12 3 4 ao 0 32 
20 40 60 80 100 e 0 


(d) V parece ter um máximo 
emx= 1,7. 


R2 Respostas dos exercícios ímpares 


13. 10 15. 12 
0 $ -4 2 
—10 —8 
17. 19. 6 
-1,5 25 
0 
21. 23: 4 
—3 1 
0 
25. (a) 
0, x<0 
bys a x>0 


27. 34x = L> ky4yx=1 z> 1; 2-2 2,1 
29. (a) 3 (b) 9 ()2 (d2 (© vV2+h (É B+HA3+HI 
31. 1- x, x < 1;4y1-— x2, |x| <1 

1 1 1 1 
A 2:56 pe Xx*0,1 

1-2x 2 2x 2 

37. (a) g(x) = VÍ, ho)=x+2 (b) 8%) = |x], h=- 3x5 
39. (a) g) =x, h(x) =senx (b) gx) = 3/x, hx) = 5 + cos x 
41. (a) gŒ) = xX, hx) = 1 + sena) 

b) g) = Vx, ha) = 1- Jx 


35. xº41 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 

43. Verdadeira; ver Definição 0.2.1 
45. Verdadeira; ver Teorema 0.2.3 e a definição de função par que segue. 
47. 49. 


y 


»=f(g0)) 


51. +1,5;42 53. 6 +3h,3w+3x 55. 
57. f= nenhum dos dois, g = ímpar, h = par 
59. (a) (b) y 


63. (a) par (b) ímpar (c) par 


(c) 61. (a) par (b) ímpar 


(d) nenhum (e) ímpar (f) par 


67. (a) eixo y 69. 2 
(b) origem 
(c) eixo x, eixo y, origem 
3) 13 
—2 
71. y 73. (a) 
1 
x (b) 
75. sim; fx) = xX, gax) = 


»> Exercícios 0.3 (página 35) 
1. 


(a) y=3x+b (e) 


(a) y=mx+2 (e) 


y=1,5x+2 
(b) y=—x+2 y=-x+2 
` y=x+2 
9= : 
j= da 7 Cortes com eixo y 
9— x representam valor 
atual do item sendo 
depreciado 
10 
(a) inclinação: —1 (b) corte no eixo y: y = — 1 
y=-x+3,5 y 
y=-x+3 4 y=-15x-1 
y=-x+2 4 


J==r 
y=-x-1 


(c) passa por (—4, 2) 
y=-1,5(x+4) Wa 


y=-(x+4)+2 


y=2,5(x+4)+2 


(d) corte no eixo x: x = 1 11. (a) VI 
) (b) IV 
(c) HI 
(d) V 
(e)I 
(E) TI 
13. 0 
2 
—2 [= 2 
-30 —60 
(b) 4 4 
(c) 2 1,5 
15. 
17. (a) 8 (b) 80 


Respostas dos exercícios ímpares R3 


(c) 10 (d) 40 


—50 —40 
19. y=@œ+1%-1 


21. (a) newton-metro (N-m) (b) 20 Nm 
©] va | 025 0,5 1,0 1,5 2,0 


P (N/m?) | 80 x 10° | 40x 10° | 20x 10° | 13,3 x 10° | 10 x 10° 


(d) P(N/m?) 


30 
V (mò) 
25 
23. (a) k= 0,000045 N-m? (c) F 
(b) 0,000005 N 1055 


(d) A força torna-se infinita; 
a força tende a zero. 


= 


S 10 
As respostas das questões Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
25. Verdadeiro; ver Figura 0.3.2(b). 
27. Falso; a constante de proporcionalidade é 2 - 6 = 12. 
29. (a) I;y=1,x=—1e2 (b) Ly=0,x=-2e3 (c) IV;y=2 
(d) M; y = 0, x= —2 
31. (a) y= 3 sen (x/2) (b) y=4cos2x (e) y= —5 sen 4x 
33. (a) y=sen[x+(7/2)] (b) y= 3 + 3 sen (2x/9) 
(O y=1+2sen (2x 2 5) 
35. (a) amplitude = 3, período = 7/2 (b) amplitude = 2, período = 2 
3 2 


-3 - 
(c) amplitude = 1, período = 47 

3 
01 87 

0 


We = as sen (2m + arc tg z) 


R4 Respostas dos exercícios ímpares 


> Exercícios 0.4 (página 48) 


1. (a) sim (b) não (c) sim (d) não 
3. (a) sim (b) sim (c) não (d) sim (e) não (f) não 
5. (a) sim (b) não 
7. (a) 8,-1,0 9. (x +6) 
(b) [-2, 2], [-8, 8] 1. YE rp 
(e) y 13. —v3/x 
15 E —x, x>1/2 
“UA, 0<x<1/2 
17. x!/4— 2 comx> 16 


19. >(3 — x) comx <0 


E 2 =r 
21. (a) f(x) 2 b + ybż — 4a(c — x) 
2a 
S A "SOEN = 
(b) Fa b b - 4a(c — x) 
a 
il 4 
23. (a) y= (6,214 x10%x (b) x= DA 


(c) quantos metros em y milhas 
25. (b) simetria em torno da retay =x 27. 10 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
31. Falso; f~!(2) = 2 


33. Verdadeiro; ver Teorema 0.4.3. 
35 433 55 


"5315141314 
37. (a) O<x<m (b) -l<xx<l 
(d) =% <x<+o 39. É 


(©) —-m7/2<x<7/2 


1 vV1— x? Vx2—1 1 
41. (a) AF (b) z (c) z (d) ai 
43. (b) AY 
* 
> 
T 
“2 


45. (a) x= 2,76258 rad 
47. (a) 0,25545, erro 


(b) 06=217,59º 
(b) |x| < sen 1 


49. (a) arc tg (x) arc cossec (x) 
Ay Ay 
is espia 2 
Na ayi k 
m 
2 e e | NES 23 
x 
; x 
-2-1 |1 2 2 


(b) arc cotg x: todos os x, 0 < y < 7 

arc cossec x: |x| > 1, 0< |y] < 7/2 
51. (a) 55,0° (b) 33,6° (e) 25,8° 53. (a) 21,1 horas (b) 2,9 horas 
954 :29º 


> Exercícios 0.5 (página 61) 


1. (a) —4 (b) 4 (e) i 3. (a) 2,9690 (b) 0,0341 
5. (a) 4 (b) -5 (01 (d) à 7. (a) 1,3655 (b) 


9. (a) w+5+5 b) s-3r-t 


—0,3011 


11. (a) 1 +logx+żlogœ—3) (b) 21n |x| + 31n sen x — Ing? + 1) 


3 2 
13. 10528 15. n CAD oo 19.8 21.4 
cos x 
23. 35 25.2 im] 29, -2 
2ln5 aa 


31. (a) domínio: (—% , +%); imagem: (—1, +00) 


(b) domínio: x 0; imagem: (—%, +00) 


33. (a) domínio: x £ 0; imagem: (—%, +00) 


(b) domínio: (—%, +%); imagem: (0, 1] 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
35. Falso; as funções exponenciais têm base constante e expoente variável. 


37. Verdadeiro; In x = loge x 39. 2,8777, —0,3174 
41. 3 logo x 43. x~% 1,471; 7,857 
Inx 
logs x 
0 3 
sa log x 
45. (a) não (d) y = (45) 5 
b) y=2 
(0) y=2** 
-1 2 
0 
47. log4 < 0, então 3 log À 3<2 log £ gz 49. 201 dias 


51. (a) 74, básico (b) 4,2, ácido (c) 6,4, ácido (d) 5,9, ácido 
53. (a) 140 dB, causa dano (b) 120 dB, causa dano 

(c) 80 dB, não causa dano (d) 75 dB, não causa dano 
55. 2200 57. (a) =5 x10!8]7 (b) =0,67 


> Capítulo 0 Exercícios de Revisão (página 63) 


3. AT 
70 H—— =m 


1. 


11. 


13. 
17. 
19. 


21. 


27. 


29. 
35. 


37. 


39. 
41. 


(a) C=524(64/0) (b)x>0 9. 
(a) V= (180 — 2x)(150 — x) x cm? 

(b) 0 <x < 90 

(c) 36,4 cm x 113,6 cm x 107,2 cm 


x |-4 |o3|-2|2|0|1|2/31]4 
fœ) 0 

ga) 3 2| 1 |=3 |=-1 j=4 | 4 |-2 | 0 
Goga) 4 

(go fo) | -1 3/4 l4 /2/1/2/0/3 


0,-2 15. 1/(2 — x, x + 1,442 

(a) ímpar (b) par (c) nenhuma das duas (d) par 

(a) círculos de raio 1 centrados na parábola y = x? 

(b) parábolas congruentes a y = x° que se abrem para cima com 
vértices na reta y = x/2 
(a) T 


(b) 11 dejaneiro (e) 122 dias 


.A: (-2m,1-3); B: (37, 1443); C: (3r, 1+ v3); 


D: (57, 1- v3) 
(a) la+ (b) nãohá (e) ime- (d) au 


-1 


1 1 1 2 
È nÁ t m 
O rans ®© e(z 5a < 3n—2 7*7 3n 


@) & (b) É 31. 1055km 33. 15x+2 


3 
(b) T o, T ua 


(b) em torno de 10 anos (e) 220 ovelhas 


(b) 3,654; 332.105,108 

(a) fé crescente (b) as assíntotas de f são x = 0 e x = 7/2; as 
assíntotas de f~! são y = 0 (com x —%) e y = 7/2 (com x +00) 
SP =f&) 


Respostas dos exercícios ímpares R5 


> Exercícios 1.1 (página 77) 


1. (a) 3 b)3 ()3 (d) 3 
3. (a) —1 (b)3 (c) nãoexiste (d) 1 
5. (a) 0 b) 0 (© 0 (d)3 7. (a) -x (b) -o (e) o (d)1 
9. (a) +% (b) +% (c0)2 (d)2 (e)—œ (f) asretasx= —2, 
x=0,%=2 
Merlo | -0,001 | -0,0001 | 00001 | 0,001 | 001 
FG) | 0,99502 | 0,99950 | 0,99995 | 1,00005 | 1,00050 | 1,00502 


Aparentemente, o limite é 1. 
13. (a) E) (b) +œ (c) —o 15. (a) 3 (b) não existe 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
17. Falsa; ver Exemplo 6. 
19. Falsa; os limites laterais também devem ser iguais. 
21. 23. 


25: i y 27. y=—2x—1 
4 29. y=4x—3 
|] 
| 

£3 E 1 
| 2 
| 
il -4 


31. (a) comprimento do bastão em repouso (b) 0. À medida que a 
velocidade tende à da luz, o comprimento do bastão tende a zero. 


> Exercícios 1.2 (página 87) 
1. (a) —6 (b)13 (c) -8 (d) 16 (e)2 (f) -4 

3.6 5.4 7.4 9-5 11. -3 13.5 15. +% 

17. não existe 19. —o 21. +% 23. não existe 25. + 

27. +% 29.6 31. (a)2 (b)2 (œ 2 

As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

33. Verdadeira; isso é o Teorema 1.2.2(a) 
35. Falsa; ver Exemplo 9 37. 1 
39. (a) 3 (b) 


41. (a) O Teorema 1.2.2(a) não pode ser aplicado 


1a -1 
(b) lim = lm [É == 43. 
x x? x>0+ \ x2 


x>0+ 
45. O limite à esquerda e/ou à direita pode ser +; ou o limite pode existir 
e ser igual a qualquer número real predeterminado. 


> Exercícios 1.3 (página 96) 
1. (a) -o (b)+o 3. (a)0 (b) —1 


5. (a) —12 (b) 21 (© —15 (d) 25 ()2 ($ -2 (g)0 
(h) não existe 
7. (a) x 0,1 0,01 0,001 0,0001 | 0,00001 | 0,000001 
fŒ) | 1,471128 | 1,560797 | 1,569796 | 1,570696 | 1,570786 | 1,570795 
Aparentemente, o limite é 7/2. (b) 7/2 


R6 Respostas dos exercícios ímpares 


9. —o 11. +% 13.3 15.0 17.0 19.0 21, —1 5. (a) não (b) não (c) não (d) sim (e) sim (f) não (g) sim 

= 7. (a) (b) y 

23. = 25. —v5 27.1//6 29. 3 31.0 33.1 

35. 1 37. —œ 39. e 

As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

41. Falsa; 1” é uma forma indeterminada. O limite é e°. 

43. Verdadeira; considere f(x) = (sen x)/x. 

45. lim n(t)= +%; lim e(t)=c 47. (a) +% (b) —5 
t> +% t= +% 


(d) 


51. (a) não (b) sim; tg x e sec x em x = nz + 7/2 e cotg xe cossec x em 
= min= O, EE 

55. +% 57. +œ 59.1 6l.e 

65. (a) v (b) c= 190 

(c) É a velocidade terminal do 


paraquedista. 


(b) Um segundo pode 


o— custar 1 dólar. 
25 t o—e 


10 20 30 40 50 o9 
67. (a) e (Je 69%. x+2 71. 1—x? 73. senx o= 


D Exercícios 1.4 (página 106) p= E =» 
1. (a) x|<0,1 (b) |x— 3] < 0,0025 (e) |x— 4| < 0,000125 
3. (a) xo = 3,8025, xı = 4,2025 (b) ô= 0,1975 


11. nenhum 13. nenhum 15. —1/2,0 17. —1,0,1 19. nenhum 
21. nenhum 


= PAA A , = E As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
11. 8= 0.05 economizar espaço. 
? 23. Verdadeira; a composição de funções contínuas é contínua. 
25. Falsa; sejam fe g as funções do Exercício 6. 
27. Verdadeira; f(x) = f09)- fQ) 
0,9 11 29. (a) k=5 (b)k=ł 31. k=4,m=5/3 
1,9 


33. (a) Ay b) 4y 
13. 8 = 8,001 — 2 ~ 8,332986 - 1075 15. &= 1/505 = 0,000198 É i 


17. 8=1 19. 8=le 21. 8=6/2 23, 8=e 25. 8=€ A Ba 
29. (b) 65 (e) €/65; 65; 65;€/65 31. 8= min (1, že) 
33. â= min(4, $) 35. 8= 2e ° 


39. (a) 10 (b) 99 (e) —10 (d) —101 


X X 
iu d a o-/ES ! o 4 > 
£ £ E i 35. (a) x= 0, não removível (b) x= —3, removível 
43. 10 45.999 47. -202 49. -57,5 51. N= T (c) x = 2, removível; x = —2, não removível 
53. N= 5 11 55. N= (14 2/62 37. (a) x= }, não removível; 
2 De em x = —3, removível 

57. (0) kl <5 b) x- 1l < i (b) (2x — Dx +3) 

© -3< ® l< 
59. 6=1//M 61.8=1/M 63. 8 = 1/(-M)!* 65. 8=€ 
67. 8=€ 69.6=e 71. (a) 8=-1/M (b) 8=1/M 
73. (a) N=M-1 (b) N=M-1 
75. (a) 0,4ampèr (b) aproximadamente de 0,39474 a 0,40541 45. fx) =1com0 <x < 1,fx)=-—l1coml<x<2 

ampèr (c) de 3/(7,5 + ô) a 3/(7,5 = ô) (d) ôx 0,01870 49. x= —1,25; x= 0,75 51. x= 2,24 


(e) a corrente tende a +%. 


»> Exercícios 1.6 (página 125) 


»> Exercícios 1.5 (página 118) 1. nenhum 3. x=n7,n=0, 
1. (a) não contínua, x=2 (b) não contínua, x = 2 5 t=n1,n=0, EL, 2, 
(c) não contínua, x=2 (d) contínua (e) contínua 7. 2nx + (7/6), 2nx + (57/6), n = 0, +1,2 
(Ê) contínua 9 


à gass 


> 


. [-}. 4] 11. (0,3)e(3,+%) 13. (—%,—1] e [1, +%) 


3. (a) não contínua, x = 1; 3 (b) contínua à 5 
(© não contínua, x=1 (d) contínua 15. (a) senx, x +7x+1 (b) |x|, senx (c) x, cosx, x +1 
a a z 17. 1 19. -7/6 21.1 23.3 25.+% 27.1 
(e) não contínua, x = 3 (£) contínua 3 


29. © 31.0 33.1 35.2 37. nãoexiste 39. 0 


41. (a) 
Ea 4 4,5 4,9 5,1 5,5 6 
FO) | 0,093497 | 0,100932 | 0,100842 | 0,098845 | 0,091319 | 0,076497 
ein do] 1 
Aparentemente, o limite é T- (b) i 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
43. Verdadeira; use o Teorema do Confronto. 
45. Falsa; considere f(x) = arc tg x. 
47. (a) Usando graus em vez de radianos. 
49. k=} 514. (a) 1 60 (1 
53. -m 55.-V2 57.1 59.5 6l. —|x| < xcos(507/x) < |x| 
63. O limite lim, sen(1/x) não existe 

X— 


65. O limite é 0. 


(b) 7/180 


67. 69. (a) A gravidade é mais forte nos 


polos e mais fraca no Equador. 


AS 
9,83 F 


9,82 F 


9,81 F 


(c) 0,739 


15 30/45 60 75 90” 
9,79 
9,78 


b Capítulo 1 Exercícios de Revisão (página 128) 


1. (a) 1 (b) nãoexiste (c) não existe (d) 1 (3 (DO 
@&0 h2 DJ 

3. (a) 0,405 5.1 7. —3/2 9. 32/3 

11. (a) y=0 (b) nãoexiste (c) y=2 13.1 15.3-k 17.0 


19. e? 21. $2.001,60; $2.009,66; $2.013,62; $2.013,75 
23. (a) Um exemplo é 2x/(x — 1). 
25. (a) lim, fx)=5 (b) ô= 0,0045 


27. (a) ô= 0,0025 (b) ô= 0,0025 (ec) ô= 1/9000 

(Alguns valores maiores também funcionam.) 
31. (a) —1,1 (b) nenhum (c) —3,0 33. não; não contínua em x = 2 
35. Considere f(x) = x para x + 0, f0) = 1, a Lb=1,k=0. 


> Capitulo 1 Estabelecendo Conexões (Página 130) 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 
). 
(b) O círculo pela origem centrado em (0, 5). 
(c) O círculo não existe. 


(d) O círculo pela origem centrado em (0, 2). 
(e) O círculo por (0, 1) centrado na origem. 


4. (a) O círculo pela origem centrado em (0, 


n= l= 


(£) O círculo pela origem centrado em (o z5) 
(g) O círculo não existe. 8(0) 


Respostas dos exercícios ímpares R7 


> Exercícios 2.1 (página 140) 


1. (a) 4m/s b) E 5 
84 
2 3 
S2 
EM 
o 
= 0 5 10 15 20 
Tempo (s) 


3. (a) Ocm/s (b) t=0,t=2et=4,2 (c) máximo: t= l; 
mínimo:t=3 (d) —7,5 cm/s 

5. reta com inclinação igual à velocidade 

7. As respostas podem variar. 9. As respostas podem variar. 


11. (a) 2 Db) 0 (e) 4 
(d) 


13. (a) —-} (b) —1 
(d) Ay 


(e) —1/x2 


Secante 
x Tangente 
Ni 2 


Tangente 
(eixo x) 


Secante 


1 
b-2 17. (a) 1 + —— 
(b) (a) NE 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
19. Verdadeira; considere A = x — 1, portanto, x = 1 + he h—>0 equivale a 
x—>1. 


15. (a) 2x9 (b) 3 


21. Falsa; a velocidade é a taxa de variação da posição em relação ao tempo. 
23. (a) 72º F em torno das 16h30 (b) 4º F/h 
(c) —7º F/h em torno das 21h. 


25. (a) primeiro ano (d) Taxa de cresc. (cm/ano) 
(b) 6 cm/ano 40 
(c) 10 cm/ano cerca de 14 anos 30 
20 
10 


t (anos) 


5 10 15 20 


27. (a) 6.400 10 m (b) 160 10 m/s (e) 24/4000 m/s 
(d) 480 10 m/s 29. (a) 720cm/min (b) 192 cm/min 


> Exercícios 2.2 (página 152) 


1. 2;0;-2;—1 5. 7. y=5x—- 16 
3. (b) 3 (0)3 9. 4x, y =4x-— 2 
11. 3x; y=0 


13. = be 3 15. 1/7 
19. 1/0202) 21. 841 
23. ()D DF (OB (DC (JA DE 
25. (a) y (b) 


17. 2x— 1 


R8 Respostas dos exercícios ímpares 


(e) 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
27. Falso;f'(a)=0 29. Falso; por exemplo, f(x) = |x| 


31. (a) /x,1 (b) 2,3 33. —2 
35. y=—2x+ 1 
5 
=a L YN 2 
-3 
37. (b) 
w 1,5 | 1,1 | 1,01 | 1,001 |1,0001 | 1,00001 


[f(w)- fA) Kw — 1) 1,6569 | 1,4355 | 1,3911 | 1,3868 | 1,3863 


To=- JO=JA) 
; pior: 
2-0 3-1 
41. (a) dólares porm (b) o preço por m adicional (e) positivo 
(d) $1.000 
43. (a) F~ 200 lb, dF/do= 50 lb/rad (b) u = —0,25 
45. (a) T= 115º F, dT/dt ~ —3,35°F/min (b) k = -0,084 


1,3863 


39. (a) 0,04, 0,22, 0,88 (b) melhor: 


»> Exercícios 2.3 (página 161) 
1. 28x6 3. 24x7+2 5.0 7. (1x8 +2) 
9. —3x4— 7x 11. 24x? + (1/43) 

/10 
x(1+,10) 

15. 12x(3x? +1) 17.7 19. 2t—1 

27. 0 29. 32t 31. 37r? 

As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

33. Verdadeira; aplique as regras da diferenciação e do múltiplo constante. 


13. f'(x) = ex7! — 
21. 15 23. —8 25.0 


35. Falsa; 4 [fæ] = Af E) 3x] a = 32 
dx x-2 x 
37. (a) 47? (b) 1007 35. y=5x+ 17 
41. (a) 42x—10 (b) 24 (e) 2/ (d) 700x — 96x 
43. (a) —210x78 + 60x? (b) —6x* (e) 6a 
45. (a) 0 49. (1,3) (2,3) 15 
(b) 112 
(©) 360 


0 E 3 
0 


51. y=3xŻ -x-2 53. x=1 
55. (2+43,-6-443), (2- V3, -6 + 443) 


2GmM 
57. —-2m 61. ——s 
F 

65. sim,3 


63. f'(x) > 0 para todo x # O 


-3-2-1 123 
67. não diferenciávellemx=1 69. (a) x= p (b) x=+2 71. (b)sim 


73. (a) n(n— 1)(n—2)-=1 
79. —12/(2x + 1% 


(b) 0 (Oann- 1)(n— Dl 
81. —2/(x + 1} 


> Exercícios 2.4 (página 168) 
1 4x+1 3.4 5. 18 -Sx+12 
7. —15x2— 14x 2 + 48x74 + 32x5 9. 3x 
—3x? — 8x +3 3x? — 8x x3/2 4 10x! +4 — 3x712 
@? + 1)2 T (Bx = 4? (x +3) 
17. AHDE D+ C++ DA 
(x + DA +) 19. 30x +D +2x— 3); 21. É 
23. —29 25.0 27. (a) -4% db) -& 
29. (a) 10 (b) 19 (09 (d) 1 31. -2++/3 33. nenhum 
35. -2 39. FO) =xf0)+2F'(0) 
41. R'(120) = 1.800; aumentando o preço por Ap dólares, a receita aumenta 
por aproximadamente 1.800 Ap dólares. 
43. fO)=-nx "o! 


11. 


> Exercícios 2.5 (página 172) 
1. -4senx+2cosx 3. 4x2senx— 8x cos x 
5. (1 +5 sen x -— 5 cos x)/(5 + sen x)? 7. secxtgx— 2 sec? x 
9. —4 cossec x cotg x + cossec? x 11. sec? x+ sec x tgx 


cossec x 15.0 17 1 19 
` ` d +xtg x)? i 


21. —xsenx+5cosx 23. —4 sen x cos x 
25. (a) y=x (b) y=2x 


2 sen x 


— — x COS X 
1 + cossec x 


(m/D+1 (© y=2x+ (7/2) -1 
29. (a) x 1/2, +37/2 (b) x=-37/2,7/2 
(c) não há reta tangente horizontal (d) x 21, EN, O 


31. 0,087 m/grau 33. 1,75 m/grau 

As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

35. Falsa; pela regra do produto, g'(x) = f(x) cos x + f'(x) sen x. 

37. Verdadeira; f (x) = (sen x)/(cos x) = tg x, então f'(x) = sec? x. 

39. (a) —cosx 41. 3;7;11:.. 

43. (a) todososx (b) todososx (c) x(7/)+nmx,n=0,+1,+2,.. 
(d) x£nmn=0,+H1,+2,.. (e) x # (7/2)+n m,n = 0, +1, +2, ... 
Æ x +nr,n=0, 1, 2,.... (g) x+ (2n + 1) x, n= 0, 1, +2, ... 
(h) xZn7m/2,n=0,+1,+2,... (i) todos os x 


> Exercícios 2.6 (página 178) 
1. 6 3. (a) (2x — 3), 10(2x— 3) (b) 2x% — 3, 10x 
5. (a) —7 (b) -8 7. 370 + 2x) (3x + 2) 


NS 7 24(1 — 3x) 
9. —2[x) — — 3x? 11. 
(: 5) (3 +53) Gx2—2x + 1) 
13 É 15 2 cos ( : ) 17. —20 cos! x sen x 
43x V4 + 3% x x? 
3 
19. — T cos(3/x) sen(3/x) 21. 28x6 sec? (x7) tg) 
x 
A 5 sen(5x) 
` 2N/cos6x) 


25. —3[x + cossec(x? + 3)]J74 [1 — 3x? cossec(x? + 3) cotg + 3)] 
27. 10x sen 5x cos 5x + 3x2 sen? 5x 


1 1 1 
29. —x? se ( Je( ) H 5x4 se ( ) 
x X x 


31. sen(cosx)senx 33. —6 cos?(sen 2x) sen (sen 2x) cos 2x 
3 


35. 35(5x + BG — x) (5x +87 (0 — vx)’ 
Jx 
33(x — 5) 2(2x + 3)? (52x? + 96x + 3) 
37. 
(2x + 1)4 (4x2 — 1)9 


41. 5[x sen 2x + tgt(x7)]4 [2x cos 2x + sen 2x + 28x6 te*(x”) sec?(x7)] 
7 3 

43. y=- 45.y=-1 47. y=8/7x-8m 49. y=5;x—5 

51. —25x cos(5x) — 10 sen(5x) — 2 cos(2x) 53. 41 — x)? 

55. 3 cotg?ð cossec?o 57. m (b — a) sen 2m7w 


2 4-2x? 2 
59. (a) (c) as 
E) 2 =2 2 
= -2 


(D)y-V3= 6-1 3 


Z 


0 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


0 2 


d 1 d í 
61. Falso; pela regra da cadeia, Tx [vy] = LD ; = = Te 


63. Falso; pela regra da cadeia, dy/dx = (—sen[ g(x)]) - g'(x). 

65. (c) f= 1/T (d) amplitude = 0,6 cm, T = 27/15 segundos por 
oscilação, f = 15/(27) oscilações por segundo 

67. 4 6 69. (a) 10 1b/pol?; —2 lb/pol?/milha (b) —0,6 Ib/poP/s 


7. | cosx, O<x< m 


—cosx, —x<x<0 


1 1 1 
73. (a) —— cos — + sen— (b) não existe limite quando x tende a O 
x x x 


75. (a) 21 (b) -36 77. 1/2x 79. 2x 83. fF'EhA Ah E) 


b Capítulo 2 Exercícios de Revisão (página 181) 
3. (a) 2x (b) 4 5. 58,75 pés/s 7. (a) 13 km/h (b) 7 km/h 
9. (a) -2//9-4x (b) 1/4 +12 
11. (a) x= —2, —1,1,3 (b) (—%, 

(e) (—2, —1), (1,3) (d) 4 

13. (a) 78 milhões de pessoas por ano (b) 1,3% ao ano 

15. (a) xcosx+ 2xsenx (c) 4x cos x + (2 — x°) sen x 

17. (a) (6x? + 8x — 17)/Gx +2) (e) 118/(3x + 2} 

19. (a) 2.000 //min (b) 2.500 l/min 21. (a) 3,6 (b) — 0,777778 

23. AD)=0,f(1)=5 25. y= —16x, y = —145x/4 


2), (—1,1), (3, +) 


29. (a) 8x7 — E — 15x74 (b) (2x + 1)!®(1030x? + 10x — 1414) 
X 


(e — D(5x +1) 


31. (a) (b) —3(3x + (3x + 2)/x7 


2/3x+1 
33. x=-2,-42 35. y=+2 
37. x= nr + (7/4), n = 0, +1, 2, ... 39. y = —3x + (1 + 97/4) 


41. (a) 4043 (b) 7.500 


b Capitulo 2 Estabelecendo Conexões (Página 184) __—— 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 

2. ()k=2 (d) h'()=0 

3. DF -ghk+fgonk+f+hoek+fgohok 

1 lá t 
PR f ho fog ht fat 


»> Exercícios 3.1 (página 190) 


= no 3 
1. (a) (6x —y-— 1)/x (b) 4x- 2/2 3. x 1 — 2xy — 3y 


x? +9xy? 
r —y3/2 1 — 2xy? cos(x? y”) 
` x32 ` 2x?ycos(x2y2) 
1- 3y tg ay ? + ysedayl+y) a 8 D 


3(2xy + 1) tg? (xy? + y) sec? (xy? + y) 93 x2 


Respostas dos exercícios ímpares R9 


ro o INA 
(1 + cos y)’ 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
21. Falsa; o gráfico de f só precisa coincidir com uma porção do gráfico da 
equação em x e y. 
23. Falsa; a equação é equivalente a x? = y? e y = |x| satisfaz a equação. 
3 2 2 

25, si asp 27.3 me gy, PA 

2a? — bat a2w 
(© x=-youx=y+1 


35. (a) 


2y? +37 y 


3 
(e) 242/3 43. (6ty2 + t3) cost 


»> Exercícios 3.2 (página 195) 


2 i= 
1. 1/x 3. 1/1 +x) 5. 2x/&4-— 1) 7. EO) 9. 2/x 
ji = 13.1+inx 15. 2xlog,(3 — 2x) 2x? 
; ; nx . 2xlo x 
PRE sa dn 2)G — 27) 
17. 2x(1 + log x) — x/ 0n 10) 19. 1/(xlnx) 21. 2 cossec 2x 
(d + log x)? 
1 3 8x 
23. —— sen(lnx) 25. 2 cotg x/(ln 10) 27. —— + 
x x-1 x2+41 
x 
29. —t —— 
ue 3x? 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


31. Verdadeira; lim — =+% 33. Verdadeira; 1/x é uma função ímpar 
x>0+ x 
3 1 2x 
35. xv1 2|- + 
xvl+x Efra 
g DOVII ax 6x5 -7 
Co x8-7x+45 3028) 20341) x8-7x+5 
1 In2 
39. b 
(a) x(In x)? (b) x (In x)? 


41. y=ex—2 43. y=-x/e 45. y=x/e 47. A(u)= w/2 
51. fo)=In(x+HI) 53.(9)3 (b) -5 55. (a) 0 (b) V2 


> Exercícios 3.3 (página 201) 
1. (b) 1/9 3. —2/x? 5. (a) não (b) sim (e) sim (d) sim 


1 1 
7. 9. 13. 
15y2 i 10y4 JE 3y2 FO) + g(00), KE 


15. 7e” 17. Xe (x+3) 19. 


(e* + e=)? 
21. (sec? x+ tgx) E 23. (1 — 3e )er 


"= 27. 2*ln2 29. mn m) cos x 


e =x 


3x2 —2 1 
31. (x? arj ž lnx +- In? 2| 
x? — 2x x 


t 
33. moel gE + (sec?) Inn) 
xInx 


R10 Respostas dos exercícios ímpares 


na 1 
35. (na) [PE + 
X 


| 37. © + x2 — 4x + De 
x 
39. ((In3)x? + 2x + (In 3x + 1/(2/x))3* 


41. (n4) (3 cosx — e*)4 nxe" 43, 3/V1— 9x2 
2 


1 sec” x 
45. —— = 47.30/1+2º) 49. = — cossec? x 
prix =] tg?x 
e” 1 
51. ——=— +e*arcsecx 53.0 55.0 57. — —=——— 
lx|vx2 — 1 24/x(1 + x) 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
59. Falsa; considere y = Ae”. 


2 2 
65. (3x4 + arc tg y) + y^) 67. (b) 1 = (v3/3) 


61. Verdadeira; use a regra da cadeia. 


d+) —x 
69. (b) y= (88x — 89)/7 
75. P (b) P()-> 100% 


(e) P()=>0 


5 10 15 20 


77. 3 79. In10 81. 127 83. 9,8t; se o fluido não oferecer resistência, 
a velocidade aumenta a uma taxa constante de 9,8 m/s. 


»> Exercícios 3.4 (página 208) 
1. (a) 6 (Db) -5 3. (a) -2 (b) 645 


paid es Atin 
dt dt 


dV dh d 
7. (a) =m(r? +2rh á (b) —207 cm?/s; decrescendo 
dt dt dt 
do sS0/ d d 
9. (a) o (: = y 2) (b); E rad/s; decrescendo 
11 A do 13 l km/h 15. 4.8607 cm?/min 17. m/s 
a i RT s4. b 
19 o 21. 704 pés/ 
= $ és/s 
Jol p 


23. (a) 500 mi, 1.716 mi (b) 1.354 mi; 27,7 mi/min 


25. soa m/min 27. 1257 pés? /min 29. 250 milhas/h 
mx 


a O komin 33. Z kmjs 35. 600,/7 km/h 


37. (a) — 9 unidades por segundo (b) descendo 


=5 +33 
2 


39. —4 unidades por segundo 41. x = + 


43. 4,5 cm/s; afastado 47. do emjs 
mx 


> Exercícios 3.5 (página 217) 
LA(DR)XIHIA-D MDAHAV)XI+3AxX (c) 1,06 


3. (a) 1+ 4x, 0,95; 1,05 17. |x| < 1,692 
(b) Ay 
dy 
dy 1 NAy 
Ay 
—0,1 0,1 
19. |x| < 0,3158 21. (a) 0,0174533 (b) x)=45º (e) 0,694765 


23. 83,16 25. 8,0625 27. 8,9944 29. 0,1 31. 0,8573 


33. 0,780398 37. (a) 0,5,1 


39. 3x? dx, 3X Ax + 3x( Ax} + (AX? 
41. (2x — 2) dx, 2x Ax + (AX) — 2 Ax 
43. (a) (12x? — 14x)dx (b) (—x sen x + cos x) dx 
2-3x 

45. (a) Er dx (b) 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
47. Falsa; dy = (dy/dx) dx 49. Falsa; considere qualquer função linear 
51. 0,0225 53. 0,0048 55. (a) +2m? (b) lado: +1%; área: +2% 
57. (a) oposto: + 0,151 cm; adjacente: + 0,087 cm 

(b) oposto: + 3,0%; adjacente: + 1,0% 
59. +10% 61. +0,017cm? 63. +6% 65. +0,5% 67. 157/2cm? 
69. (a) æ = 1,5 x 1075/°C (b) 180,1 cm de comprimento 


17d +) PB dx 


> Exercícios 3.6 (página 226) 
L. @) 4 3 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
3. Verdadeira; a expressão (In x)/x não está definida com x < 0. 
5. Falsa; aplicando repetidamente a Regra de L’Hôpital, obtemos limite 0. 


7.1 9.1 11.-1 13.0 15.-o 17.0 19.2 21.0 
23. m 25. -3 27. e? 29. e 31.7 33.0 35. } 
37. +% 39.1 41.1 43.1 45.1 47. (b)2 
49. 0 03 51. @ 25 
10 1.000 0 0,5 
0 19 
53. não há assíntota horizontal 55. y= 1 
0 1,02 
0 3 
10.000 
=16 


57. (a) 0 (b) +% (e) 0 (d) -æ (e) +% (f) -œ 59.1 
61. nãoexiste 63. Vt/L 67. (a) não (b) Ambos os limites são iguais a O. 
69. não existe 


> Capítulo 3 Exercícios de Revisão (página 228) 


2— 3x? — 1 2 
1. (a) SO prod dies 
x X X 
5 sagao) 2 
` 1—xsec(xy)tg(xy) ` 16y 
9. 2/2- m) 13. (44/3, Y2/3) 
aa 2 3 E E dã 1 
x+1 x+2 x4+3 x44 sa “3x(Inx + 1)23 
21 l 2.24 a EONA) 
. RA > AX é 
(n 10)x In x 2x px! í i 
29. A 31. ext) nipt 33. as 
m(1 + 4x2) x [2x + 1|vVx2 +x 


x? 3 x 
+41 lx x?+1 


37. (b) (d) A curva deve ter uma reta tangente 
horizontal entre x = 1 e x = e 
(e) y=z2 
5 
39. e 41, el/e 43. Não; por exemplo, f(x) =x. 45. (5,º) 
51. (a) 100 (b) P(t) > 19 
k o 
0 NEED 8 
20 
53. +œ, 400: é; +00, — 00: não é; —%, +00: não é; —00, —oo: é. 
55. +% 57. $ 59. 5007 m?/min 


. (a) —0,5; 1,0,5 (b) 7/4,1,7/2 (e) 3; —1,0 
. (a) entre 139,48 m e 144,55m (c) |dg| < 0,98° 


» Capítulo 3 Estabelecendo Conexões (página 230) 
As respostas podem ser encontradas no Manual de Soluções do Estudante. 


> Exercícios 4.1 (página 241) 
1. 


ER 
Ts 


9. 


@ f'>0,f">0 b) f'>0,1"<0 
Ay Ay 
X x 
> > 
© f'<0,f'>0 (d) f'<0,1"<0 
Ay Ay 
A x 
> > 


A: dy/dx <0, dy/dx? >0 B: dy/dx > 0, dy/dx? < 0 
C: dy/dx <0, dy/dx? <0 5. x= -—1,0, 1,2 


(a) [4,6] (b) [1,4], [6,7] (© (1,2), (3,5) (d) (2,3), (5,7) 
(e) x=2,3,5 
(a) [1,3] (b) (—%, 1], [3, +%) (c) (—%, 2), (4, +%) (d) (2,4) 


(e) x=2,4 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 


11. 


13. 
15. 


17. 


19. 


21. 


Verdadeira; ver a definição de decrescente: f(x1) > f(x») sempre que 
O<x<m<2. 
Falsa; por exemplo, f(x) = (x — 1)? é crescente em [0,2] ef (1) = 0. 


(a) [3/2,+0] (b) (-0,3/2] (e) (~œ, +00) (d) não há 
(e) não há 
(a) (—00, +œ) (b) não há (e) (—1/2, +90) 


(d) (=, 1/2) (e) —1/2 
(a) [1,+%) 6) (=%,1] (© (2,0), G +) (d (0,9) (o) 0,5 


=" E é] o ( M | e) 


33. 


41. 


47. 


49. 
57: 


- (a) (—%, 0] 


- (a) [0, +%) (b) (—%, 0] 


Respostas dos exercícios ímpares R11 


(o) (55) (55 e) (a) ( no (E) 


2 2 2 2 
E 2r 
- (a) [-1/2, +%) (b) (~œ, —1/2] (e) (2,1) 
(d) (—%, —2), (1, +%) (e) —2, 1 
(a) [-1, 0], [1, +%) (b) (~œ, —1], [0,1] (e) (—%, 0), (0 +%) 


(d) nãohá (e) não há 
(b) TO, +00) 


(d) (—1,1) (e) —1,1 


(e) (—%, —1), (1, +) 


(e) (~2, 2) 
2,2 


(d) (—%, —2), (2, +) (e) 


1 Fi 1 7 
. (9) [0, +) (b) (—%,0] of y ia A) 


of o (2) (5) m ME 


crescente: [—77/4, 37/4]; decrescente: [—77, — 7/4], [377/4, 7]; côncava 
para cima: (—377/4, 7/4); côncava para baixo: (—77, —377/4), (11/4, 77); 
pontos de inflexão: —37/4, 7/4 


. crescente: não há; decrescente: (—7r, 77); côncava para cima: (—77, 0); 


côncava para baixo: (0, 77); ponto de inflexão: O 


- crescente: [—7, —377/4], [— 7/4, 7/4], [37/4, 7]; decrescente: [—-37/4, 


—7/4], [m/4, 37/4]; côncava para cima: (—7/2, 0), (7/2, 7); côncava 
para baixo: (—7, —77/2), (0, 7/2); pontos de inflexão: 0, +7/2 


(a) ay (b) y 
4 | Ng 4 - 
L : E 
L ji 1 l > i 1 > 
2 | 2 
© 4y 
4 
x 
al > 
2 
l+ix—- Vl+x>0sex>0 43. x>senx 


25 4 


ZEN 
0 4 
0 10 


0 -1 

200 pontos de inflexão em x = —2; 2 
côncava para cima em [—5, —2], [2,5] 
côncava para baixo em [—2, 2] 
crescente em [—3,5829; 0,2513] 
e [3,3316;5] 
decrescente em [—5; —3,5829], 
[0,2513; 3,3316] 
—2,464202; 0,662597; 2,701605 53. (a) verdadeira (b) falsa 
(c) ponto de inflexão: (1, 0); côncava para cima: (1, +); côncava para 
baixo: (—%, 1) 


—200 


R12 


63. 


67. 


> Exercícios 4.2 (página 252) 
1. 


13. 


Respostas dos exercícios ímpares 


y 65. AY 
2 Ponto de 4| Côncava 
inflexão para 
3 F cima 
1 2}— 
IL Côncava 
t fe para baixo 1 
> > 
(a) LAk o F di 
a) a aa . O oitavo dia 
E tA) 1.000 
c) —InA 
(O) k 
0 15 
0 


(a) y (b) 
(O) y (d) y 
fœ fœ 
> > 
(b) nada (c) ftem um mínimo relativo em x = 1, 
g não tem extremo relativo em x = 1. 
Críticos: 0, +V2; estacionários: 0, +,/2 


11. Críticos: 0, +5; estacionário: O 
Críticos: nx /2 para cada inteiro n; estacionários: nx + 7/2 para cada 
inteiro n 


Críticos: —3 e 1; estacionários: —3 e 1 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


15. 


17. 


19. 


25. 
29. 
33. 
35. 
37. 
39, 


Falsa; por exemplo, f(x) = (x — 1)(x — 1,5) tem um máximo relativo 
emx=1,masfl2)=0,5>0=/f1). 

Falsa; para aplicar o teste da derivada segunda (Teorema 4.2.4) em 
x= 1,f'(1) precisa ser igual a 0. 

21. (a) nãohá (b) x=1 
(d) y 


(c) não há 


. (a)2 (b)O (c) 1e3 


(d) y 


1234 


0 (nenhum dos dois); Y5 (mínimo) 27. —2 (mínimo), 2/3 (máximo) 
0 (mínimo) 31. —1 (mínimo), 1 (máximo) 

máximo relativo em (4/3, 19/3) 

máximo relativo em (7/4, 1); mínimo relativo em (37/4, —1) 

máximo relativo em (1, 1); mínimos relativos em (0, 0), (2, 0) 

máximo relativo em (—1, 0); mínimo relativo em (—3/5, — 108/3.125) 


41. 
43. 
47. 
49. 
51. 


53. 


55. 


Si. 


59. 


máximo relativo em (—1, 1); mínimo relativo em (0, 0) 
sem extremos relativos 45. mínimo relativo em (0, In 2) 

mínimo relativo em (—In 2, —1/4) 

máximo relativo em (3/2, 9/4); mínimos relativos em (0, 0) e (3, 0) 
cortes com os eixos: (0, —4), (— 1,0), (4,0) 
pontos estacionários: (3/2, —25/4) (mínimo) 
pontos de inflexão: nenhum 


—7 + 
cortes com os eixos: (0, 5), (= 


pontos estacionários: (—2, 49) 
(máximo), (3, —76) (mínimo) 
ponto de inflexão: (1/2, —27/2) 


(3,76) 
1457 
(2.9) 
-7 -V57 
a 
cortes com os eixos: (—1, 0), (0, 0), (2, 0) ( +13 9+63 ) 
pontos estacionários: (—1, 0) (máximo), 2 4 
1 5 
T E = A = 2 
( a, P=) nim [ado y 
2 4 ) 
1+43 9+6/3) 0... 
7 ` E (máximo) 


pontos de inflexão: | — 


(pie 


cortes com os eixos: (0, — 1), (— 1,0), (1,0) 
pontos estacionários: (— 1/2, —27/16) (mínimo), 
(1, 0) (nenhum dos dois) 

pontos de inflexão: (0, — 1), (1,0) 


cortes com os eixos: (— 1, 0), (0, 0), (1,0) (5 16 ) 
pontos estacionários: (—1, 0) (máximo), 5º 2545 


(- £ — =) (mínimo) 
v5 2545 , 


1 16 
—, —— | (máximo), (1, 0) (mínimo) 
( 5 254/5 ) 


E - 3 4 13 
pontos de inflexão: y f 
5 -25Vy5 
3 4 /3 
0,0) 5=V = 
5 25Y5 


61. 


63. 


65. 


67. 


71. 


(b) 


(c) (d) 
x x 
e , + 
2 -2 2 
min. relativo Oem x = 7/2; 1; 37/2; 1 
max. relativo 1 em x = 7/4; 
37/4; 57/4; 17/4 
0 27 

0 
min. relativo O em x = 7/2; 37/2 l 
max. relativo 1 em x = 7 

0-1 )m 
0 
min. relativo —1/e em x= 1/e 69. min. relativo O em x = O 
25 max. relativo 1/ em x = 1 
0,14 

0 25 
-0,5 -03 U SS, 

0 
min. relativo em x = —3,58; 3,33 
max. relativo em x = 0,25 

150 
-5 5 
—150 


. máximo relativo em x = —0,272: mínimo relativo em x = —0,224. 


. máximo relativo em x = 0; mínimo relativo em x = +0,618. 
. (a) 54 (b) 9 
. (b) ; 


> Exercícios 4.3 (página 264) 
1. 


13. 


- (a) Ay (b) 


Respostas dos exercícios ímpares 


pontos estacionários: não há; 
pontos de inflexão: não há; 
assíntotas: x = 4, y = —2; 
cruzamento de assíntota: não há. 
AY 
2} x=4 


-4 
-6H 


ponto estacionário: (0, 0); 


i šol 42 1). 
ponto de inflexão: (+ i 2); 
assíntotas: y = 1; 


cruzamento de assíntota: não há. 


ponto estacionário: (4, 11/4); 
ponto de inflexão: (6, 25/9); 
assíntotas: x = 0, y = 3; 
cruzamento de assíntota: (2, 3). 


pontos estacionários: não há; 
pontos de inflexão: não há; 
assíntotas: x = 1, y = — 1; 
cruzamento de assíntota: não há. 
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3. pontos estacionários: não há; 
ponto de inflexão: (0, 0); 
assíntotas: x = +2, y = 0; 
cruzamento de assíntota: (0, 0). 


A) 
4t 


-2 


xX 


E: 
| 
[= 


7. ponto estacionário: (0, — 1); 


pontos de inflexão: (0, — 1), 


1 4 
Car) 


assíntotas: x = 1, y = 1; 
cruzamento de assíntota: não há. 


A) 
qb 


11. ponto estacionário: (— 1/3, 0); 


ponto de inflexão: (—1, 1); 
assíntotas: x = 1, y = 9; 
cruzamento de assíntota: (1/3, 9). 


R14 Respostas dos exercícios ímpares 


17. 


19. ponto estacionário: (- 


ponto de inflexão: (1, 0); 
assíntotas: y = xX, x= 0; 
cruzamento de assíntota: não há. 


ponto de inflexão: (2, 0); 


21. pontos estacionários: (—4, —27/2), (2, 0); y 
st 
assíntotas: x = 0, y = x — 6; 


cruzamento de assíntota: (2/3, —16/3). 


23. pontos estacionários: (—3, 23), (0, —4); 
pontos de inflexão: (0, —4): 
assíntotas: x= —2,y = x — 2x; 
cruzamento de assíntota: não há. 


25. (a) VI DI © M (d V (DIV AU 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 


27. Verdadeira; se grau P > grau Q, então f(x) é ilimitada quando x— + 


se grau P < grau Q, então f(x)— 0 quando x— +90. 
29. Falsa; por exemplo, f(x) = (x — 1)! é contínua (com reta tangente 


vertical) em x = 1, mas f(x) = 
emr=1, 

31. pontos críticos: (+1/2, 0); 
pontos de inflexão: não há. 


l 
3(x — 1)2/3 


pontos de inflexão: não há. 


y 


35. pontos críticos: (0, 0), (1, 3); pontos de inflexão: (0, 0), (—2, —6 YD. 
Como é difícil ver todas as características importantes em um único 
gráfico, mostramos dois: 


tem uma assíntota vertical 


33. pontos críticos: (— 1, 1), (0, 0); 


41. 


43. 


45. 


49. 


- pontos críticos: (0, 4), (1, 3): 


39. Extremos: não há; pontos de 


pontos de inflexão: (0, 4), (8, 4). inflexão: x = xn para inteiros n 


mínimo relativo em x = 77/6 + 27n com 
n inteiro qualquer; 

máximo relativo em x = 7/6 + 27n com 
n inteiro qualquer; 

pontos de inflexão: x = 27/3 + zn com 


n inteiro qualquer. o sa 
o =) (5-2) 
mínimos relativos: 1 em x = —7,7,37,-—-lemx= 0,27; 


máximos relativos: 5/4 em x = —27m/3, 27/3, 47/3, 87/3; 
— = 

a :(—2,57; 1,13), 
(—0,94: 0,06), (0,94; 0,06), (2,57; 1,13), (3,71; 1,13), (5,35; 0,06), 
(7,22; 0,06), (8,86; 1,13) 


pontos de inflexão onde cos x = 


(2,57, 1,13) (3,71; 1,13) 
-27 5 (z 3) E à) (8x 5) 
3'4 3º 4 3'4 3'4 
(2,57, EON N Ed (8,86; 1,13) 
ER la pA 


(=x, 1) (37, 1) 


xX 
i 


=4 4 10 
(-0,94; 0,06) (0,94; 0,06) (7,22; 0,06) 
N (5,35; 0,06) N 
(0,-1) (27,-1) 
(a) +%, O 43. (a) 0, +% 
(b) (b) y 
0,3 
(1; 0,14) 
(1,71; 0,10) 
(-2:-0,27) E 
(=1;-0,37) (0, 0) 
(0,29; 0,05) 
(a) 0,0 
(b) máximo relativo = 1/e em x = +1; mínimo relativo = 0 em x = 0; 


54/7, 


pontos de inflexão onde x = + 


aproximadamente (+0,47; 0,18), (+1,51; 0,23); assíntota: y = 0. 


1,51; 0,23) 


(-0,47; 0,18) (0,47; 0,18) 


51. 


55. 


59; 


61. 


(a) —%, 0 53. (a) 0, +% 
(b) máximo relativo = —e? (b) máximo relativo = 4/e 
emx=2; emx=2; 


não há mínimo relativo; 
não há pontos de inflexão; 
assíntotas: y = 0,x = 1. 


mínimo relativo = 0 em x = O; 
pontos de inflexão em x = 2 + 2; 
assíntota: y = 0. 


lim f@) =+% 


(0,0) t 
(a) +%, 0 57. (a) +%, 0 
(b) j 
(a) +%, 0 3 
(b) não há máximo relativo; mínimo relativo = — F em x = e/2, 
e 


ponto de inflexão: (e 23e /2); 
não há assíntotas. Como é difícil ver todas as características importantes 
em um único gráfico, mostramos dois: 


5 y 

a (e o, 5) 700 

3 500 

2 300 

; z 100 L L L L L 4 

i > 200 600 á 

32 3 
(2-2) 
(a) 0,5 (b) máximo relativo em x = 1/b; 
ponto de inflexão em x = 2/b 
—0,5 3 
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Respostas dos exercícios ímpares 


63. (a) não existe, O 
(b) y = e e y = e cos x intersectam 


(c) Gráficos coma = 1: 


y=e" y=e*cosx 


vd 


emx=27n,y=-eey=e'cosx 
intersectam em x = 271n + 7, com 
n inteiro qualquer. 

b=3 


65. (a) x=1;2,5;3;4 (b) (—o, 1], [2,5; 3] 
(c) máximo relativo em x = 1 e 3; 
mínimo relativo em x = 2,5 (d) x= 0,6; 1,9; 4 

69. O gráfico não detecta os zeros em x = 0 e 
leo mínimo em x = 5/6 


67. 


> Exercícios 4.4 (página 272) 
1. máximo relativo em x = 2; 6; máximo absoluto em x = 6; 
mínimo relativo em x = 4; mínimo absoluto em x = 0 e 4 

3. (a) Ay (b) 


7. máximo = 2 em x = 1 e 2; 
mínimo = 1 em x = 3/2. 
9. máximo = 8 em x = 4; 
mínimo = — 1 em x = 1. 
11. valor máximo 3/5 em x = 1, 
valor mínimo —3//5 em x = —1 
13. máximo = V2 — 7/4 em x = —7/4; 
mínimo = 7/3 — y3 em x = 7/3. 
15. valor máximo 17 em x = —5, valor mínimo | em x = —3. 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
17. Verdadeira; ver o Teorema do Valor Extremo (4.4.2). 
19. Verdadeira; ver o Teorema 4.4.3. 
21. não há máximos; mínimo = —9/4 em x = 1/2. 
23. valor máximo f(1) = 1, não há mínimo 
25. não há máximo, nem mínimo 
27. máximo = —2 — 2/2 em x = —1 — «/2; não há mínimos. 
29. não há máximos; mínimo = 0 em x = 0e 2. 
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31. 


35. 


37. 


39. 


41. 


51. 


> Exercícios 4.5 (página 283) 
1. 


T 
11. 
15. 
19. 


25. 
27. 


SE, 
35. 


37. 
39. 
41. 
43. 


49. 


SF; 
61. 


. valor máximo 2, valor mínimo — + 
. máximo = 3 em x = 2n7x; mínimo = 


Respostas dos exercícios ímpares 


valor máximo 48 em x = 8, 33. não há máximo, nem mínimo 
valor mínimo 0 em x = 0; 20 25 
50 


— NR) 20 
0 


máximo = 2V2 + 1 em x = 37/4; mínimo = V3emx= m/3. 
4 


x 3x 
4 4 
S 
valor máximo 5 a eemx= É 


valor mínimo 64e e“emx= 


máximo = 5 ln 10 — 9 em x = 3; 
mínimo = 5 In (10/9) — 1 em x = 1/3. 


valor máximo sen(1) = 0,84147 
valor mínimo — sen(1) = —0,84147 


1 
4 


3/2 em x = 27/3 + 2n7, 
com n inteiro qualquer 49. 2, em x= 1 


máximo y = 4 em t = 7 e 37; mínimo y = 0 em t = 0 e 2m 


(a) 1 (b) 5 3. 500 m paralelamente e 250 m perpendicularmente ao 
córrego. 5. 500 m ($3 0 metro) x 750 m ($2 o metro) 
5cm x 2cm 9. 1042 x 10,42 


5 
24 m ($1 o metro da cerca), 12 m ($2 o metro da cerca) 


área máxima 108 com x=2 17. área máxima 144 com x = 2 
11.664 po? 21. 20 L pés? 23. base 10 cm?, altura aa cm 
tampa (ou base) Y vil 4 unidades quadradas, altura £ 3 Y3V/4 
altura = 2R/«/3, raio = /2/3R 

altura = raio = 500/7 cm 33. L/12 por L/12 por L/12 
altura = L/«/3, raio = 2/3L 

altura = 24/75/7 cm, raio = /24/75/7 cm 

altura = 4R, raio = /2R 

R(x) = 225x — 0,25x2; R'(x) = 225 — 0,5x; 450 toneladas 

(a) 7.000 unidades (b) sim (c) $15 45. 13.722kg 47. 33 
altura=r/V2 51.1/5 53. (v2, 4) 55. (-1/3,3) 
(a) rkm (b) 2arcsen(l/4)km 59. (1) + 2725/2 m 
30 cm a partir da fonte mais fraca 63. 24 = 24/6 pés 


> Exercícios 4.6 (página 294) 
1. 


(a) positivo, negativo, diminuindo a velocidade 
(b) positivo, positivo, aumentando a velocidade 
(c) negativo, positivo, diminuindo a velocidade 


(a) esquerda 5. s(m) 
(b) negativa 
(c) aumentando a velocidade 
(d) diminuindo a velocidade 
t (s) 

lvl (m/s) a 

15 -15 
t 
6 
t (s) 
12345 -15 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


9. 


11. 


13. 
15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


Falsa; uma partícula tem velocidade positiva se o gráfico da posição 
versus tempo for crescente; se a velocidade positiva fosse decrescente, 
então a particular estaria diminuindo a velocidade. 

Falsa; a aceleração é a derivada da velocidade (em relação ao tempo); o 
valor absoluto da velocidade é a velocidade escalar. 


(a) 6,2 pés/s? (b) t=0s 

(a) t s v a (b) parou em ż = 2; 
1 0,71 0,56 —0,44 movendo-se para a direita 
2 1 0 —0,62 em t = 1; movendo-se para 
3 0,71 —0,56 —0,44 a esquerda em t = 3, 4 e 5. 
4 0 —0,79 0 (c) aumentando a velocidade 
5 —0,71 =0:56 0,44 em t = 3; diminuindo a 


velocidade em ż = 1 e 5; 
nenhum dos dois em 1 = 2 
e4. 

(a) v(t) = 3 —6t, alt) = 6t — 6 

(b) s) = —2 m, v(1) = —3 m/s |v(1)| = 3 m/s, a(1) = 0 m/s? 

(c) t=0;2 (d) aumentando a velocidade em 0 < t< 1e2 <t, 

diminuindo a velocidade em | <t<2 (e) 58 m 

(a) v(t) = 37 sen(rt/3), a(t) = 7º cos(rt/3) (b) s(1) = 9/2 m; 

v(1) = velocidade escalar = 3/37/2 m/s; a(1) = 7º/2 m/s? 

(c) t=0s,3s (d) Aumentando a velocidade: O < t< 1,5 e 

3 < t < 4,5; diminuindo a velocidade: 1,5 < t< 3e4,5 <t<5 

(e) 31,5 m 

(a) v) = -4 — 6t + Be a(t) = FE? — 12t + 26)e™/3 

(b) s(1)= 9e-1/3 m, v(l) = —e-!2 m/s, velocidade escalar = 

el m/s, a(1) = je 3 m/s? (© t=2s,4s 
(d) Aumentando a velocidade: 2 < t < 6 — v10 e 4< t< 6+ 10; 
diminuindo a velocidade: 0 < t < 2, 6 — V10 < t< 4,6 + V10 <t 


(e) 8 — 24028 + 48043 — 3305/3 
(a) 5 (b) 5/10 
0,25 0,2 
| 
0 o 20 
0 20 
s®© =0,03 TO) 


(©) aumentando a velocidade em 5 < t < 15; 
diminuindo a velocidade em 0 < t < 5 0,01 


ey15 <t 
25, Velocidade 
t=3/4 escalar constante 
t=0 
S 
L i > 
0 3 
27. Aumentando a velocidade 


Diminuindo a velocidade 


(Parada) t = 4 


t=0 
S 
Las > 
0 16 18 20 
Diminuindo a velocidade 
29. Diminuindo Aumentando 
a velocidade a velocidade 
1=2N3 
t>5+oo 
t=2 
t=0 
S 
4 j — 
0 320302; 32012 
31. Diminuindo a velocidade (Permanentemente 
1=37/2 parada) 
t>22m 
tsi 
t=0 
S 
> 


Aumentando a velocidade 
33. (a) 12m/s (b) t= 2,2 s, s = —24,2 pés 
35. (a) t=2+1//3,s=n2,v 3 (b)t=2,s=0,a=6 
37. (a) 1,5 (b) v2 


0 5 
0 


39. (b) unidade (e) 0<ż<let>2 


»> Exercícios 4.7 (página 300) 


1. 1,414213562 3. 1,817120593 5. xx 1,76929 
7. x= 1,224439550 9. xx —1,24962 11. x=% 1,02987 
13. x = 4,493409458 5 15. x= 0,68233 


NIJA 
N 


=3 
17. —0,474626618; 1,395336994 19. xœ 0,58853 ou 3,09636 


Respostas dos exercícios ímpares R17 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

21. Verdadeira; x = x,+1 é o corte da reta tangente a y = f(x) em x = x,. com 
o eixo x. 

23. Falsa; por exemplo, se f(x) = x(x — 3), o Método de Newton falha 
(analogamente ao que ocorre na Figura 4.7.4) com x, = 1 e aproxima a 
raiz x = 3 com xı > 1. 

25. (b)3,162277660 27. — 4,098859132 

29. x= -— l oux% 0,17951 31. (0,589754512; 0,347810385) 

33. (b) 0 ~ 2,99156 rad ou 171° 35. —1,220744085; 0,724491959 

37. i= 0,053362 ou 5,33% 39. (a) Os valores não convergem. 


> Exercícios 4.8 (página 308) 
1. c=4 Be=t 5.c=1 Te=>/5 
9. (a) [-2,1] 6 

(b) cx —1,29 
(c) — 1,2885843 


-2 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

11. Falsa; o Teorema de Rolle requer a hipótese adicional de f ser derivável 
em (a, b) e f(a) = f(b) = O; ver Exemplo 2. 

13. Falsa; o Teorema da Diferença Constante se refere a duas funções com 
derivadas iguais num intervalo e conclui que essas funções diferem por 
uma constante nesse intervalo. 

15. (b) tg x não é contínua em [0,7]. 25. fx) = xe — e +2 

35. (b) fx) = sen x, g(x) = cos x 


ETR A) 4. a= 6, b = —3 


b Capítulo 4 Exercícios de Revisão (página 310) 
1. (a) fo) < fa); fa) > fa); fa) = flo) 
b) f> 0f’ <0;f=0 
3. (a) [š, +0) (b) (—%, 3] (© (~%,+%) (d) nãohá (e) não há 
5. (a) [0, +) (b) (—%,0] (e) (—v2/3, /2/3) 
(d) (~œ, —/2/3), (2/3, +œ) (e) —V273, V273 
7. (a) [-1, +) (b) (—,—1] (e) (—%, 0), (2, +) 
(d) (0,2) (e) 0e2 
9. (a) (-0,0] (b) [0,+2) (©) (o, —1/42), (1/42, +00) 
(d) (-1/2,1/N2) (e) 1/2 
11. crescente em [7, 27]; 
decrescente em [0, 7]; 
côncava para cima em (7/2, 37/2); 
côncava para baixo em (0, 7/2), (37/2, 27); O 
pontos de inflexão: (7/2, 0), (37/2, 0) 


13. crescente em [0, 7/4], [37/4, 7]; 0,5 
decrescente em [7/4, 37/4]; 
côncava para cima em (7/2, 7); 
côncava para baixo em (0, 7/2); 0 x 
pontos de inflexão: (7/2, 0) 
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17. 


25. 
27. 


29. 


31. 


35. 


37. 
41. 
45. 


Respostas dos exercícios ímpares 


(a) (b) 4) (c) 
5 
6 4 
3 
4 
2; 
2 1 
x 
1234 1234 
b p a 
E” <0 19. x=-—1 21. (a) em um ponto de inflexão 
a 
(a) x = +/2 (pontos estacionários) (b) x= 0 (ponto estacionário) 
(a) max. relativo em x = 1, min. relativo em x = 7, nenhum dos dois 
emx=0 (b) max. relativo em x = 7/2; 37/2; min. relativo em 
x= 77/6; llmr/6 (c) max. relativo em x = 5 
lim f@œ)=+%, lim f) = +; 
x>—o x> +% 
min. relativo em x = 0 
pontos de inflexão em x = E, 1: 
não há assíntotas 
lim f(x) não existe; ponto crítico em x = O; min. relativo em x = 0; 
É md 00 
ponto de inflexão quando 1 + 4x? tg (x? + 1) = 0; assíntotas verticais 
emx=+ z(n+i)-1,n=0,1,2,... 
(-1,42;-0,12) (1,42; —0,12) 
. pontos críticos em x = —5; 0; max. relativo em x = —5, min. relativo 


em x = 0; pontos de inflexão em x = —7,26; — 1,44; 1,20; assíntota 
horizontal y = 1 quando x =+% 


y 


4 
(7,26; 1,22) X 


(=1,44; 0,49) 
(1,20; 0,16) 
x 


-20 (0,0) 20 
lim f(x)=+%, lim f(x) = —o; 
x— —oo x> + 
ponto crítico em x = 0; 
não há extremo; 
ponto de inflexão em x = O 


(fmuda a concavidade); 
não há assíntota 


não há extremos relativos 39. mínimo relativo de 0 em x = 0 
mínimo relativo de Oem x= 0 43. mínimo relativo de O em x = 0 
(a) 40 (b) max. relativo em x = — 5 


min. relativo em x = 5 


—40 


47. 


53. 
55. 


57. 


59. 


(c) Detalhes mais finos podem ser 


vistos quando é feito o gráfico sobre 


uma janela x muito menor. 


(a) 5 


LA. 
KY 


-1 


(a) verdadeira (b) falsa 


0,0001 
—0,1 0,1 
—0,0001 
2 
x +x—7 1 
49 e ; 
f= tr 
A? 
iH 10 
Vi 
Ài 
i 
Hi x 
-5 [| 5 
Eb 
Hi 


assíntota horizontal y = 1/3 
assíntotas verticais em 


x=(-1+413)/6 


(a) não há máximo; min = — 13/4 em x = 3/2 
(b) não há máximos ou mínimos (ce) m = e2/4 emx=2 
(d) não há máximo; min = e! em x = 1/e 


(a) valor mínimo 0 em x = 1; 
não há máximo 
10 


-2 
0 


(b) valor máximo = 1/2 em x= 1; 
valor mínimo = 0 em x = 0 
0,5 


0 10 
0 


(c) valor máximo = 2 em x = 0; (d) valor máximo = 


valor mínimo = V3 em x= 7/6 f(-2 


2 
z 
0 4 
1,5 
(a) 3 
-10 10 


-1 


v3) = 0,84; 
valor mínimo 
f(-2+/3) = —0,06 
1 


-0,5 
(b) mínimo: 
(—2,111985; —0,355116); 
máximo: 


(0,372591; 2,012931) 


61. largura = 442, altura = 32 63. 20 cm de lado 
65. (a) sim (b) sim 
+21 368 + 1046 — 124! — 612 +1 
67. (a) v= 2 T e Ai E 
(14 +12 (14 + 1) 
(b) 
AS AU 2 a 
0,4 [Ha 
1 l | | HH T 
EE] —0.4 Co -1 EE 
| “E 2H 
t am E | 3H | 
12H -4 i 
1 2 34.5 6 


(©) t~ 0,64;s~1,2 (d) O<t<0,645 


(e) aumentando a velocidade quando O < 1 < 0,36 e 0,64 < t < 1,1; 
caso contrário, diminui a velocidade (f) velocidade escalar 
máxima = 1,05 m/s quando + = 1,10 s 


69. x=-2,11491; 0,25410; 1,86081 
71. x% —1,165373043 73. 249 x 10º km 
2 75. (a) sim, c=0 (b) não 
(c) sim, c = 7/2 
73. use o Teorema de Rolle 
—2 2 
-2 


b Capitulo 4 Estabelecendo Conexões (página 314) — 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 

1. (a) não tem zeros (b) Izero (ec) Rum g(1)=0 


inclinação —2/3 


73. (a) (—2,2; 4), (2; 1,2), (4,2; 3) 
(b) pontos críticos em x = —5,1; —2; 0,2; 2; 
mínimo local em x = —5,1 e 2; máximo local em x = —2; 
sem extremos em x = 0,2; f(1) = —1,2. 
3. x=—4e5 4. (d) fc)=0 
6. (a) trajeto (i): 10 s; trajeto (iv): 10 s 
410 5 
2,1 i 0,7 
(0) 0<x<2;10s 
(d) trajeto (i) ou trajeto (iv): 10 s 


(b)2<x <5; 


~ 13,166 s 


D Exercícios 5.1 (página 321) 
1. 


n 2 5 10 50 100 
A, | 0,853553 | 0,749739 | 0,710509 0,676095 | 0,671463 
3. | n 2 5 10 50 100 
A, 1,57080 1,93376 1,98352 | 1,99935 | 1,99984 
S| n 2 5 10 50 100 
A, 0,583333 | 0,645635 | 0,668771 0,688172 | 0,690653 
T| n 2 5 10 50 100 
A, 0,433013 | 0,659262 | 0,726130 | 0,774567 | 0,780106 
Lf n 2 5 10 50 100 
A, 371828 2,85174 | 2,59327 | 2,39772 | 2,37398 
1. | n 2 5 10 50 100 
A, 1,04720 0,75089 0,65781 | 0,58730 0,57894 
13. 3(x— 1) 15. xx +2) 17. œ&+3)&œx- 1) 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

19. Falsa; o limite seria a área do círculo, que é 47. 

21. Verdadeira; essa é a base do método da antiderivada. 

23. área = A(6) — A(3) 27. fx) =2x;a=2 


Respostas dos exercícios ímpares R19 


»> Exercícios 6.2 (página 330) 


X 
1. a f dx=vVv1 +x? +C 
v1 +x? 
(b) fe+ l)e*dx = xe* + C 
d 3x? 3x? 
5. — |Vx3+5 = Z logo f dx=vVxX+5+C€. 
il | 24x3 +5 j 24x3 +5 
d 2 2 
T ax Se (2/9)] = E logo SOD ay = sen(2 vyx) + C. 
9. (a) DC b) px +C (0) xC 
5 1 1 12 8 
11. =x? tC 13 = MEAE 
2” od 2* Re Eae 
15. @/2) + 05/5)+ C 17. 3x43 — x13 4 ĝa! 40 
2 2 1 
19. -24 +C 2L 2| +3+C 
2 x 3x2 


23. -3cosx—-2tgx+C 25. tgx+ secx+ C 
27. tg0+C 29. secx+C 31.0-cos0+C 
33. À arc sen x —3arctgx+C 35. tgx -— secx + C 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
37. Verdadeira; isso corresponde às Equações (1) e (2). 
39. Falsa; a condição inicial não está satisfeita, pois y(0) = 2. 
41. 43. (a) yo) = 2x4 + 
(b) y=-cost+t+1— 7/3 
© y0) = 2x3/2 + 2x!/2 £ 
45. (a) y=4e -3 (b)y®ð=lnj| +5 


x 


47. s(D)=16? +20 49. s()=222—15 
51. fœ) = Ex +Cix +C 53. y=x +x-6 
55. f)=cosx+1 57. y=x —6x+7 


59. (a) (b) 
; 
vaia Eann 
iss 27700000 
úaiasdzz2 7/0000 
aavan 
AAAA SSF77477 11111 X 


2 
ORO 


AASS SP77 41141141 
MAMA ASS A TENA 
AAAS SSF77471 ID 
AASS S47 7/1111 
AASS Sf747 411111 


61. (b) 


67. (b) 7/2 69. tgx—-x+C 
71. (a) i (x —senx)+C (b) iœ + senx) +C 


vs a pés/s 
> Exercícios 5.3 (página 338) 
2 24 
1. (a) tD ae w) -Œ +c 


3. (a) Ltg4x+1)+C 6Iid+29)2+Cc 

5. (a) — $ cotg? x +C (b) ba + senz)! +C 

7 (Ddr) ta HaHa HaC 
(b) —cotg(sen x) + C 

9. (a) Injinx| +C (b) je +C 


R20 Respostas dos exercícios ímpares 


11. (a) E arc tg (3) +C (b) aresen(lnx) + C 

15. E (4x —- 310 +C 17. 4 cos7x+C 19. i sec4x +C 

21. Lex +C 23. }arcsen(2x) +C 25. 41t? +12) +C 
3 1 

>> +C 2. -— 

2(1 — 2x)? 40(5x4 + 2)2 

33. doa +C 35. arctgæ +C 37. l cos(5/x) + C 


+C 31 em Cc 


39. —cos3+C 41. Stg(x))+C 43. —1(2 — sen49)/2 +C 


45. arc sen (tgx) + C 47. E sec? 2x +C 49. -e*+C 
51. cer +C 53 Ly +02 - 12y +1) +C 
55. —4 cos20 + $ cos? 20 +C 57. t+1n |t| +C 
59. filn(e*)+lIn(e™*)]dx = C 

1 f 1 Ê 
61. (a) arcsen(5x) +C (b) za te( 5 ) tC 


5 
1 x 
(c) — arc see( 1) +C 


VT NT 
1 (a + bot 1 
63. >> O +C 65. n+l b C 
D nF + arh (a + bx) + 


67. (a) j sen? x + C1; = cos? x + C2 
(b) porque diferem por uma constante 


69. Ex +28 71 y= Le 4 B 
73. (a) VX2+1+C 75. f) = 268x +12 43 
(b) 5 77. 1280 
-5 5 


> Exercícios 5.4 (página 350) 


10 
1. (a) 36 (b) 55 (c0)40 (d 6 @ 11 (DO 3 k 5. 
6 k=1 


k=1 k=1 
13. 2.870 15. 214365 17. In+1) 19. t(n — 12 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 
21. Verdadeira; pelas partes (a) e (c) do Teorema 5.4.2. 
23. Falsa; considere [a, b] = [—1, 0]. 


4 4 4 
25. (a) (2- >) 2, (24 £) $, (24 2) 2 
n n n n n n 
= 4 n—1 4 
(2+2 3) 2e i pei (b) E (2+2) 3 
n n n k=0 n n 


œ) 0 © -7 
928; 0,6931; 0,6931 


27. (a) 46 (b) 52 (c) 58 29. (a) 

31. (a) 0,7188; 0,7058; 0,6982 (b) 0, 
(c) 0,6688; 0,6808; 0,6882 

33. (a) 4,8841; 5,1156; 5,2488 
(c) 5,6841; 5,5156; 5,4088 


OAIN 


(b) 5,3471; 5,3384; 5,3346 


35. 13 37.18 39.320 41.) 43.18 45.16 47.4 49.0 
51. 53. (b) {@4-— a?) 

2 2 
55. ” Ei se n for par; m+ se n for ímpar. 57. 37—34 59. 


61. (b) } 65. (a) sim (b) sim 


»> Exercícios 5.5 (página 360) 


10 


50 k= 
7. XY (14+! (2k — 1) 9. (a) $ 2k (b) So-1) 11. 5050 
k=1 


2k 
1 


2 
1. a) Z b) 2 3a) D3 Sj x? dx 
-1 


3 
T; i! 4x(1 — 3x) dx 


—3 


9. 


13. 


15. 


21. 


n 
(a) mai o2 2 Axe a =1,b=2 
k=l 
n x* 
b i k axga=0,b=1 
(b) PoI T Xk; a 
2 3 
Maz TETE. 
y J 
x 


(d) A, +4,=0 


(e) —Aj + 4, = É 


(a) A= 10 
y 


-1 23.3 25.—4 27. (1+7)/2 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


29. 
30. 


33 
45 


> Exercícios 5.6 (página 373) 
1. 
3: 


Falsa; veja Teorema 5.5.8(a). 
Falsa; considere f(x) = x — 2 em [0, 3]. 
(a) negativo (b) positivo 37. Em 39. 5 


(a) integrável (b) integrável (c) não integrável (d) integrável 


(a) PCl-xdx=2 (b) f! 2dx=4 (0) fa +dx=6 
(a) x*=fow)=1 (b) x* é um ponto qualquer em [—1, 1], 
a fr)=2 


y= 


y= 


(0) x*=2,f0)=3 
Ay 
y=x+1 
3H 
| 
2 | 
| 
If | 
l X 
: > 
0 1 2 3 
5. S 7.14 7.3 11. (@) $ (b)-7 13.48 15.3 17. 8 


19. 0 21.42 23. 52-10 25. 7/4 27. m/12 29. —12 


31. (a) 5/2 (b) 2— 2 33. ()e+(1/)-2 (b)1 
2 
A x<1 
35. (a) ¥ (b) F)= 
E qi 1 
3 6º XxX > 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

37. Falsa; por ser contínua, |x| tem uma antiderivada. 

39. Verdadeira; pelo Teorema Fundamental do Cálculo. 


41. 0,6659;% 43. 3,1060;2tg1 45.12 47.5 
49. área=1 51. área=e+e!—-2 
é y 
1,5 


53. (b) modo graus; 0,93 
55. (a) a variação na altura entre as idades O e 10 anos; centímetros. 
(b) a variação no raio entre os instantes t = 1 se t = 2 s; centímetros. 
(c) a diferença entre as velocidades do som a 38º Ce 0º C; m/s. 
(d) a variação na posição entre os instantes t, e t2; centímetros. 
57. (a) 3x2 — 3 59. (a) sen?) (b) evX 61. —xsecx 
63. a) 0 b)5 (oO) 5 
65. (a) x=3 (b) crescente em [3,+%), decrescente em (—%, 3] 
(c) côncava para cima em (—1, 7), côncava para baixo em (—%, — 1) e 
(7, +) 
67. (a) (0,+0) (b) x=1 
69. (a) 120 galões (b) 420 galões 


(c) 2076,36 galões 71. 1 


»> Exercícios 5.7 (página 382) 
1. (a) deslocamento = 3; distância = 3 
(b) deslocamento = =A distância = 3 
(c) deslocamento = — z; distância = = > 
(d) deslocamento = 5 5 “distância = =2 
3. (a) 353m/s (b)51,4m/s 5. (a) É-241 
7. (a) $t? +t-4 (b)żt+1-int 
9. (a) deslocamento = 1 m; distância = 1 m 
(b) deslocamento = — 1 m; distância = 3 m 
11. (a) deslocamento = am; distância = 4 m 
(b) deslocamento = 24/3 — 6 m; distância = 6 — 2/3 m 
13. 4,13/3 15. 296/27, 296/27 
17. (a) s=2/m,v=1,|v|=1,a=0 
(b) s v ED 3a 3 19. 4= 1,275 


(b) 44 +3 — $ sen3 
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2); 
S v 
180 
150 
120 100 
50 
60 t 
t l 56 


2 4 6 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
23. Verdadeira; se a(t) = ao, então v(t) = aot + vo. 
25. Falsa; considere v(t) = sen t em [0, 27]. 
27. (a) 29. (a) v 
0,5 


0,3 


0,1 


r 
12345 
(b) 3/2 + 605 


(b) 5/2 — sen 5 + 5 cos (5) 


31. (a) t (b) 


(c) 120 cm, —20 cm ® 131, 25 cm em ż = 6,5 s 
33. (a) — 1 pés/s? (b) 7 g s (œ) £ L s 35. 280m 37. 50 s, 5.000 pés 
39. (a) 16 pés/s, —48 pés/s (b) 196 pés (c) 112 pés/s 
41. (a) Is (b) is 43. (a) 6,122s (b) 183,7m (c) 6,122 s 

(d) 60m/s 45. (a) 5s (b) 272,5m (c) 10s 

(d) —49 m/s (e) 12,46s (f) 73,1 m/s 


»> Exercícios 5.8 (página o 
1. (a) 4 (0) 4y 


(b) 2 8 E ia 
ias 
e-—l 
pr A 
123 — 1) 
xX 
p8 
1. 12º 13. @) 5,28 (b) 4305 ()4 15. (9) -i bi 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

19. Falsa; seja g(x) = cos x; fx) = 0 em [0, 37/2]. 

21. Verdadeira; ver Teorema 5.5.4(b). 

23. (a) 263 (b) 31 25. 1404rlb 27. 97 carros/minuto 31. 27 


»> Exercícios 5.9 (página 393) 
1. @) tf uw du b) fF Judu (e) f 


—x/2 

@) fu + Dudu 3. (a) } fi edu (b) ff udu 
5. 10 7.0 9. H32 11. 8- (4/2) 13.-ġ4 15. h# 
17. x/6 19. io 21. 7/8 23.2jnm 25.6 27. 7/18 
29. 1/21 31.2 33. 5(V10-2/2) 35. 24N7-3) 37.1 
39. 0 41. (43 “na 43. 16 45. (n3)/2 47. n/(6/3) 
49. 7/9 51. (a) dao 53. (0) à (b)3 (e) —} 57. Método 2 


59. Método 1 61. = 48.233.500.000 63. (a) 0,45 (b) 0,461 
65. (In7)/2 67. (a) 2/m 71. (b) 5 (c) 7/4 


x/2 
cosu du 
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D Exercícios 5.10 (página 406) 


1. (a) Ay (b) 


© Ay 3. (a) 7 (Db) —5 (c) -3 (d) 6 
3 5. 1,603210678; 
a magnitude do erro é < 0,0063 


1 e 


7. (a) xt, x> 0 (b) X2,x%0 (0) ~x, —% < x< +0 
(d) =x, =% <x < +% (e) xX, x>0 (£) lnx+x,x>0 
(g) x— 3x, —o <x < +o (h) e/x,x>0 
(Der be 11. (a) ye (b) e 13. xX -x 
15. (a) 3/x (b) 1 17. (a) 0 (b) 0 (œ)1 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
19. Verdadeira; ambas são iguais a —ln a. 
21. Falsa; o integrando é ilimitado em [—1, e] e, portanto, a integral não 
está definida. 
23. (a) 2x3 VI Fx (b) -402 + 1) + 262 + 12 — 42 


3x—1 x= 
3 2 | 
25. (a) — cos (x°) (b) —tgíx 27. Girl | ES 
29. (a) 3x? sen?) — 2x sen?) (b) cs 
— x 
31. (a) F(0) = 0; F(3) = 0; F(5) = 6; F(T) = 6; F(10) = 3 
(b) crescendo em [5. 6Je [E 10], decrescendo em [0, 3) ef, 2] 
(c) máximo 5 em x = 6, mínimo — ? emy = 3 
(d) Fx) 
6 
x 
10 
—2 
“ja -x/2, x<0 sô 
33. F(x)= RR 20 35. y0)=x +Inx+1 


37. yŒ) = tgx + cosx — (2/2) 
39. P(x) = Po + ho r(t) dtindivíduos 41. Iéa derivada de H 
43. (a) 1=3 (b)t=les (£ F(x) 
()t=5 (d)t=3 
(e) F é côncava para cima em (0, D e 
(2, 4) e côncava para baixo em G 2) 
e (4,5) 


45. (a) máximo relativo em x = +V4k + 1,k= 0, 1,...; 
mínimo relativo em x = =v4k — 1,k = 1,2,... 
(b) x=+V2k,k=1,2,... cemx=0 

47. fo)=2e%,a=n2 49. 0,06 02 


0 === += 100 


> Capítulo 5 Exercícios de Revisão (página 408) 


1 8 
= ar +C 3. —4 cos x + 2 sen x + C 
x 


5. 3x! — 5e"+C T.artgx+2aresenx+C 
9. (a) yœ) =2/x — 2032 3 (b) y@)=senx- 5e"+5 
© y= iti D yas e i 
1 [219.60 ãr 
13. larcsec(x2—- D) +C 15. 3N5+2sen3x +C 


1; 


2 
A E, 
` 3aax? +b 
14 19 
19. @ YORAR) W YR- DK—4) 
k=0 k=5 
21. 3 23. 0,35122; 0,42054; 0,38650 
27. (a) à (b)—3 (© -% (d) —2 (e) não há informação suficiente 


(£) não há informação suficiente 
1 
29. (a) 2+ (1/2) (b) z0”? -1)- (o 7/8 


2 
31. 48 33.3 35.5 -secl 37.3 39% 2 41. e-e 


43. área=1 45. 2 
y 47. (a)x3+ 1 
2 
49. e* 
0,2 51. |x— 1| 
cos x 
E E E 
0,1 1 + sen? x 
X 
1,2 1,8 
1 
57. E arc tg; x + arc tg (5) = 5 


59. (a) F(x) é 0 sex = 1, positiva sex > 1 e negativa se x < 1 
(b) F(x) é 0 se x = —1, postiva se —1 < x < 2 
e negativa se —2 < x < —1 
4 3 14. 243 
61. (a) 3 b)e-l 63. ș 67. 3—5 +t+1 
69. ?-3t+7 71. 12m,20m 73. im, 2 — 2/2 m 


75. deslocamento = —6 m; distância = B m 
77. (a) 5s (b) 200m 79. vo/2pés/s 81. Il 83.7 85.0 
87. 2-2//e 89. (a) e (b) elf 


b Capitulo 5 Estabelecendo Conexões (Página 412) __ 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 

1. (b) b-a 2. 16/3 3.12 

4. (a) a soma para fé m vezes a soma para g 


À m 
(b) mf g(x)dx =| f(x) du 
0 0 3 9 
5. (a) as duas somas são iguais 6 f œa = [ f(u)du 
2 4 


> Exercícios 6.1 (página 419) 


1. 9/2 3.1 5.(9)4/3 (b) 4/3 7. 49/192 9.1/2 11.42 


13. å 15. x—1 17.24 19.37/12 21. 4/2 23.1 


25. In2— 4 
As isposti das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

27. Verdadeira; usa a Fórmula (1) para a área com fx) = g(x) + c. 

29. Verdadeira; o integrando deve tomar valores positivos e, também, 
negativos. Pelo Teorema do Valor Intermediário, o integrando deve ser 
igual a O em algum lugar do intervalo [a, b]. 

31. k= 0,9973 33. 9152/105 35. 9/Y4 

37. (a) 4/3 (b)m=2- Ya 39. 1,180898334 

41. 0,4814; 2,3639; 1,1897 43. 2,54270 


45. A vantagem do carro 1 sobre o carro 2 no instante t = 0. 
47. aumento da população de 1960 a 2010 49. a?/6 


»> Exercícios 6.2 (página 428) 
1. 8m 3. 137/6 5. (1-V2/2)n 7. 8m 9.32/5 11. 2567/3 

13. 20487/15 15. 4m 17. m2/4 19.3/5 21.27 

23. 72m/5 25. 5e —1) 

As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

27. Falsa; veja os sólidos associados aos Exercícios 9 e 10. 

29. Falsa; veja o Exemplo 2, em que a área da seção transversal é uma 

função linear de x. 

31. 4rab?/3 33. m 35. j n[f(x)— k] dx 37. (b) 407/3 

39. 6487/5 41. m/2 43. m/15 45. 40.0007 pés? 47. 1/30 

49. (a) 27/3 (b) 16/3 (e) 4/3/3 51. 0,710172176 53. x 

57. (b) esquerda = 11,157; direita = 11,771; V= média = 11, 464 cm? 

3mh?, 0<h<2 
x v= fan 2<h<4 


E 167373 
“3-4, 61. sr" tgO 63. 16r*/ 


»> Exercícios 6.3 (página 436) 


1. 157/2 3.7/3 5.27/5 7.47 9.207/3 11. tw? 13. 7/2 
15. 7/5 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
17. Verdadeira; isso é uma reformulação da Fórmula (1). 
19. Verdadeira; ver a Fórmula (2). 
21. 2me? 23. 1,73680 25. (a) 77/30 (b) mais fácil 


1 1 
27. w f 27(1 — x)x dx 6 f 271 +) — y)dy 
Q 0 


29. 77/4 31. nrh/3 33. V = $a(L/2 35. b=1 


> Exercícios 6.4 (página 441) 
1 L=5 3. (85/85 — 8)/243 5. (80/10 — 1313) 7. 4 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
9. Falsa; f' não está definida nas extremidades +1. 
11. Verdadeira; se f(x) = mx + c em [a, b], então L = v1 + m?(b — a), o 
que é igual à soma dada. 
13. L=In(1++42) 
15. (a) y 


(b) dy/dx não existe em x = 0. 
(8.4) (© L= 13/13 + 80/10 — 16)/27 


GLED 


2 4 
1 
6 f VTF ax, [ VI+— dx, 
1/2 1/4 4x 


x = „y/u transforma a primeira integral 
na segunda. 


4 1 2 
o f heza, [ vl+4y2dy 
1/4 4y 1/2 


(d) 4,0724; 4,0716 

(e) A primeira: ambas são subavaliações 
do comprimento de arco, de modo que a 
maior é mais precisa. 

(£) 4,0724; 4,0662 (g) 4,0729 


17. (a) São imagens 
espelhadas pela reta y = x. 
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19. (a) São imagens 
espelhadas pela reta y = x. 


x/3 
(b) | y1 + sect x dx, 
0 


v3 1 
l+ d 
Í a 


x = arc tg u transforma a primeira 
integral na segunda. 


3 1 
o [ 1+ ——— > dy, 
0 d+ 2 
x/3 
| v1 + sect ydy 
0 


(d) 2,0566; 2,0567 
(e) A segunda: ambas são subavaliações do comprimento de arco, de 
modo que a maior é mais precisa. (f) 2,0509; 2,0571 (g) 2,0570 
23. 4.354pés 25. 196,31 jardas 27. (2V2 — 1)/3 
29. m 31. L=V2e72 1) 33. (b) 9,69 (e) 5,16 cm 


> Exercícios 6.5 (página 447) 
1. 3572 3.87 5. 407/82 7.247 9. 167/9 

11. 16.9117/1.024 13. S~ 14,42 15. S~ 22,94 

As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

17. Verdadeira; veja a Fórmula (1) com rı = 0, m = r, l = Vr? + h?. 

19. Verdadeira; a soma é telescópica e igual à área de um cilindro. 


17. 1439 23. S= fË 2al fœ) + kI HIP Pax 
33. Saa1vT7 1) 35. z 01V17 1) 


> Exercícios 6.6 (página 456) 
1. 7,5Nm 3. d=7/4 5. 100péslb 7. 160] 9. 20 Ib/pés 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
11. Falsa; o trabalho realizado é o mesmo. 
13. Verdadeira; joules. 15. 47.3857 péslb 17. 261.600 J 
19. (a) 277.992] (b) hp do motor = 0,468 21. 75.000 pés - 1b 
23. 120.000 pés:toneladas 25. (a) 2.400.000.000/x? Ib 
(b) (9,6 x 10!9)/(x + 4.0002 lb (c) 2,5344 x 10!º pés-lb 
27. v= 100 m/s 
29. (a) decresce de 4,5 x 10!'4J (b) ~ 0,107 (c) ~ 8,24 bombas 


> Exercícios 6.7 (página 465) 


1. (a) positiva: m está no fulcro, portanto, pode ser ignorada; as massas 


my e ms estão equidistantes da posição 5, mas m; < m3, portanto a viga 
gira no sentido horário. (b) o fulcro deveria ser colocado o unidades 
à direita de mı. 


23. (2,5) 25.3;(0,3) 27. 8; (3,3) 
i er -3 (n2? +1- at) 

’ (4in4 -4 In4—1 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

31. Verdadeira; use simetria. 33. Verdadeira; use simetria. 


2a Edge (a + 2b)c 
35. (5.0) 37. (ay) = (o. gI) 


41. 2m?abk 43. (a/3,b/3) 


> Exercícios 6.8 (página 472) 
1. (a) F= 31.200 lb; P = 312 Ib/pés? 
(b) F = 2.452.500 N; P = 98,1 kPa 
3. 499,2lb 5. 8,175 x 10N 7. 1.098.720N 9. sim 11. pa?/v/21b 


R24 Respostas dos exercícios ímpares 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para > Exercícios 7.1 (página 491) 


economizar espaço. 1. —2x-D4+C 3 j teu) +C 5. —+ In(2 + cos 3x) + C 
13. Verdadeira; isso éuma consequência das desigualdades (4). 7. cosh (+C 9. E4C 11. i cost 5x +C 
15. Falsa; pela Equação (7), a força pode ser arbitrariamente grande com 
um volume dado de água. 13. In(e + 2 +49) +C 15.214 C 17. 2senhyx +C 
17. 61.7481b 19. 9,81 x 10°N 21. (b) 80 po Ib/min 2 1 2 1 Ze 
(b) 80 o 1b/m 19. 40 A cotght +C 23. -m|| +c 
In3 2 x 4 |2—e™ 
E E 1 2 
> Exercícios 6.9 (página 482) 25. aresen(e)+C 27. —4 cos(x?) +C 29. E e bC 
1. (a) ~ 10,0179 (b) =3,7622 (e) 15/17 ~ 0,8824 3i 1.2 ec üil nG 
(d) =—1,4436 (e) ~ 1,7627 (f) = 0,9730 IMa Sn O AD) con da k 
4 AD 312 63 33. b) nlgil+c © In jcotg Aa |+c 
3 (05 0, Og Ds t3 (=a 
5. 
senh xọ | coshxo | tghxo |cotghx, | sech xo | cossech xo > Exercícios 7.2 (página 498) 
(a) 2 v5 215 V5/2 uns 12 1. -e G + 5) +C 3. Pe -— xe -— 2e+C 
w| sa | osa | 35 | ss | 45 4/3 S f 
5. —3 3 5 3 C 7. x senx+2xcosx—2senx+C 
co) 43 | ss | us | s4 | 3s | 3⁄4 E 
1 Ee E n-a 11. x(ln x} — 2xInx + 2x + C 
9. 4cosh(4x— 8) 11. —— cossech?(In x) 2 4 
x 13. xIn(3x — 2) — x — à In(3x —2)+C 15. xarcsenx+Ẹ41—x? +C 
13. E cossech( l ) corgh( : ) 15. 2 + 5 cosh(5x) senh (5x) 17. xarc tg(3x) — l In +9x?>) +C 19. le (sen x — cos x) + C 
x X x V4x + cosh? (5x) 
ai 5 dad 21. (x/2)[sen(ln x) — cos(lnx)J + C 23. xtgx+ ln |cos x| + C 
17. xt tgh(/x) sech (5) + 3x* tgh*(/x) 25. le? LP AC 27. 10841) 29. Qe + 1)/9 
ið 1 31 1 23, — (are tgh g sx 
a Cine S qR 31. 3m3-2 33.0 -V3+1 35. —x/2 
x 1 T 
25. saie dl 0 27. -— É — + e" arc sech x 37. 5 (2W3m— 5 —2+n2) 
| senh x| =l, x<0 2x1 — x 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 


29. } senh’ x +C 31. $ (tgh x)? +C 33. In (cosh x) + C E ares pados 


35. 37/375 37. E arc senh3x + C 39. —arc sech (e”) + C 39. Verdadeira; ver a subseção “Guia de Integração por Partes”. 
41. —arc cossech |2x| +C 43. l In3 41. Falsa; & não é um fator do integrando. 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 43. Mx — DeZ+C 47. GL + 5x + Me + C 
economizar espaço. 49. (4x — 6x) sen 2x — (2x! — 6x? + 3) cos 2x + C 

ax 


45. Verdadeiro; ver Figura 6.9.1 47. Verdadeiro; f(x) = senh x 


E Dai 
49. 16/9 51. 5x 53. 3 51. papp C tbx b cosbr)A C 53. (a) z sen x+C 


55. (a) + (b) —% (O) 1 (d) —1 (e) +% (®) +% 55. (@) A=1 (b) V=7(e-2) 57. V=27" 59. m — 6r 
63. |u| < 1: arc tghu + C; |u| >1: arc tgh (1/u) + C 6l. (a) -ł sen? x cosx — é sen x cos x + Ex +C (b) 8/15 
65. (a) In2 (b) 1/2 71. 405,9 pés ERA q 1 er? 2 
73. (a) Est (b) 1480,2798 pés 65. (a) 5! x asus b) z sec xtgx+35tgx+C 

(©) +283,6249 pés (c) xe 3x e | Oxe 6e“ tC 

(d) 82° 69. «+DInx+D-x+C 71. 1(x2 + Darctgx — ix+C 

> Exercícios 7.3 (página 506) 
—300 CI => 300 
0 pelado o niiasd 
É 02 20 


75. (b) 1444m (e) 15In3= 16,48 m 


1 1 
5. cos? a0 — cosa0 +C 7. 7 sen? ax + C 
a 


b Capítulo 6 Exercícios de Revisão (página 485) 3a : 
7. (a) PIW g(0)) dx À Si (EO) SO) dx À 9. $ sen? t — 5 sent+C 1. x — 5 sen4x +C 
JLC) -gadr (b) 11/4 : 13. —ġ cos5x + $ cosx+C 15. —$ cos(3x/2) — cos(x/2) + C 
9. 4.3527/105 11. 3/2+1ln4 13.9 15. E (652 - 37?) 17. 2/3 19.0 21. 7/24 23. $tg(2x—-1)+C 


25. ln|cos(e™*¥) +C 27. 4 In |sec4x + tg 4x| +C 


17. 3/3 19. (0) W=E] b)5m 21.(5,0 
16 (5.0) 29. Itgx + 31. 4 sect 4x +C 33. I sec? x — 4} secx +C 


23. (a) F= fè px3dxN (b) F= ff p( + x)2x dx lb/pés? 


E B5 35. } sec? xtgx — § secxtgx + $ ln|secx +tgx|+C 
© F= J 9102y 20 +10) dy N 3. $ sec? t + C 39. tgx+ $ t?x+C 
41. $ tg? 4x + lin |cos4x| +C 43. 2tg 72x + 2tg2 x +C 
P r rer 1 
» Capítulo 6 Estabelecendo conexões (página 487) 45. 2—7 47.1 +m2 49. -Lcossecix + t cossec? x + C 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 2 8 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 51. -4 cossec? x — In | sen x| + C 
destas questões podem ser obtidas na Internet. As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 


1 economizar espaço. 


a 
1. (a zA; b)a- = 2. 1.010.807 péslb 3. l 27r f(r) dr 
2 0 


53. Verdadeira; [sen x cos* x dx = f sen x(1 — cos? x) cos? x dx = 
—f (1 — du=-—f (us — 2u! + ul? du 

55. Falsa; use essa identidade para ajudar a calcular as integrais da forma 
sen mx cos nx dx. 

59. L=In(V2+1) 61. V=7/2 


a 1 | Va? + b? +acosx — bsenx É 
3 n ł 
~a? + b2 asen x + b cosx 
65. (a) 3 (b) 37/16 (e) (d) 57/32 
> Exercícios 7.4 (página 513) 
V16— x? 
1. 2arc sen(x/2) + 1x4 — 12 +C 3. 8arc sen( 7) — no Eae 
5 ie arc tg (x/D + qa O 7. Nx? — 9 — 3 arc sen(x/3) + C 
N9x2— 4 x 
9 —(x? +2)V1 -x2 +C 11. HC 13. HC 
(x* +2) xº + 2x o 
15. ny 9 +x] +C > >+€ 
94/4x2 — 9 
19. larc sen(e*) + 4e” V1 —e™ +C 21. 2/3 23. (V3 — 2/2 
E 10/3 + 18 
243 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
27. Verdadeira; com a restrição — 7/2 < 0 < 7/2, essa substituição dá 
Va? — x? = a cos 0 e dx = a cos 6 do. 
29. Falsa; use a substituição x = a sec 8 com 0 < 0 < 7/2 (x > a) ou 
m/2 <0 < n(x < —a). 
31. 4n@?+4)+C 
T A a 


1+v5 


37. arctg(x—2)+C 39. arc sen(Ž E 


35. S = Z [18/5 n24 v5)] 


1 
)+o 
41. In(x—-3+V(14—-32+D+C 


No 
as ) +36 +DV3 +o 


2 


43. 2arc sen( 


1 
45. — aretg (2X +D+C 47. 7/6 
Vo gy3 ) / 


49. u = sen? x, fvi — u?du 
= J [sen? xy 1 — sen? x + arc sen (sen? x)] + C 


Vx2+9 
51. (a) arc senh (x/3)+ C (b) In (F + 5) +C 
D Exercícios 7.5 (página 521) 
a Aa q A B, C 
"x-3 x44 Cx o x2 xal 
E A B C D+E 7, 42+B | Cx+D 
Cx ox x x242 CC x245 (2452 
1 =4 
Sho +e Snes) E 
5 x+1 
32 2 
i a CE e dis atiet 
x—3 2 
2 
17. 3x + 121n |x — 2] FC 
x—2 


19. 1n |x? — 3x — 10| + C 


my 
à am Dle 
3 x2 
5 
23. 3In|x|— 1n |x — 1] tC 
x-1 


2 
25. tale = 3|+ln|x+1|+C 
PER 


Respostas dos exercícios ímpares R25 


2 1 
x+1 0 2Ax+12 
29. — ln [4x — 1 + É Ina? + 1) + $ arc tgx +C 
31. 3arc tgx + $ In(x2 +3) +C 

E 1 


33. Tnte 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 


+Injx+1|+C 


economizar espaço. 
35. Verdadeira; as frações parciais reescrevem funções racionais próprias 


P(x)/Q(x) como uma soma de temos do tipo 
Dx+ E 
(Fx? + Gx + H) 
2x+3 2x 3 2 3 


37. Verdadeira; n = F5 = > + T 


da 
= a 
(Bx + C) 


1 1— 0 
39. -1n (Es) +e 41. e — 2arc tg (4e) +C 


6 5+ sen 0 
arc t; EFI + a +C 
E "2 x2+2x+3 


snix—-2+ ġln|x- 3|- dolnlx+3]+C 


43. V =x (Ẹ —31n5) 45. 


47. qlnlx— 1| 


> Exercícios 7.6 (página 531) 
1. Fórmula (60): $x + $ In |3x — 1| + C 


w 


1 
Fórmula (65): 5 In +C 


5+2x 
5. Fórmula (102): +(x — 1)(2x +3)3/2 +C 
43x —2 
V4-3x+2 


1 4 
9. Fórmula (69): = In |} 
8 x—4 


Z J3- Spot 223/40 

Vx? +4- 2n + vx? +4) +C 

VIa + S arc senz +C 

2+4- x2? 
X 


1 
7. Fórmula (108): 7 In 


|+c 


11. Fórmula (73): 


13. Fórmula (95): 


15. Fórmula (74): 


DIZ NISNI 


17. Fórmula (79): V4 — x? — 21n +C 


sen 7x 1 
+-senx +C 


19. Fórmula (38): — 
14 2 


4 
21. Fórmula (50): Iln -U+C 


ex 


23. Fórmula (42): 


[-2 sen(3x) — 3 cos(3x)] + C 


13 
25. Fórmula 6D: j É -F = 5 | i L HIn|4 ae | HE 
27. Fórmula (68): 5] = = are tg = +C 

29. Fórmula 76:5 f + = Im x b V/4x2-9]+C 

31. Fórmula (81): z / SEG u= 20 44 


+ I arc sen( 2x?) +C 


33. Fórmula (26): / sen? u du = l lnx — 1 sen(2lnx) + C 
: 1 1 2 
35. Fórmula (51): Z ue" du = q(-2x — De? +C 


37. u= sen 3x, Fórmula (67): 1 f E 
3) u(u+1) 


1 1 
“3 (sen3x+1 ` 


sen 3x 
n + C 
sen3x +1 ) 


R26 


39. 


41. 


51. 


3u? 3 
3 pio) E du = 5 In |x? 


1 1/4 
À u=x"44 f du=4h— 
u 


Respostas dos exercícios ímpares 


du 1 4x2 — 1 
= n 
u2-1 16 [|4x241 


1 1 
u = 2e*, Fórmula (74): E / y3 — u? du = zey 3 — 4e2x 


po (=) +e 
= ape SSDI —= 
4 3 


1 
u = 4x2, Fórmula (70): 3 f 


|+c 


. u=3x, Fórmula (112): REL u? du E Ss 9x2 


E 25 18x — 5 +c 
64º sen 5 


- u = 2x, Fórmula (44): / u sen u du = sen 2x — 2x cos 2x + C 


—/x, Fórmula (51): 2 fue du = —2(4//x + ie * +C 
x Ea de dia 16, u = x + 3, Fórmula (70): 
[= 5! E ug 
n ł 
2—16 x+7 
xX — 4x — 5 = (x — 2} — 9; u = x — 2, Fórmula (77): 
u+2 = E (=) 
5+4x — x 2 arc sen +C 
9 — u? 
. u=4x 72, 4—2)? 4 4a -2C 
. u=Ẹ4x? +1, 


2 2 2 
: fa Ddu= TE 192 5 | 132 EC 


H+C 
u —u 


| 
T 
— x14] 


3 
sf £ q du = i" + 3x1/3 4 6x1/6 4 61n[x1/6 — 1] + C 


1 
63. u= TE, [aê -Ddu = ques dta 
1 2 1 
65. $ du= f du 
2u 1— u? 1+u? u+1 
tIru 1 +u? 
i =ln|tg(x/2) +1|+C 
67. du = — cotg (0/2) + C 
[= [= E cotg (0/2) + 
1 2 1—u? 
69. [= du= f “du 
2u 1+u? 1+u? 2u 
atoa a 
1 1 
= 5 InltgG/D - 7 tg”(x/2) +C 
71 mA an 4 75. 4= 1 m9 
ARTEA de = T 7 arc seng . = aq 
77. V=7m(7-2) 79. V=27(1 — 4e’) 
81. L=65+ | In(8 +65) 83. 8=27[V3+n( + VD] 
85. y 91. A cos?! x sen?! x + C 
4 93. A In |1 +21] +C 
3 
2 


> Exercícios 7.7 (página 544) 


3 6 9 1215 


3 
1. f vx + Idx = E ~ 4,66667 
0 


(a) Mio = 4,66760; |Ey] = 0,000933996 
(b) Tio = 4,66480; |Er| = 0,00187099 
(e) S2 = 4,66667; |Es| = 9,98365 x 1077 


11. 


13. 
15. 
17. 


x/2 
Í cosxdx = 1 


0 
(a) Mio = 1,00103; |Em| = 0,00102882 
(b) Tio = 0,997943; |Er| = 0,00205701 
(©) S2 = 1,00000; |Es| = 2,11547 x 1077 


3 4 
f e dx = -IFE 
2e6 


(a) Mio = 0,0659875; | Em] = 0,000440797 
(b) Tio = 0,0673116; |Ey| = 0,000883357 
(©) S2 = 0,0664289: |Es| = 5,87673 x 1077 


= 0,0664283 


9 

@) Eul < 59) = 00028125 
9 

b) IEr| < gg = 0005625 

© |Es| < $ = 7,91016 x 1076 

[—— x 
S! = 10.240.000  ” 
E -7 — = 0,0016149 
(a) | "I= 19200 i ? 


(b) IEr| < ea a: 0,00322982 
w 


< ——————— z 332053 x 1077 
921.600.000 


© Es| < 
1 
Eu] < -— * 0,00180447 
(a) lEul < 555 


2 
(b) |Er| < => ~ 0,00360894 


E ——— 8 2,40596 x 1076 
(en) Ra x 


(a) n=24 (b)n=34 (c)n=8 
(a) n=13 (b)n=18 (c)n=4 
(a) n=43 (b)n=61 (œ) n=8 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


»> Exercícios 7.8 (página 554) 
1. 


3 
17. 
27. 


1 
- S10 = 149367; | 


-S14 = 0,693 147984, |Esl 
. n=116 39. 3,82019 41. 3.975 pés 
. (a) max |f"(x)| ~ 3,844880 (b) n= 18 (c) 0,904741 

- (a) O valor máximo de |f(4)(x)| é, aproximadamente, 12,4282. 


. Falsa; T, é a média de L, e R,. 
. Falsa; S5ọ = 2 Mos + is 


8) = sao T 3x + P 


e dxa 1,49365 
= 


2 
- SW = 3,80678; | xv 1 +x? dx = 3,80554 


1 
- Sto = 0,904524; I cos x? dx ~ 0,904524 


0 


- (a) Mio = 3,14243; erro Ey = —0,000833331 


(b) Tio = 3,13993; erro Er = 0,00166666 
(c) S2 = 3,14159; erro Es = 6,20008 x 107!º 
= 0,000000803 = 8,03 x 1077 


43. 37,9 milhas 45. 9,3 litros 


(b) n=6 (e) S6 = 0,983347 


(a) imprópria; descontinuidade infinita em x = 3 (b) não imprópria 
(c) imprópria, descontinuidade infinita em x = O 

(d) imprópria; intervalo infinito de integração 

(e) imprópria; intervalo infinito de integração e descontinuidade infinita 
emx= 1 (f)não imprópria 

1 5.m2 7.1 9. —} 11.5 13. divergente 15. 0 

divergente 19. divergente 21. 7/2 23. 1 25. divergente 


5 29. divergente 31.7/2 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
33. Verdadeira; ver Teorema 7.8.2 com p = E =. 


35. Falsa; o integrando é contínuo em [1,2]. 


x(x — 3) 
37. 2 39.2 41.5 
43. (a) 2,726585 (b) 2,804364 (c) 0,219384 (d) 0,504067 45. 12 


47. —1 49.1 51. (a) V=7/2 (b) S= 7V2 + n(1 +v] 
53. (b) 1/e (o É convergente. 55 Vern 


27N1T a 
59. ii 61. Método 1 
kr ( 755) id 


—3s 


63. (b) 24x 10” milb 65. (a) 1 (b) 2 (e) 
s s 


69. (a) 1,047 73. 1,809 


»> Capítulo 7 Exercícios de Revisão (página 557) 
Lo 
L ZUM +C 3. —2cos/20 4C 5. 5'80 +C 
7. (a) 2arc sen(Vx/29) + C; —2 arc sen(y2— x/ V2) + C; 
arc sen(x — 1) + C 
9. —xe = —e™+C 11. xln(2x+3)- x4 3 In(2x +3)+C 
13. (4x4 — 12x? + 6) sen(2x) + (8x — 12x) cos(2x) + C 
15. 10 5 sen100 +C 17. —l cos3x 4 $ cosx HC 


6 
19. -i sen? (2x) cos 2x — + cos 2x sen 2x + $x +C 


1x/9-x2+C 23. Inlx+vx2-1|+C 


21. 5 arc sen (x/3) — 


2 Di = 
25. xvx2+9  9In(lvx 94x!) Cc. lin x-1 Lc 
2 2 5 |x+4 
29. 1x2 — 2x +6ln|x+2|+C 
31. In|x+2]| E Z Cc 
. Injx+2]4 
x+2 (14422 
= V1—x2 
33. (a) In E +C bl>1 0) E Ra O<||<1 
xX 
© —Injx|+4lnjx?—1]+C, x #0, 1 
35, Poimi: PEC o 
32 4 
37. Fórmula (113): 4; (8x? 2x — 3) x 1; arc sen(2x — 1) + C 


39. Fórmula (28): 4 tg 2x — x + C 


3 j 
a f FF 4-2N2 ~ 1,17157 
(a) Mio = 1,17138; |Ey] = 0,000190169 
(b) Tio = 1,17195; |Er| = 0,000380588 
(© S% = 1,17157; |Es| = 8,35151 x 1078 


43. (a) |Ey| < a 0,000441942 


1 
= 1.600/2 


1 
(b) IEr| < ——- = 0,000883883 
TiS Z002 


(c) IEs| < = 3,22249 x 1077 


7 
= 15.360.000,/2 
45. (a) n=22 (D)n=30 ()Qn=6 47.1 49.6 


51. e! 53. a=7/2 55. —=— +C 57. 5 — 1m2 
3/3 + x2 2 


59. é sen? 2x = h sen? 2x +C 


61. ge” a a 

63. —Elnjx— 1| + glnlx+2+ lnlx—3]+C 
at 1-1 3 

E sem qnt Etta 
Ve +1+1 12 2 


73. — 
Ha? + 1) 


71. VxX24+2x+2+42In(Vx2 +2x +2 4x +D+C 


Respostas dos exercícios ímpares R27 


> Capítulo 7 Estabelecendo conexões (página 559) 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 


quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 

3. @) MD=1 (© r2) =1, r63) =2, 04) = 

5. (b) 1,37078 segundos 


»> Exercícios Apêndice A (página A11) 


1. (e) 3. (b), (c) 5. [-3,3] x [0,5] 
Re A RENA RD A 


11. [—400, Has x [—- 1500000, 10000] 
10000 


i AJ aa 


13. Ia, 2] x = 20] 


—1500000 
17. (a) f0)=16-x2 (b) f)=-—16-—x? (e) não 
19. (a) Ni y (b) y 


21. 


[S] 
a 


O gráfico é estendido na 
direção vertical e refletido 
pelo eixo x se c < 0. 


R28 


Respostas dos exercícios ímpares 


(b) O gráfico é transladado de tal 
modo que seu vértice está na 


parábola y = —x. 


27. 


31. 


=3 0 


35. (a) x=4cost,y=3sent (b) x=-l+4cost,y=2+3sent 


> Exercícios Apêndice B (página B11) 


L @ $r b) Ër (Dir (d) Br 


3. (a) 12° (b) (270/m)° (e) 288° (d) 540º 

5. send | cos | tgð | cossec | sec | cotg0 
(a) | V21/5| 2/5 | V21/2| 5/21 | 5/2 | 2/421 
©) 3/4 | V74 INT] 43 | ANTONI 
© 310 | 110, 3 | V103 | NãO | 1/3 

7. sen = 3/ V10, cos = 1/V10 9. tgo = /21/2, cossec 8 = 5/21 

11. 1,8 

13. 9 sen | cos0 | tgð |cossecO | sec | cotg 0 
@| 225° | -1/2 | -12| 1 2 | 2/1 
b)|-210º| 1/2 | 32 | -1/43 2 |-2N3] -v3 
(| 57/3 | -V3/2| 142 | "3 | -2V3 | 2 |-1N3 
(d) 3m2) 1 0 — 1 — 0 


15. 


19. 


> Exercícios Apêndice C (página C6) 
1. 


. (a) 0= + nr, n = Q, 1, 2,... 


. (a) 


. h=dtgß— tga) 45. (a) 45/9 (b) -4 
. sen 30 = 3 sen 0 cos? 0 — sen? 6, cos 30 = cos? O — 3 sen? 0 cos O 
. (a)cos6 (b)-—-senô (c)— cos0 (d)sen O 
. (a) 153º 


+ DE- DE- 2) 
15. (++ 1x- 3) 17. 
21. 


sen | cos 0 tg0 | cossec | sec 0 


@) 45 35) 4/3) 5/4 5/3 3/4 
(b) -4/5 3/5 | -4/3 -5/4 5/3 | -3/4 
© | 12 | -73/2 | -1/43 2 23) 3 
(d) -1/2 | 32 N3o -2 | 23| 3 
©) and | 12 vo vV V2 1 


(OlinN2 |an2) al 2 | 2| a 
(a) 1,2679 (b) 3,5753 
sen 6 cos 0 tg O cossec 6 sec 0 cotg 0 
(a) al3 V9- a/3 alNo-a? 3/a 3/9 -a V9 -a/a 
(b) a/ Na? +25 5/N2+25) as Va+25/a Va +25/5) Sa 
(c) Va- 1/a 1/a 2-1 all a 1/N2-1 


. (a) 37/4n7,n=0,1,2,... 


(b) 7/3 + 2nr e 57/3 + 2n7, n =0, 1,2,... 


. (a) 1/6 +nr,n = 0, 1,2,... 


(b) 47/3 + 2nr e 57/3 + 2n7, n = 0, 1,2,... 


. (a) 37/4 + nrm, n =0, 1,2,... 


(b) 7/6 +nr,n=0,1,2,... 


. (a) 7/3 + 2nr e 27/3 + 2nr, n = 0, 1,2,... 


(b) 7/6 + 2nr e 117/6 + 2nr,n = 0, 1,2,... 


. sen = 2/5, cos ð = —vV21/5, tg8 = —2 /N21, 


cossec 0 = 5/2, sec 8 = —5/V21, cotg 0 =—/2. 

(b) 0=7/2+tn7,n=0,1,2,... 
d} = Emn=s 0; 2; 

(H b=Enmn=O 1,2. 


(c) Q= nx,n=0, je 
(e) 0=x7/2+nmr,n=0, Laros 


. (a) 2x/3cm (b) 107/3cm 35. 4 


2r — 0 
2x 


/4r0 — 92 
R b) mr 39. 213 41. 9,2 pés 
TT 


(b) 45º (e) 117° (d) 89º 71. (a) 60° (b) 117º 


(a) q =x 4x +2, r(x)=—l1lx+6 
b) q()=22 + 4, r(x) =9 

(O qa) =- H22, r(x) = 2x4 1 
(a) q(x) = 3x? + 6x + 8, r(x) = 15 


(b) q&) = xX — 5x? + 20x — 100, r(x) = 504 
(O gO =+ HHH l, ra= 0 
x 0/1/-3/7 
pœ) | -4 | -3 | 101 5.001 
(a) q =x +6x+13,r=20 (b) q0) =X +3x-— 2, r= —4 
(a) 1, +2, +3, +4, +6, +8, +12, +24 
(b) 1, +2, +5, +10, +4, +4, +5, +£ (c) +1, 17 
13. (++ 1) 
3 19. —2, —ż, —1 + v3 


=2,2,5 23. 2,3 25. Tem 
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maior, 734 
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derivada do, 169, 173 
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860 
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sequência infinita, 596 
sequência monótona, 607 
convergência de, 610, 611 
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termo, 610 
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sequência(s), 596, 597, 599, 600, 604 
convergência de, 600 
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cota superior de, 611 
crescente/decrescente, 607 
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estritamente monótona, 607 
gráfico de, 599 
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série de Maclaurin, 660-663, 669, 670, 672- 
675, 681, 683-685 
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670, 672 
aproximação de logaritmo com, 673 
da função binomial, 674, 675 
da função exponencial, 672 
de várias funções, 675 
derivação da, 678 
integração de, 680 
maneira prática de encontrar, 683, 684 
série de potências, 661, 664 
aproximação da função exponencial com, 672 
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aproximação logarítmica, 673 
convergência de, 662, 664 
derivação de, 678, 679 
e série de Taylor, 781 
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integração de, 679, 680 
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série(s) de Taylor, 660, 661, 670 
convergência de, 668, 669 
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684 
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modelando leis físicas com, 685 
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série(s) infinita(s), 596, 614-617, 619, 620 
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binomial, 674, 675 
convergência absoluta de, 641, 642 
convergência condicional de, 643 
convergência e divergência de, 616 
de Maclaurin, 660-663, 669-675, 681, 683, 
684, 686 
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de Taylor, 659-663, 669, 670, 681, 683-685 
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erro de truncamento com, 672 
geométrica, 617-619 
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harmônica, 620 
hiper-harmônica, 627 
p, 627 
propriedades algébricas de, 624-626 
soma de, ver soma de série infinita 
termo geral de, 623 
termos de uma, 614 
teste da comparação no limite para, 633, 
634, 645, D7-D8 
teste da comparação para, 631-633, 645 
teste da integral para, 626, 628 
teste da raiz para, 635 
teste da razão para, 634, 635 
teste de divergência para, 624, 645 
testes de convergência para, 623-628, 631- 
635, 638, 640-643, 645 
séries alternadas, 638-641 
teste para, 638, 645, 671 
setor, B3 
simetria, 23, 254 
área em coordenadas polares, 724-725 
em relação à origem, 23 
em relação ao eixo x ou y, 34 
Simpson, Thomas, 539 
sinais de escala, A2 
sistema algébrico computacional (CAS), 530, 
Al 
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integração usando, 338, 488, 528, 529 
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Mathematica, Al, A2 
raízes de polinômios, C5 
sistemas lineares, 519 
sistema de coordenadas cartesiano, 767 
sistema de coordenadas retangulares, 767, 768 
ângulos em, B4-B6 
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com a regra da mão esquerda, 767 
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Sistema Geodésico Mundial de 1984 (WGS 
84), 831 
sistema hiperbólico de navegação, 743 
Sistema Internacional de Unidades (SI), 450 
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lei de, 287, 288 
Willebrord van Roijen, 288 
Sobre o Método de Avaliação de Máximos e 
Mínimos, 274 
Sol, órbita de planeta em torno do, 759 
sólido de revolução, 424 
sólido finito, 1039 
sólido simples 
em xy, 1041 
em xz, 1044, 1045 
em yz, 1044, 1045 
solução de equação diferencial, 561-562 
solução geral, 562 
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de vetores, 774 
em forma aberta/fechada, 343 
parcial, 616 
telescópica, 352, D6-D7 
soma de Riemann, 354, 413, 533 
para integral dupla, 1002 
para integral tripla, 1040 
polar, 1020 
soma de série infinita, 614-617 
e convergência, 616 
somatório 
em polinômios de Taylor e Maclaurin, 652, 
654, 655 
fórmulas de, 342, D6-D7 
índice de, 341 
mudança de limites de, 341 
notação de (), 340, 341 
propriedades de, 342 
Sprintz, Joe, 384 
Stokes 
George Gabriel, 1169 
teorema de, ver teorema de Stokes 
integrais envolvendo ax? + bx + c, 512 
substituição u, 332-337, 390-392, 488 
roteiro para a, 334 
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em tabelas de integrais, 524, 526-528 
hiperbólica, 514 
trigonométrica, 508-512 
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subtração de funções, 15, 16 
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superfície de nível, 911-912 
plano tangente a, 971-972 
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superfície de revolução, 444, 835-836 
representação paramétrica de, 1046 
superfície fechada, 1148 
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superfície orientada, 1138-1139, 1144-1145 
superfície quádrica, 822 
esboço de, 824-826 
identificação de, 829 
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translação de, 827 
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471 
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traço de, 821, 822 
superfície(s) paramétrica(a), 1028 
área de, 1028, 1034, 1035 
de revolução, 1030 
orientação de, 1140 
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superfícies cilíndricas, 770-771 
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tangente, B3 
continuidade da, 121 
derivada da, 170 
fórmulas do ângulo duplo, B9 
hiperbólica, 474 
identidades trigonométricas, B6-B10 
integração de potências do, 503-505 
integração de produtos com secantes, 504, 
505 
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taxa de decaimento relativo, 572 
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instantânea, 138 
integração de, 371 
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polinômio de, ver polinômio de Taylor 
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teoria da relatividade, 79, 98 
termo 
de sequência infinita, 596 
de série infinita, 615 
termo constante de polinômio, C1 
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em movimento retilíneo, 146, 377 
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função, 146, 289 
na curva velocidade versus tempo, 377 
terminal, 65, 591 
velocidade de escape, 899 
velocidade escalar, 134, 289 
em movimento curvilíneo, 882 
instantânea, 289, 882 
terminal, 591 
velocidade instantânea, 136 
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definição, 136 
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em movimento retilíneo, 136, 146 
interpretação geométrica, 136 
velocidade média, 135, 385, 387 
interpretação geométrica da, 136 
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normal, 787, 972 
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ortogonal, 787 
ponto de vista geométrico de, 774-775 
posição, 844 
produto misto de, 805 
projeção ortogonal de, 790-791 
tangente, 851 
unitário, 778-779 
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velocidade, 774 
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